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Seit dem Erselieirien der gruudlegendöQ Hcliriften von Kumiucr 
und Plöcker ist die Literatur über die Linieiigeometrie' bedeutend 
angewachsen, und es dürfte der Versuch einer ausammenfassendeu 
Darstellung unserer Kenntnisse auf diesem Gebiete an der Zeit sein. 
Während mehrerer Jahre aber habe ich mich mit einer synthetischen 
Darstellung beschäftigt. Möchte das Ergebniss meiner Arbeit als 
würdige Ergänzung der synthetischen Lehrbücher meines Lehrers und 
Freundes Sehroter, der uns am Anfange dieses Jahres leider durch 
einen frühen Tod entrissen worden ist, angesehen werden können und 
von ähnlichem Nutzen für das Studium der Geometrie worden. 

Als ich die Abfassung meines Buches unternahm, glaubte ich es 
auch als Ergänzung von Reye's Geometrie der Lage ansehen zu 
dürfen, dessen zweite Abtheilung sehr werthvolle liniengeometrische 
Abschnitte, aber doch nur in engerem Rahmen, enthält. Wir haben 
jedoch nächstens die dritte Auflage dieser Abtheilung zu erwarten, 
in welcher sie in zwei Bände zerlegt wird und die linien geometrischen 
Abschnitte jedenfalls viel umfangreicher sein werden. 

Von den Strahlenörtern sind die der ersten Stufe, die ßegelflächen, 
schon vor der Liniengeometrie Gegenstand der Untersuchung gewesen; 
mit denen der zweiten und dritten Stufe, den Congruenzeu und den 
Complexen, hat uns erst die Liniengeometrie bekannt gemacht, und 
in Bezug auf sie hat sich die Forschung vorzugsweise im Gebiete des 
1, und 2. Grades bewegt; was bei den Oongruenzen dahin zu ver- 
stehen ist, dass eine der beiden Gradzahlen, die Ordnung oder Klasse, 
I oder 2 ist, während die andere höher sein kann. 

Die Liniengeometrie 1. und 2. Grades gliedert sich von selbst in 
drei Theile, die Theorie der linearen Complexe und der durch solche 
Complexe gebildeten linearen Systeme, die Theorie der Strahlencon- 
gruenzen 1. und 2. Ordnung (oder Klasse) und die Theorie der Com- 
plexe 2, Grades, 

In dieser Weise zerfallt auch mein Buch in drei Bände, von denen 
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VI Torrede. 

die beiden ersten nunmehr veröffentlicht werden; die Abfassung und 
Veröffentlichung des dritten wird durch meine Uebersiedelung nach 
Breslau und das Einleben in neue Verhältnisse wohl etwas verzögert 
werden. 

Eine Abweichung von der obigen Eintheilung hat dadurch statt- 
gefunden, dass die lineare Congruenz und der tetraedrale Complex 
schon im ersten Bande behandelt werden, jene wegen ihrer engen 
Verbindung mit dem hnearen Complexe, dieser, weil er bei den Con- 
grueiizen 2. Ordnung als bekannt vorausgesetzt werden musa. 

Hinsichtlich der Vorkenntnisse glaube ich, dass^ wer mit Schrot er' s 
beiden älteren Büchern, der Theorie der Kegelschnitte und der Theorie 
der Oberflächen 2, Ordnung, und mit ßeye's Geometrie der Lage (in 
den bisherigen Auflagen) vertraut ist und die aUgemeinsten Sätze über 
höhere Curven kenut, den ersten Band verstehen wird; Über den 
zweiten werde ich mich in dessen Vorrede äussern. 

Ich beziehe mich auch an einigen Stellen auf Schubert's Kalkül 
der abzählenden Geometrie und will damit vor allem auf dieses her- 
vorragende, immer noch nicht genug bekannte Buch hinweisen, aus 
welchem der Geometer viel lernen kann, insbesondere über die Mannig- 
faltigkeit der Raumgebilde und die Vielfachheit der Bedingungen, über 
welche selbst in angesehenen Schriften sieh Irrthümer finden. Der 
Kundige wird den Einfluss des Schubert'schen Werkes auf mein 
Buch nicht verkennen; dankbar für die vielen Anregungen, die ich 
aus ihm empfangen, hebe ich ihn selbst hervor. Ich benutze aus ihm 
— ausser dem Princip von der Erhaltung der Anzahl — vorzugsweise 
den Begriff der Charakteristiken eines Systems von Curven oder 
Flächen 2. Grades und die Schreibweise der vielfachen Charakteristiken 
als symbolische Producte von einfachen. 

Ich habe mir erlaubt, in diesem Buche folgende neue Benen- 
nungen: Strahl enge winde, Strahlengebüsche (oder kurz: Gewinde, Ge- 
büsche), Strahlennetz , windschiefe Involution für die längeren un- 
bequemen Namen: linearer Comples, specieller linearer Complex, lineare 
Congruenz, geschaart-involutorisches System (oder Collineation) einzu- 
führen, und hoffe, dass diese Neuerung, welche mit mancherlei sprach- 
lichen Vortheilen verbunden ist, für berechtigt gehalten werde. Die 
drei ersten haben den Beifall einiger Fachgenossen gefunden; die 
letzte ist der Sprache der italienischen Geometer entlehnt. 

Breslau, im Juni 1892. 
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Emleiteii.de Betrachtungen. 



Grnudgebilde und Oerter der Liiiieiigeometrie. 

Bis in die ersten Jahrzehnte unseres Jahrhunderts hat man in 1 
der Geometrie den Punkt allein als Grundelement der Betrachtung 
angesehen. Die zwanziger Jahre brachten dann die Erkenntniss des 
Priucips der Dualität, dessen Entdeckung und Begründung wir Poncelet, 
Gergonne, Möbius, Plücker und Steiner zu verdanken haben. 

Neben die Geometrie des Punktes trat, yöllig gleichberechtigt 
mit ihr, eine Geometrie, in welcher die Ebene das Grundelement der 
Betrachtung ist. 

Ausser diesen Elementen besitzt die Geometrie ein drittes von 
gleicher Einfachheit, die gerade Linie. Bei allen dualen Transforma- 
tionen geht sie in sich selbst über, jedoch so, dass, wenn sie in der 
einen von zwei dualen Betrachtungen vorzugsweise als Verbindungs- 
linie von Punkten angesehen wird, sie in der andern als Schnittlinie 
von Ebenen aufgefasst wird. 

Dies dritte Element weist auf eine dritte Geometrie hin, in der 
also die Gerade das Grundelemettt ist Definitiv eingeführt wurde sie 
durch Plücker's Werk, mit dem er am Schlüsse seines Lebens wieder 
zur Mathematik zurückkehrte: Neue Geometrie des Raumes, begründet 
auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement (Leipzig, 
1868—69). 

Doch sind dieser Schrift mehrere andere vorangegangen oder 
mindestens mit ihr gleichzeitig, welche die Liniongeometrie vorbereitet 
haben oder ihr angehören: Grassmann's Au edehnungs lehre aus dem 
Jahre 1844 und ihre 1862 erschienene Umarbeitung, dann Abhand- 
lungen von Cayley und Sylvester, einige vorläufige Mittheilungen 
von Plücker selbst, Kummer's grosse Abhandlung von 1866 über 
algebraische Strahlensysteme (oder Strahlen congruenzen nach Plücker's 
Terminologie), einige Aufsätze von Battaglini. 

Zwischen den beiden Geometrien, welche den Punkt oder die 2 
Ebene zam Grundelemente haben, uud der Geometrie der geraden 
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2 L.1UI1 l^ebil le unrl Oertei ki Lmiengeometrie. 

Linie flüdet cm fundameiüali^ ünterfched statt, der darauf berulit, dass 
der Punkt und die Ebene einerseits, die Gerade andererseits nicht 
gleich grosse Mannigfaltigkeit im Räume haben. 

^s giflt im Baume oo' Pitnlie und oo^ Ebenen, aber oo* Geraden. 
Wir wollen uns diese hoheie Mannigfaltigkeit der Geraden im Räume, 
welche der Limengeometrie eine grossere Reichhaltigkeit giebt, auf 
verschiedene Weisen klar machen. 

Die oo^ Strahlen eines Strahlenbündels mit eigentlichem (endlichem) 
Scheitel geben alle möglichen Richtungen im Räume. Zu jedem giebt 
es oo^ Parallele, die wir uns am besten aus allen Punkten einer den 
Strahl schneidenden Ebene gezogen denken. Es findet keine Wieder- 
holung statt und andererseits gelangen wir so zu allen Geraden des 
Raumes, also ist ihre Zahl oa^ X oo^ oder oo*. 

Oder allgemeiner und ohne eine metrische Eigenschaft, wie den 
Parallelismus, zu benutzen, verbinden wir alle co^ Punkte der einen 
von zwei beliebigen, aber festen Ebenen — im Vorangehenden war 
die eine die unendlich ferne — mit allen c»^ der andern und erhalten 
alle Geraden des Raumes und zwar jede im allgemeinen*) nur einmal. 

Wir können, dual, auch alle <x>^- Ebenen eines Bündels mit allen 
eines andern schneiden. 

Wollen wir, was lehrreicher ist, durch alle 4 Stufen aufsteigen, 
so lassen wir zuerst einen Strahl einen Strahlenbüsche! (X, |) durch- 
laufen, dann bewegen wir, den Scheitel festhaltend, die Ebene des 
Büschels um eine durch den Scheitel gehende Gerade, auf welcher wir 
darauf den Scheitel gleiten lassen, welche beiden Operationen wir 
auch, dual, in umgekehrter Reihenfolge vornehmen können; endlich 
lassen wir diese Gerade noch durch einen Strahlenbüschel (S, a) sich 



Wir erhalten so nach und nach: 

1) einen Strahlenbüschel mit oo^ Strahlen, 

2) oo^ Strahlenbüschel mit oo^ Strahlen, welche einen Bündel oder 
ein Feld von Strahlen erfüllen, 

3) co^ Strahlenbüschel oder 03' Strahlcnbündel, bezw. Stralilen- 
felder mit c»^ Strahlen, welche alle eine feste Gerade treffen, 

4) 00' solche Strahlenmaunigfaltigkeiten , wie die vorhergehende 
Stufe eine ergab, und damit 00^ Strahlenbündel oder Strahlenfelder, 
00* Strahlenbüschel mit od* '-'tiahlen 

''') Je 00' mal ergiebt sich ]ede Ueride der beiden festen Ebentn das hat 
abei auf die Mann ^altigkeit illei Geraden kernen Emfluia der (niA derselben 
wuide nui dann zu emiediioe» sein, wenn jeä^ dtnd bei dti be cliiiebLiifii 
Construftioii uh 00' öd 1 allg uiuiier ix. mil Pr ib 
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Grundgebilde uud Oerter der Linien geometrie. 3 

Jeder Strahl dos Raumes ergiebt sieh dabei und zwar im all- 
gemeinen einmal; denn er aclmeidet einen bestimmten Strail des 
Büschels (ß, a) und legt mit diesem den erzeugenden Strahlenbüschel 
(X, ^) fest, in dem er sich befindet*) 

Der Strahlenmannigfaltigkeit 3. Stufe 3), dßm Inbegriffe aUer 
oo^ Strahlen, weldte eine feste Gerade treffen, wollen wir einen kurzen 
Namen geben, den sie bisher nocli. nicht gehabt hat, dessen sie aber 
als ein Gruudgebilde der Liniengeometrie bedarf: Strafdengehüsche; die 
feste Gerade heisst seine Axe, Treff- oder LeUgerade. 

Somit haben wir im Strahlen räume 5 Grundgebilde: 

1) das Grundgebilde 1, Stufe oder mit oo^ Strahlen: 

äen Strahlenhüscliel, 
alle Strahlen in einer Ebene durch einen Punkt derselben, 

2) zwei zu einander duale Grundgebilde 2. Stufe mit oo^ Strahlen ; 

den Sirahlenbünäel, 
alle Strahlen durch einen Punkt, 

das Strahlenfeld, 
alle Strahlen in einer Ebene, 

3) das Grundgebilde 3. Stufe oder mit co^ Strahlen: 



alle Strahlen, welche eine feste Gerade treffen, 

4) das Gruudgebilde 4. Stufe oder mit oo* Strahlen: 
den Strakleiiraum 

selbst. 

Jede der beiden andern Geometrien hat nur 3 Grundgebihlu: 

, FunMreihe, Funktfeld, PunMratmt, 

bezw. ' 

Ehenenhüschel, Ebenenhündel, Eheiienrauni. 

Für einen Strahl ist eine Bedingung eine a-faclie, wenn ihr durch 3 
co*^" Sirc^ilen genügt wird. 

Danach i^t das Treffen oder die Incidens mit einer gegebenen Geraden 
eine einfache Bedingung, das Hindurchgehen durch einen gegebenen FtmM, 
hesw. das Hineinfallen in eine gegebene Ebene oder die Incidens mit 
einem gegebenen Funkte, einer gegäienen Eiene eine stceifaclie, die Zu- 
gehÖriglceit su einem gegebenen Strahlenbüsehel eine dreifache Bedingung. 

*) Wikrend ■wir zu allen Strahlen des ßaumes gelangt sind, hallen wir 
nicht alle Strahlenbündel, Strahlenfclder imcl Strahlenbüschel erhalten, sondern 
nur diejenigen Bündel, deren Scheitel in tr liegt, diejenigen Felder, deren Ebene 
durch Ä geht, und diejenigen Büschel, deren Scheitel und Ebene beides tbun. 
Insgesiimmt enthält der Raum <xfi Strahlcnbiindcl oder -fehler und oo^ Strahlen- 
büsehel. 
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4 Grundgeoilde und Oerter der LJüicngeometrie. 

Diese Bedingungen wollen wir die Grundbedingungen für die 
Gerade nennen. 

Weitere einfache Bedingungen sind: eine gegebene Curve zu treffen, 
eine gegebene Fläche zu berühren, mit einer gegebenen Geraden oder 
mit einer gegebenen Ebene einen gegebenen Winkel zu bilden; ferner, 
dass die Gerade sich mit zwei bestimmten Punkten in gegebenen 
Ebenen oder Flächen bewege, dass sie gleiche Entfernung oder gegebenes 
Verhältniss der Entfernungen Yon zwei gegebenen Punkten habe, u. s. w. 

Zweifache Bedingungen sind: die zweimalige Begegnung mit einer 
gegebenen Curve, die zweimalige Berührung, sowie die dreipunktige 
Berührung (Osculation) mit einer gegebenen Fläche, der Parallelismus 
niifc einer gegebenen Geraden*), die Normalität zu einer gegebenen 
Ebene oder Fläche, der Schnitt mit einer gegebenen Geraden oder 
Curve unter gegebenem Winkel, die Forderung, dass drei bestimmte 
Punkte der Geraden sieh in drei gegebenen Ebenen oder Flüchen, 
oder daas ein bestimmter Punkt auf einer gegebenen Geraden oder 
Curve, ein anderer auf einer gegebenen Ebene oder Fläche sich be- 

Dreifacke Bedingungen sind: Berührung mit einer gegebenen Curve, 
dreimalige Begegnung mit derselben, dreimalige Berührung mit einer 
gegebenen Fläche, Osculation mit derselben und gleichzeitig gemeine 
Berührung an anderer Stelle, vierpunktige Berflhrnng mit ihr, Schnitt 
mit einer gegebenen Geraden oder Curve in gegebenem Punkte unter 
gegebenem Winkel, die Vorschrift, dass zwei bestimmte Punkte der 
Geraden sich auf gegebenen Geraden oder Curven bewegen, u. s. w. 

Vierfache Bedingungen sind: Berührung mit einer gegebenen Curve 
und gleichzeitiger Schnitt an einer andern Stelle, viermaliger Schnitt 
mit ihr, fünfpunktige Berührung mit einer gegebeneu Fläche, zwei- 
malige Osculation und dergl. 
4 Mne vierfache Bedingung oder aUyemeiner mehrere Bedingungen, 

deren Vielfadiensummc 4 ibf, lecrden durch eine endliche Zahl von Geraden 
erfüllt. 

So giebt es z. B. eine endliche Zahl von (ieraden, welche 

1) durch zwei gegebene Punkte gehen, 

2) in zwei gegebene Ebenen fallen, 

*) Parallel eu einer Geraden sind oo*, den Winkel aber bilden mit ihr 
ao", öümlicli alle, welche die eine nder die andere von den beiden Geraden 
treffen, die vom unendlicli feinen Punkte der gegebenen Geraden tangential an 
den unendlicli fernen Kugelkreie konnmen. Eben&o giebt es oo' Gerade, die zu 

einer Ebene normal sind, und cc'', die mit ihi dpn Winkel - bilden. 



y Google 



firundgebikle und Oerter der Liniengeoraetriu, ft 

3) durch einen gegebenen Punkt gehen und in eine gegebene 
Ebene fallen, 

4) durcli einen gegebenen Punkt gehen und zwei gegebene Ge- 
raden treffen, 

5) in eine gegebene Ebene fallen und zwei gegebene Geraden 
treffen, 

6) eine gegebene Gerdde treffen und einem gegebeneu Strahlen- 
büschel angehören, 

7) 4: ffegebene Geraden treffen. 

In den Fällen 1), 2), 4), 5), 6) ist diese Zahl 1. Bemerkenswerth 
ist, dass den beiden Bedingungen von 3) bei beliebiger Lage von 
Punkt und Ebene, <I. b. wenn sie nicht incident sind, nicht zugleich 
genügt werden kann oder, anders ausgedrückt, durch Strahlen 
genügt wird. 

Nicht so einfach ist die Beantwortung von 7). 

Die Ermittelung der Anzahl und die Construction der betreffenden 
Geraden ist eine berühmte Aufgabe. G-ergonne hat sie in den zwanziger 
Jahren gestellt.*) Unter den Geometern, die sich mit ihr beschäftigten, 
hat Steiner die bei weitem einfachste Lösung gegeben.**) 

Wenn »(,, «2, %, «(4 die gegebenen Geraden sind, so lasse man 
auf Ui einen Punkt X^ sich bewegen, die Ebenen |^, §3, die ihn je 
mit Mg, j% verbinden, beschreiben zwei Ebenenbüschel, welche beide 
mit der Punktreihe der X^ perspectiv, also unter einander projectiv 
sind; die Schnittlinien entsprechender Ebenen sind je die von X^ 
kommenden Geraden, welche u^, u^ treffen. Wir erhalten so die 00' 
Geraden, welche «j, u^, Mj sugleick schneiden; sie bilden, wie bekannt, 
eine Segelschaar , d. h. die eine Geradenschaar eines einmanteligen 
Hyperboloids, zu dessen anderer Sehaar — Leitscliaar — die »(j. Mg, % 
gehören. Die beiden projectiven Ebenenbüschel der 1^ und Ig rufen 
auf der vierten Geraden u^ zwei eonjective Punktreihen***) hervor. 
Wenn nun eine Gerade der Eegelschaar auch u^ trifft, so müssen die 
beiden Ebenen ^ und g^, die in ihr sich achneiden, m^ in dem näm- 
lichen Punkte treffen, der also ein sich selbst entsprechender Punkt 
der beiden conjectiven Punktreihen ist. Weil es deren zwei giebt, 

*) tn seinen Ännalea de Matliomatiques Bd. 17 S. 83. 
**) Journal ffli- Matheraatife Bd. 2 S. 268; Systeraatiaclie Entwiekeluug der 
Abhängigkeit geometrischer Gestalten (Berlin 1882) S. 243; Gesammelte Werke 
Bd. 1 8. 147, 402. Vergl. auch Schröter, Theorie der Oberääehea 2. Ordnung 
(Leipzig 1880) % 14, 

***) Ich nenne, mit H. Pfaff, zwei pvojeetive gleichartige Gebilde conjectiv, 
wenn sie denselben Träger haben. 
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6 Grundgebilde uml Oertec der Linie ugeometrie. 

— welche die Schnitte des Hyperboloids mit u^ sind — , so haben 
wir zwei (reelle oder conjugirt imaginäre) Geraden, welche den vier 
Bedingungen 7) genügen. 

Es giebt mithin sivei Gerade, welche 4 gegebene Geraden mgkich 
treffen {Steiner's Satz). 

Die Construction dieser beiden Geraden ist folglich zurückgeführt 
auf die gleichfalls berühmte und auch von Steiner zuerst gelöste 
Aufgabe: die sich selbst entsprechenden Punkte zweier conjectiven 
Punktreiheu zu finden.^) 

Unsere in sich duale Aufgabe kann man natürlich auch dual 
lösen, indem man um «^ eine Ebene ^^ dreht, welche je u^, «3 in 
X2, Xg schneidet, u. s. w. 

Unmittelbar anzugeben sind die beiden Geraden in dem Special- 
falle, dass zwei Gerade, z. B. u^ und n^, sich schneiden, und noch 
einfacher, wenn auch Mg, «^ es thun. 

Die vorliegende Aufgabe ist das liniengeometrisehe Aoalogon zu 
den Aufgaben der beiden andern Geometrien: den gemeinsamen Punkt 
dreier Ebenen oder Felder, die gemeinsame Ebene dreier Pimkte oder 
Bündel zu finden. 

Während diese aber nur eine Lösung haben, hat sie zwei; und das 
ist ein fundamentaler unterschied, der sich fortwährend zu erkennen 
geben wird: der Liniengeometrie ist dadurch der CJtwaMer des Quadra- 
tischen aufgedrückt. 
5 Während in den beiden Geometrien, welche den Pankt, bezw, die 

Ebene zu Grundelementen haben, nur Oerter 1. und 2. Stufe für diese 
Elemente möglich sind, treten in der Liniengeometric Oerter J., 2., 
3. Stufe auf. 

Alle Strahlen, tvelche einer einfachen Bedingung genügen, hildeti einen 
Strählenort 3. Stiife, der nach Plücker's Vorschlag Convulex ge- 
nannt wird. 

Sämmtliche 00^ Strahlen, welche einer sweifaclien oder sinei einfachen 
Bedingungen genügen, erzeugen einen Strählenort 3. Stufe, welchen man 
in der ersten Zeit nach Kummer's Vorgange Si)-aldensyslem genannt 
hat, während jetzt mehr der bestimmtere Plücker'sche Name Con- 
gruens gebraucht wird. 

Die 00^ Strahlen, tvelche Bedingungen von der YielfacJicnsiimme 3 
erfüllen, ergeugen eine Eegel-, Strahlen- oder Linienflüche, 

*) Systematische EntwiükeluBg S. 67; Gesammelte Werlte Bd, 1 R. SS4; 
Steiner- Schröter's Vorlesungen über synthetische Geometrie, 2. Auflnfjc 
(Leipzig 1876) S. iG. 



y Google 



GrundgHljililH und Ourter der Liniengeometrit;. 7 

Da die Stralilen eines Orts et"' Stufe Bediiigungeii von der Viel- 
fachensumme 4 — k, oder, wie wir kürzer sagen wollen, indem wir 
eine ^-fache Bedinguatf für ß einfache rechnen, 4 — « Bedingungen 
zu erfüllen haben, so können ihnen noch a Bedingungen auferlegt 
werden, und wenn sowohl die den Ort definirenden, als auch diese 
weiteren Bedingungen algebraisch sind, so ist die Zahl der allen 
4 Bedingungen genügenden Strahlen nach dem Frincip von der Erhaltung 
der Atisahl — welches eine Folge des Fundamentalsatzes der Algebra 
ist, dass jede algebraische Gleichung «'™ Grades « Wurzeln besitzt — 
bekanntlich constant, wie auch die geometrischen Gebilde, die in den 
Bedingungen auftreten, im Räume gelegen sind.*) 

Die 4 Grundbedingungen sind algebraisch. 

Also kann man den Strahlen einer ßegelfläche noch die einfache 
Grundbedingung auferlegen, eine gegebene Gerade zu treffen, und die 
feste d. h. von der Lage dieser Geraden unabhängige Zahl der Er- 
seugenden einer algebrais<ßien MegelflÖcfw, welche die einfache Grund- 
bedingung erfüllen, nennen wir den Grad der Begelfläche. 

Die Regelflächo ist zugleich ein Ort 2. Stufe von Punkten, den 
Punkten auf ihren Erzeugenden, und ein Ort 2. Stufe von Ebenen, 
den Ebenen durch ihre Erzeugenden, welche bekanntlich die Berührungs- 
ebenen der Punktfiäche sind. Der liuiengeometrische Grad ist ersicht- 
lich gleich der Ordnung des Punktortes, d. h. der Zahl der Punkte, 
die er auf eine Gerade wirft, und ebenfalls gleich' der Klasse des 
Ebenenortes, d. h, der Zahl der Berühruugsebenen, die von einer 
Geraden kommen, und aus diesem Gmnde empfiehlt sich gerade das 
unbestimmte Wort „Grad". 

Den Strahlen einer Congrnonz können wir die eine wie die andere 
zweifache Grundbedingung auferlegen, mit einem gegebeneu Punkte 
oder mit einer gegebenen Ebene zn incidiren, und die feste Zahl der 
Strahlen einer algehraisehen Congruenz, welche durch einen gegebenen 
FunM gehen, heisst die Ordnung oder der Bündelgrad der Congruens, 
die feste Zahl derjenigen, welche in eine Elene fallen, ihre Klasse oder 
ihr Feldgrad**) 

*) bchnbert Kalkül dei alzahlenden Geometnt (Leipzig 187'?) t? i 
**) fcclinLert hat Math Annalen Ed 10 S 21 und im Kalkül & 18 den 
gewiss wohl hegrun letea Voroolilag gemacht die Namea Ufdnunj Klasse, Bang 
auf die Uerter von Punkten, Ebenen, btrahlen eh vertheilen was dem bisheiigen 
Gebrauche zum gtOB><eren Theile entspricht Ahei es ist dooh fraglich ob es 
möglich sein duifte, so emgebuigerte Benennungen wie Gi-vd eines Coinj.lei.e 
Giad einer Eegelfl i_he Urclnung und klasse einei Congruenz ausser Gehraui-h 
zu bringen An sieh Bi id mtleaondere die beiden Schubert sehen Wörtci 
Bundelr-^ng Peldiaig ( T.ecLflnl laiid Feldgnd) z«tifcllo9 viel geeigneter weil 
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8 f luml^e' 1 ^<i iii'l Oerter der Liniengeometiie. 

Die Congruenz hit also swei gleiehbereclitigte zu einander duale 
Graä^(äilen und zeichnet sich dadurch vor allen andern Oertern von 
Punkten Ebenen oder Strahlen aus. 

Bei in sich dualen Congruenzen sind beide Gradzahlen gleich; 
wir sagen dann „Grad ' Eine Gongruens «"" Grades ist also eine in 
sidi duale Congmeyw »'" Ordnung %md «.'" Klasse. 

Den Strihleu eines Complexes kann man noch die dreifache Grund- 
bedingung, einem gegebenen Strablenbüaehel anzugehören, auferlegen 
und die febte Zahl de* Sfralilen eines algebraischen Complexes, welche sich 
in einem behehg gcgeletien Strdhlenhüschel hefindm, hdsst der Grad des 
Cornplixes 

Nimmt ma vo n B schel Lies den Scheitel so wud den Complex- 
strahlen nur d e zwe fache be 1 ngu ^ aut legt d r h e uen gegebenen 
Punkt /u gd en 1 e oo s e erlullen 1 n btiahlen des Complexes bilden 
einen Kegel, velchen na l'i l P rite geJo get Comjilcxkegel 
nennt. Die Anzihl der Stral le e neh algebiaischen Complexes, die 
dem Büschel anj,ehore ist d e Zahl der Kanten 1 eses Ivegels, welche 
in die Ebene des Brucheis fallen also se ue Ord ung 

Der Gral e e al/eb a sei Co il xes i t jle cJ le Ordnung jedes 
von seinen oo Comple. legel 

In eine Ebene fallen a cl ao Stahlen des Com] laxes, welche 
eine Curve umhüllen le ler Ehe e leJ je Co plexciirve. Liegt 
der Biiachel in der El ene so s nd d e hm angehor gen Complexstrahlen 
die Tangenten dfr C rve aus dem S he tel 

Der Gn Je es al / 1 a den Co il es f ß 1 J Klasse alier 
seiner oa'' Co pl z v 

"Wiederum emjhehlt a 1 da Wo t ' 1 1 eben Ordnung, 

Klasse und 1 ang zUj,le ch bez huet 
6 Wir haben im Vorangehenden schon mehrere Strahlenörter er- 

halten. 

So hilden alle Geladen uelclu. une (ihnu ida unebene) Cum treffen, 
einen Complex Ist die Cutte nlgebtatseh und von der Oidming (t, so 
tbt der Complex jt**'^ Grades die Complexkegel sind die Projections- 
kegel der Curve aus den veischiedenen Punkten des, Ei imes, die 
Complexcurven zeifallen simmthch m ft Strahlenbuschel 

316 die Saohe klar au d ucken und keinun Zweiftl lj™.^ün wahrend Uiiluuug" 
und Kla se ebenso g t du h unioekel t gebiau:,ht ■neiden könnten wie das 
ittch gestliehan at (Halph n C mptes rendus Bd 74 S 41) Schubert'» 
Wörter baben abei lis jetzt we g Autcilmi gefunden, ai b diiiiten sie der 
Uebereetzung '^cbwieiinkoit i t^Pn^^^^tzen I U Lii 1 1 i.i 1 ei I i In s^" und 
klasse B^'^heben 
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Wenn die getroffene Linie eine Gerade ist, so ist der Complex 
ein Strablengebüsche und dieses also ein Complex 1. Grades. Äher 
nicht jeder Coniplex i. Grades ist ein Strahlengebäsche. 

Die Tmigentcn ferner einer Fläche hÜden einen Complex; Complex- 
kegel sind die Berübrungskegel, Coniplexcurven die ebenen Schnitte 
der Fläche. Ist die Fläche algäiraisch, so ist der Grad des Complexes 
gleich dem Range der Fläche, d. h. der Ordnung aller TangenÜalkegel 
und der Klasse aller ebenen Schnitte. 

Jedoch ist nicht umgeicehrt jeder Strahlencomplex ein Tangentencomplex. 
Unter den Complexen 2. Grades z. B. bildet der Tangentencomplex 
einer Flache 2. Grades einen sehr speeiellen Fall. 

Steiner hat sich einst hierüber im Irrthume befunden. Es ist 
eine einfache Bedingung für eine Gerade, von 4 gegebenen Ebenen 
nach einem gegebenen Doppel Verhältnisse geschnitten zu werden; also 
müssen alle Geraden, bei denen es geschieht, einen Complex bilden. 
Steiner hat ■ — freilich lange, bevor systematisch Liniengeometrie 
getrieben wurde — die Frage nach der Fläche gestellt, die von diesen 
Geraden berührt wird.*) Der Complex ist aber kein Tangentencomplex; 
er ist der sogenannte tetraedrale Complex, mit dem wir uns später ein- 
gehend beschäftigen werden. 

Die Strahlen, welche mit einer gegebenen Geraden einen gegebenen 
Winkel (oder mit einer zur Geraden normalen Ebene den Comple- 
mentwinkel) bilden, erzeugeu einen Complex 2. Grades; alle Coraplex- 
kegel sind ßotationskegel, deren Axen zur Geraden parallel sind und 
die alle die unendlich ferne Ebene in derselben Curve 2. Grades 
schneiden, welche daher von allen Geraden des Complexes getroffen 
wird. Dieser Complex ist also ein Speeialfall der oben zuerst er- 
wähnten Art.^*) 

Der Complex der Geraden, welche von zwei .gegebenen Punkten 
gleiche Entfernung haben, ist ebenfalls 2 Giades wir werden ihn, 
sowie auch den Complex 4. Grades der Geraden welche mit zwei 
bestimmten Punkten in gegebenen Ebenen gleiten, seiner Zeit genauer 
betrachten. 

Einfach aber lässt sich zeigen, dass dte qetaden Linten auf den 
Flächen eines Ndses 2. Ordnung einen Complex 3 Gradet. bilden 

*) Systfimatische Entwiokelung, Anhang Nr 15 in len Geeammelten Werkm 
Bd. 1 S. 142 ist die Frage richtiger gestellt. 

**) Wenn der Winkel ist, so zerföllt er in zwei imagindie "itiahlengel ua^lie 
deren Leitgerade die Tangenten des unendlich fernin KugelkreiBes hiad welche 
die gegebene Gerade treffen. Die Parallelen an diesei gehören ? 1 oi kn ( e 
hüsclien. 
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10 Grundgehilde und Oerter der L inienge omctiie. 

Alle durch einen Punkt P gehenden derartigen Geraden liegen 
auf den Flächen des Büschels, welchen P aua dem Netze ausscheidet, 
treffen die Grundeurve 4. Ordnung desselben, ausser in P, noch einmal 
und bilden also den Kegel 3. Ordnung, der aus P diese Curve projicirt. 

Die ComplexcurTe in einer Ebene ist die Cayley'sche Curve des 
Kegelschnitt- Netzes, das durch das Fläehennetz in die Ebene ein- 
geschnitten wird. 

Jeder Strahl durch einen der Grundpunkte des Netzes liegt auf 
einer Fläche desselben; also gehörm die Bünäel um die 8 Gnmd^mkte 
mm Complexe. — 

Jede Gerade, die einer starren Figur angehört, welche durch oo^ 
I-agen im Räume geht, beschreibt einen Complex. 
7 Die einfachsten Congrumsen sind der StraklenMndel und das Strahkn- 

feld; jener hat die Ordnung 1, die Klasse 0, dieses umgekehrt. 

Femer bilden sämmüiche Strahlen, welche zwei Gerade suyleich treffen, 
eine Congruens, von welcher heide Gradmhleii 1 sind (Nr. 4). 

Sie wird deshalb lineare Con/jruens genannt; es ist aber besser, 
ein einfaches Wort für sie zu haben: wir nennen sie Straklennets. Die 
beiden Geraden heisseu ihre Leitlinien. Sie ist der Durchschnitt der 
Strahlen gebüM che, die zu den einzelnen Leitlinien gehören. Scimeiden 
sich die beiden Leitlinien, so serfälU das Strdldennetz in einen Bündel 
unä ein Feld. 

Alle Strahlen, welche eine gegebene Gerade rechtwinklig sehneiden, 
bilden ein Netz, dessen zweite Leitgerade unendlich fern ist. 

Die Geraden, welche zwei Curven von den Ordnungen ji, jij zu- 
gleich treffen, erzeugen eine Congruenz, deren Ordnung und Klasse 
^(i^ ist; wenn die Curven & Punkte gemein haben, so losen sich 
@ Strahlenbüudel ab, die verbleibende Congruenz hat nur noch die 
Ordnung fiftj — @. 

Die Strahlen, welche eine gegebene Gerade unter einem gegebenen 
(nicht rechten) Winkel schneiden und also, ausser der Geraden, noch 
einen gewissen unendlich fernen Kegelschnitt treffen, erzeugen eine 
Congruenz, deren beide Gradzahlen 2 sind. 

Zivei Complexe vom Grade n bes-w. n^ haben eine Congruens vom 
Grade nn^ gemein; denn die beiden Complexkegel je aus demselben 
Punkte haben so viele gemeinsame Kanten und ebenso die beiden 
Complexcurven in derselben Ebene so viele gemeinsame Tangenten. 

Eine Congruenz entsteht femer durch die Doppelsecanten einer 
llaumcurve (diejenige z. B. einer cubischen Raumcurve hat die Ord- 
nung 1 und die Klasse 3, die zu einer Raumcurve 4. Ordnung erster 
Art gehörige die Ordnung 2, die Klasse 6), durch die Geraden, welche 
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eine Curve treffen und eine Fläche berUhrea, dureli die Doppel tan geiiteu 
oder die dreipunktig "berühreailen Tangenten (Haupttangenten) einer 
Fläche, durch die Normalen einer Flüche oder Raumcurve, durch die 
Scbmiegungsstrahlen einer Raumeurvo (d. h. die Strahlen, welche durch 
ihre Punkte je in der augehörigen Schmiegnngsebene gezogen sind), 
durch eine Gerade, welche mit 3 bestimmten Punkten auf 3 Flächen 
oder mit einem auf einer Fläche, mit einem andern auf einer Curve 
gleitet, überhaupt durch eine Gerade, die von einer starren Figur 
mitgeführt wird, welche oo* Lagen im Räume einnimmt. 

In dem Complexe 3. Grades der geraden Linien auf den Flächen 
eines Netzes 2. Ordnung haben wir die Congruenz der Kantern der Kegel 
dieses Netzes. Da der Büschel, der durch einen Punkt aus dem Netze 
ausgeschieden wird, 4 Kegel enthält, so ist diese Congrnenz 4. Ordnung, 
und weil die Spitzen aller Kegel des Netzes eine Cnrvo G. Ordnung 
bilden, so ist die Klasse der Congruenz 2 . 6 = 12. 

D" einfachste Beijelflache ist der Stiahhnhtiscliel, et ibi 1, Grades. 8 

ijne Eegelflache entsteht durch alle Geraden, uelche 3 Cofnplexm 
oder emvm Complexe und einer Congntem: gemeinsam sind, also z. B. 
durch die gemeinschaftliehen Tangenten von 3 Flächen, durch die 
Geraden einer Congruenz, ivekhe aut eine Gerade odei Curve sich 
stutzen, dmch die Geiaden, welche an 3 Ciirven hingleiten 

Sind diese sammtlich gerade Linien, so wissen wir aus Nr. 4, 
dass eine RegelflUche entsteht, von welcher 2 Erzeugende eine vierte 
Gerade treffen, also eine Regelschaar. 

Was für einen Grad hat aber die Regelfläehe, (leren Gerade sich 
auf die 3 Curven ü,, Bg, B^ stützen, welche beliebige Ordnungen (ii, ft^, (i^ 
haben? Das Hyperboloid, welches die Regelschaar trägt, die sich auf 
die 3 Geraden ?(, I2, l^ stützt, hat 2^ Punkte mit M^ gemein, also 
treffen 2(1^ Gerade zugleich B^, l^, l^, lg oder die Regelfläche der 
Geraden, welche an ü;, l^, l^ hingleiten, ist vom Grade 2(1,, und die 
2fij(fa Punkte, welche sie mit R^ gemein hat, zeigen, dass die Regel- 
fläche der auf JJj, B^, Z3 sich stützenden Geraden vom Grade 2^|f(^ ist. 

Die Bcgelfläche der Geraden, welcJw B^, B^, Mg zttglcich schneiden, 
ist vom Grade 2ft^f(gj(j.*) 

Man sieht hier den Einfluss der 2 im Steiner'scheu Satze. 

Vorausgesetzt ist im Vorangebenden, dasa die Leiteurven keine 
Begegnungspunkte haben; ist ein solcher vorhanden, so löst sich von 
der Regelfläehe der Kegel ab, der aus ihm die dritte Curve projicirt, 

*) Caylej, Cambridge and Dublin Mathematical Journal Bd. 8 S. 145; 
Saimon-Fie'Ufi-, Äualytiaehe Geometrie des Eaiimea Bd. 3 Art, 233 der 3. AuH. 
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fii, (ij, (ts sind die Grade der Complexe der Treffgeraden der drei 
Leiteurven; unser Satz ordnet sich deshalb dem später_zu beweisenden 
allgemeineren Satze unter, daas drei Complexen von den Graden 
"ii ^1 "3 ^'^6 Regelfläche vom Grade 2n^ti2n^ gemeinsam ist. 

ßegelflächen werden ferner erzeugt durch die dreifachen Secanteu 
einer llaumcnrve, die Geraden, welche eine gegebene Curve zweimal, 
eine andere einmal treffen, die vierpunktig berührenden Tangenten 
einer Fläche, die dreimal zweipunktig, die einmal dreipunktig und ein- 
mal zweipunktig berührenden Tangenten, durch die Tangenten, Haupt-, 
Binormalen oder Kriimmungsaxea einer ßaumcurve. 

d Bringt man die oben erhaltene Regelfläche vom Grade 2(1,(113^3 

mit einer vierten Curve IJ.i von der Ordnung [i^ zum Schnitte, so 
ergiebt sich; 

-Es giebt 5fti ft^ j*3 ;(.i Geradi;, ivelclte 4 Curven v(yii den Ordnungen 
(*ii f*2' (*ji f*.i ^'»i/ieich treffen. 

Dies ist wiederum ein besonderer Fall «iea späteren Satzes, dass 
4 Complexe von den Graden ,«j, ^,, yt,.^, ^^ so viele Strahlen gemeiu- 
sam haben. 

Nehmen wir aber an , dass van den 4 Curven je ll, und l{t sich 
in 6,t PunJden hctjet/nai, so gehören zu den 2(i.^ji.^^.jf),^ Geraden 

1) die 

Verbindungslinien von Schnittpunkten zweier Curven mit den Schnitt- 
punkten der beiden übrigen, 

2) die 

«14 (fa.«. " ö.:0 + ''nil^-if^i - ^m) + <^u(ßi(^i - öl,) 
+ ö..C«,M.i " G,.i) + ff^ife^i — «.0 + a„(.«3ft4 - e^,) 
weiteren gemeinsamen Kanten aller Kegel, welche aus einem der 
Schnittpunkte die beiden übrigen Curven projieiren. 
Folglich bleihen 

2,«, (taftjfti — ffaaftifti— Ösift^Ci — '']2f^lf'4~ÖiiJia,H3 -- Ö:;4f(:,fti — 6;i.i.«|,«a 
+ ea3<?l.l + <f3l6M+Öl2<fM 

Gerade, welche den vier Curven in getrennien Ftin^teti begegnen.'*) 
10 Der StraJdenhüschel ist die einsige licyelßöclie 1. Grades. 

Denn erstens muss die zugehörige Puoktfläche, d. i. der Ort der 
Punkte auf den Geraden, 1. Ordnung, also eine Ebene sein, in welche 

*) Sind alle Zahlen ^ und a gleich 3, so ergiebt Eich 27, die Zalil der Ge- 
Tilden aui der cubischen Flache; veigl. Journal für Mathematik Bd. 88 S. 313. 
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daher alle Geraden der Regelfläehe 1. Grades bineinfalleD. Zweitens 
niuss die zugehörige Bbenenfläche, der Ort der Ebenen durch die Er- 
zeugenden 1. Klasse, demnach ein Bündel sein, durch dessen Scheitel 
also die Geraden der Regelfiäche, als gemeinsame Linien von je cxi^ 
Yon diesen Ebenen, hindurch gehen müssen. Folglich bilden die 
Geraden einen Strahlenbüsehel. 

Ebenso ist die liegelschaar die emsige Eegelfläcke 3. Grades, weil 
die zugehörige Punktfläche 2. Ordnung und die zugehörige Ebenenfläche 
2. Klasse sein muss. 

Die Trägerfläehe einer Begelsckaar hat die besondere Eigenschaft, 
dass sie noch eine zweite Begelsckaar trägt. 

Die Figur zweier so verbundener Regel seh aar en ist eine der merk- 
würdigsten, welche die moderne Geometrie entdeckt hat.*) Sie ist so 
vielfach behandelt,**) dass ich die Leser dieses Buches als mit ihr 
vertraut voraussetzen darf. 

Die Trägerftäche einer Begelsckaar ist die einsige Eegelßäclie, auf 
welcher eine zweite Geraäenschaar sich befindet.***) Denn die oo^ Geraden 
der einen Schaar, welche durch die verschiedenen Punkte einer Geraden 
der andern Schaar gehen, können, infolge der Stetigkeit, sich nicht 
ändern, wenn von dieser Geraden zur unendlich nahen in der zweiten 
Sehaar Übergegangen, also wenn diese ganze Schaar durchlaufen wird; 
demnach erschöpfen sie die ganze erste Schaar, und jede Gerade der 
einen trifft alle aus der andern. Schon drei aber aus einer genügen 
(Nr. 4), um die andere als Regelsehaar oder Regelfläche 2. Grades zu 
charakterisiren. 

Steiner's Satze über die beiden Treffgeraden von 4 gegebenen 
Geraden %, %, %, «^ kann man eine andere Passung geben: Mj, «3, % 
und «j, 1*2, «(4 bestimmen als Leftgeraden zwei Regeischaaren, welche 
selbst die beiden Treffgeraden und deren Leitschaaren %, u^ gemein- 
sam haben. 

Wenn also sivei Itegelschaarcn su-ei Gerade gemeinsam haben, so 
gut dies auch für die mit ihnen verbundenen Regelschaaren. 

Eine Begelschaar kann in drei Weisen ausarten, eiitweder in die 
KantcnreUie eines Kegels 3. Grades — wir wollen sie dann coniselie 
Begelschaar nennen — oder in den Bäscliel da Tangeiifcn eines Kigel- 

*) Monge, Journal de TEcole poljtechnique Heft 1. 

**) Klassisch, ist Steiner's Behandlung dieser beiden Gerade nscUaaren in 

seiner Systematischen Entwickijlung Nr. 51 , die zu den schönsten Partien dieses 

ausgezeichneten Buchs gehört. Man sehe auch Eeye's Geometrie der Lage Th, 1 

10. Vorfrag (in allen 3 Auflagen) und Schröter's Oberflächen 2, Ordnung § 14, 

***) VergU auch Staudt, Geometrie der Lage (Nfirnbarg 1847) Nr. S29. 
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Schnitts oder in zwei Stralelenbäschel mit gemeinsamem Stralile, der dann 
zugleich Verbindungslinie der Scheitel nnd Schnittlinie der Ebenen ist. 
In den beiden ersten Fallen vereinigt sich die Regelschaar mit der su- 
gehörigen Leitsciiaar. 

Im ersten Falle ist die Trägerfläche als Piinktfläehe der Kegel 
2, Grades, als Ebenenfläche der doppelte EbenenbUndel um dessen 
Scheitel. Die Ebenenbüschel um zwei beliebige Kanten, als Geraden 
der Leitachaar, sind in allgemeiner Projeetivität; speciell ist nur, dass 
die Axen sich schneiden. Die Punktreihen aber auf ihnen befinden 
sieh in ausgearteter Projeetivitätj derartig dass dem Scheitel des 
Kegels als Punkt der einen Geraden alle Punkte auf der andern ent- 
sprechen.*) 

Im zweiten Falle wird die Ebeoenfläche 2. Klasse von den Ebenen 
durch die Tangenten des Kegelschnitts gebildet, die Pnnktfläche ist 
die doppelte Ebene desselben. Die Punktreihen auf zwei Tangenten 
des Kegelschnitts, als Leitgeraden, sind in allgemeiner Projeetivität; 
die Specialität bestellt wiederum nur darin, dass diese Geraden sich 
schneiden. Hingegen sind die Ebenenbüschel um sie in ausgearteter 
Projeetivität, so dafs beide die Ebene des Kegelschnitts zur siugulären 
Ebene haben. 

Zur dritten Ausartung, dem Zerfallen, in zwei SiraJilenbUscJiel 
(Si, Sj), {S^, 0^) mit gemeinsamem Stralile, gelangt man bei der Er- 
zeugung der Regelschaar aus 3 Leitgeraden «j, «g, «3, wenn zwei von 
ihnen sich schneiden; ist S^ der Schnitt von «,, «g und ff^ ^'^^ Ver- 
bindungsebene, so ist 6, die Ebene S^u^ und S^ der Punkt e'^Mg. 

Ohne gemeinsamen Strahl giebt es nicht 00^ alle Geraden der aus- 
gearteten Schaar zugleich treflfende Geraden, keine Leitschaar. Wenn 
aber Sj^S^'E^ffißs, dann besteht die Leitschaar ebenfalls aus ;swei Strahlen- 
büscheln, nämlich {S,, ff^), (yS^, ffj). Nehmen wir aus dieser Leitschaar 
zwei Strahlen und zwar aus verschiedenen Büscheln, so werden sowohl 
die Ebenenbüschel um sie, als auch die Punktreihen auf ihnen durch 
die Regelschaar in ausgeartete Projeetivität gebracht mit ff^, 6^, bezw. 
Si, iSj als singuläreu Elementen. Kimmt man aber die beiden Strahlen 
aus dem nämlichen Büschel der Leitschaar, z. B. aus (Sj, e^), so werden 
die Ebenenbüschel und die Punktreihen perspectiv, und zwar so, dafs 
jene den Strahlenbüschel (iS^, ö,), diese den (S^, ö^) erzeugen. 

Die Trägerfläche beider ausgearteter Kegel sei laaren besteht als 
Punktfläche aus den beiden Ebenen oder Feldern ß,, ß.,, als Ebenen- 



*) Hill sithtl ich der ausgeiirtcteii Ci-ojectivitii.t 
Bcluüter'a Vorlesungen § 19a). 
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fläche aus den Bündeln 5",, S^. Die Doppellinie des einen Paares ist 
mit der des andern idenÜseli. 

Eine ebenfalls vierfach unendlielie Mannigfaltigkeit bilden die sänimt- 1 1 
liehen Kugeln des Baumes ("oder allgemeiner, alle Flächen 2. Grades 
durch einen festen Kegelschnitt), jeder Punkt ist Mittelpunkt von oo^ 
Kugeln, Wir haben daher Analogien zwischen der Liniengeometrie 
und der Geometrie, in welclttt die Ktigd das Giimächnmtt der Betrach- 
tung ist, zu erwarten. 

Aber andererseits wiid sich auch nm wescutlicher Unterschied 
zwischen beiden ergeben, mfolge dtssen die letztere, obwohl sie das 
weniger einfache Element hat, die einfacheie ist und als Vorbereitung 
fßr die Linien geometrie dienen kann '*') 

Systeme 2. und 3. Stufe von Kugeln nennt mm, wegen dieser 
Analogie, auch Kugelcongruensen und ÄMgelcontpIeii' 

Der Bedingung für eine Gerade, eine gegebene Gerade mi treffen, 
ist die Bedingung für die Kvgel analog, eine gegebene Kugel reditwinklig 
SU schneiden; sie ist einfach, denn es giebt oo" Kugeln, die sie erfüllen, 
aus jedem Punkte als Mittelpunkt eine 

Der Inbegriif dieser Kugeln üt dei einfaLhste Ku;>elcomples, der 
gewöhnlich KiigeJgeiüsche genannt wird 

Es giebt femer od^ Kugeln, welche zwei gegebene Kugeln ortho- 
gonal schneiden; sie haben alle 2 Punkte gemeinsam und ihre Mittel- 
punkte erfüllen die Potenzebene der beiden gegebenen Kugeln; diese 
einfachste Kugelcongruenz nennt man einen Kugelbündel oder ein 
Ktigelnets. 

Drei gegebene Kugeln werden von <x>^ Kugeln rechtwinklig ge- 
schnitten, welche alle durch einen festen Kreis gehen und ihre Mittel- 
punkte auf der Potenzaxe der 3 gegebenen Kugeln haben; dies einfach 
unendliche System heisst ein Kugelbüschel. 

Zu vier gegebenen Kugeln endlich gi^t es nur eine einzige Kugel, 
tvelche alle vier rechtwinklig schneidet; sie hat ihren Mittelpunkt im 
Potenzpunkte der gegebenen Kugeln. 

Daher stimmt diese „Geometrie von 4 Dimensionen", wie man 
wohl häufig, aber nicht ganz richtig sagt, in ihrem Fundamentalsatze 
mit der Geometrie des Punktes und der der Ebene fiberein, und weicht 
ab von der der geraden Linie, Die vierfach unendliche Mannigfaltigkeit 
der Geraden ist quadratisch, die der Kugeln linear. 

Im KugelgefaÜKche, Kugeluetze, Kugelbüschei giebt es, infolge 

*) Reye'fi Schrift: Synthetische Geometrie der Kugeln and linearen Kugeln 
Systeme (Leipzig 18T9) soll unter anderm auch diesem Zweclie dienen. 
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dieses Satzes, nur eine Kugel, welche 3, 2, bezw. eine gegebene Kugel 
rechtwinklig schneidet. Lassen wir hier die zwei- und dreifache Grund- 
bedingung aus 2, 3 einfachen bestehen*) und nennen die Zahl der 
Kugeln eines algebraischen Systems a'" Stufe, welche (4 — a)-mal die 
einfache Grundbedingung erfüllen, seinen Grad, so siwif die iesprochenen 
Kugdsysteme linear oder 1. Grades. Und eine Kugeleongruenz hat nur 
eine Gradzahl, nicht 2, wie die Strahlencongruenz. 

In dem vierfach unendlichen Systeme der Kugeln zeichnen sieh 
die beiden dreifach unendlichen Systeme der Punkte (Punktkugeln) 
und der Ebenen aus (vom Kadius 0, bozw. oo). In jedem Kugelbüschel 
giebt es 2 Punkte, die beiden „Grenzkugeln", und eine Ebene, die 
Potenzebene; also ist der Complex der Funktkugeln gtiadratisch, der der 
Ebenen, linear. 

Der einfachen Grundbedingung ordnen sich als SpeeialßUe unter, 
dass die Kugel einen gegebenen Punkt rechtwinklig schneide, d. h. 
durch ihn gehe, und dass sie eine gegebene Ebene orthogonal schneide, 
d. h. ihren Mittelpunkt in ihr habe. 



Mehrdeutige tlorrespondenzeii. Gemeinsame Stralileii 
von Strahleiiürteru. 

I. 
\2 Es werden im Folgenden wiederholt mehrdeutige Correspondenzen, 

insbesondere zwischen Gebilden 1. Stufe benutzt werden, so dass es sich 
empfiehlt, eine zusammenhängende Darstellung derselben zu geben. 
Wenn wir auch vorzugsweise gerade Punkfcreihen betrachten werden, 
so ist doch bekannt, dass an deren Stelle alle Gebilde — gegebenen 
Falls auch zwei ungleichartige — treten können, welche auf gerade 
Punktreihen projectiv bezogen werden können, und wo es geeignet 
erscheint, werden wir auch andere einführen. 

Wir sagen v(m sum PvnHreihen u, m, , dass sie in einer Correspon- 
denz oder Verwandtschaft \n, mJ stehen, wenn jedem FunJite X der ersten 
n, Punkte Xj der ^weilen und jedem Funhle X^ dieser n PtmJäc X jetter 
entspredien. 

Sind X und a;, Grössen (Parameter), durch welche die Lage eines 
Punktes auf m oder Mj eindeutig bestimmt wird, so besteht zwischen 

*) IMe 3 Grundbedingungen können iilso fiuch iJabin aasgenprochen werden, 
ilaa^ die Kugel einem gegebenen Gebüsche, Net?,e oder Büschel angi^hören soll. 
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den X und X-^ entsprechender Punkte X und X, eine Gleichung, welche 
iß Bezug auf x vom Grade w und in Bezug auf a^j vom Grade «j ist. 
Demoach ist sie von der Gestalt: 

+ 

+ K.,^i"' + (^..„.-ix,"^-' + h .<o.o) = 0, 

und hat offenbar (» + l){«i + 1) Glieder und daher nn^ 4" " + "i 
wesenüiche Constanten. 

Folglich sind e. B. gmscken swd gegehenen Trägem oc^ Verwandt- 
schaften [2, 1] und <xß Verwandtschaftat [2, 2] möglich. 

Liegen die beiden Punktreihen auf derselben Geraden, so entsteht die 
Frage nach der Ansaht der Funkte, in denen sich zwei entsprecfiende 
'Bereinigen, der sogmannten (hincidenzen. 

Zu dem Ende ist ea natürlich aothwendig, für x und a;^ überein- 
stimmende parametrische Bestimmung anzunehmen, so dass zu gleichen 
Werthen von x und x^ identische Punkte X und X, gehören. Setzt 
man dann in der Verwandtschaftsgleichung x^ = x, so ergiebt sich, 
da die Coefficienten der Potenzen von x oder x^ ganze rationale 
Functionen in Xj^, bezw. x vom Grade %, bezw. n sind, eine Gleichung 
(n 4" Wj)'™ Grades, deren Wurzeln die Parameter der Coiucidenz- 
punkte sind. 

Und wir haben damit das Princip, das, weil es von Chasles*) 
zuerst in seiner grossen Bedeutung erkannt und ausgebeutet worden 
ist, daa Chasles'sche Carrespondeiiz-Frincip genannt wird: 

Zicei PunMreihen auf derselben Geraden oder allgemeiner zwei auf 
Funktreihen projediv besiehbare Gebilde auf dem nämlichen Träger, 
welche sich in einer Corre^ondenz [n, «J befinden, Jiaben n + n, Coin- 
cidensen, d. h. Funkte, hezw. Elemente, die sich seihst entsprechen (ver- 
einigte Elemente). 

Wir kehren zum allgemeinen Falle zurück. 13 

Jede der beiden Reihen enthält eine Anzahl von FmJzten, von deren 
entsprechenden Funkten sich zwei vereinigt haben: ein solcher Pankt 
wird Verzweigungspunht der betreffenden Reihe genannt, und der 
Punkt, in dem die Vereinigung statt hat, der entsprechende Doppel- 
punkt in der andern Eeihe.**) 

*) Ausgesprochen in den Coniptea rendns Bd. 58 (1364) S. 1175 und in 
vielen folgenden Artikeln der Comptee rendus verweithet. 

**) Diese Namen: Verzweigungspunkt und Doppelpunkt in dieser Bedeutung 
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B Strahlen. 



Wiil maa die Verzweigungspunkte auf ii haben, so kann man 
eine Correspomieuz zwischen zwei auf % gelegenen Punktreihen her- 
stellen, in der sich zwei Punkte entsprechen, welche dem nämlichen 
Punkte von u correspondiren. Irgend einem Punkte X^ von ti^ ent- 
sprechen n Punkte X auf u, und jedem dieser, ausser Xi, noch w^ — 1 
andere Punkte X^' auf u^. Also correspondiren dem Xj n (n^ — ■ 1) 
Punkte Xj'; wie man von X^ zu jedem dieser gelangt, so auch um- 
geJrehrt von jedem der X/ zu X^, so dass also jedem X/ auch 
n («j — 1) Punkte X^ entsprechen. Demnach ist die Verwandtschaft, 
in der sich die X^ und X^' entsprechen, eine [n (% — 1), n (iij — 1)] 
und hat 2« («, — 1) Coineidenzen nach dem Correspondenz-Princip. 
Jede von denselben ist ein Doppelpunkt auf % und entspricht einem 
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geheo durch difi Cuspidalpunkte von m,; «j hingegen hat 2n («j — 1) 
Verzweigungsebenen. 

Solche Erzeugende der Regelfläche, welche mit einer unendlich 
nahen sich schneiden, nennt man — nach Cayley — Torsallmieit 
der Fläche, weil längs einer solchen Geraden, wie in Nr. 38 noch 
genauer erörtert wird, die Fläche von einer und derselben Ebene, 
welche die beiden unendlich nahen Erzeugenden verbindet, berührt wird. 

Der Schnittpunkt einer Torsallmie mit dei einen tieradeu ist ein 
Verzweigungspuntt der Punkte-Coiiespondenz, dei mit der andern 
ein Doppelpunkt; die Verbindung'^ebene mit der letzteren eine Ver- 
zweigungsebene, die mit der ersteren eine Doppelebene der Ebenen- 
Correspondenz. 

Wenn die Träger der beiden in Oorrespondenz [«, «J stehenäenl6 
Fmiklreiken in die nämliche Ebene fallen, dann geht die Regelfläche 
(w + H^)**" Grades in eine Curve (n + «i)"" Klasse über, welche von 
den Verbindungslinien entsprechender Punkte eingehüllt wird. Die 
durch einen beliebigen Punkt gehenden Verbindungslinien sind die 
Coincidenzen der beiden Strahlenbüscbel, die aus ihm die Punktreihen 
projiciren und ebenfalls in einer Correspondenz [n, «J sich befinden. 
Die leiden Geraden ii und u^ sind n-, besw. n,- fache Tangenten der 
Cnrve; denn z. B. w verbindet den Punkt mMj als Punkt von n^ mit 
seineu entsprechenden Punkten auf ti; diese sind, wie die Betrachtung 
des an mw^ unendlich nahen Punktes auf «^ zeigt, die Berührungs- 
punkte der M. 

Die Versweigungspunkte sind ersiditUch die weiteren (einfachen) 
Schnitte jeder dieser beiden vidfadten Tangenten mit der Curve. 

Da zwei windschiefe Punktreihen, unter Festhaltung der Corre- 
spondenz, in eine Ebene gebracht werden können, so erhalten wir 
hieraus eine neue Methode, die Zahlen der Verzweigungspunkte ab- 
zuleiten. Die Möglichkeit weiterer vielfacher Tangeuten ist ersicht- 
lich im allgemeinen nicht vorhanden; also ist die Ordnung der Curve 

{n + )!,) (m + »1 ~\.) — n{n -1) — n, («, - 1) -= 2nn, 
und u hat, ausser den n Berührungspunkten, noch 

2w«, — 2« = 2n {n, — 1) 
weitere Schnitte. 

Verschiebt man die eine Punktreihe in sich selbst, bis im Schnitt- 
punkte sich entsprechende Punkte vereinigen, dann löst sich der Büschel 
um denselben ab und es bleibt nur noch eine Curve (w -|- w^ — 1)'°'' 
Klasse, für welche u und w, (h — 1)-, bezw. ()'i — 1) fache Tan- 
genten sind. 
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Für die Correspondenz [2, 2] führt Jies zu einem bemerkena- 
werÜien Satze. 

Dieselbe hat auf jeder der beiden Geradon 4 Verzweigungspunltte ; 
diese sind also bei der Curve 3. Klasse die 4 weiteren Schnitte der 
beiden einfachen Tangenten u und m^ . Durch Dualisiriing des bekannten 
Satzes von Salmon,*) nach welchem alle Tangenten würfe,**) die von 
den Punkten der ebenen Curve 3. Ordnung (ohne Doppelpunkt) an 
dieselbe kommen, unveränderliches Doppelverhältniss haben, er- 
giebt sich : 

Sie Würfe der Versweiguttgselemmte zweier Gebilde, die sich in 
Correspondenz [2, 2] befinden, habeti gleiches Doppelv^-Mliniss***) 
16 Die beiden Punlctreihen in Correspoitdem [n, Wj] seien auf einen 

tend denselben Kegelschnitt K Obertragen; dann tmihüllen die Verbindungs- 
linien entsprechend^- Funkte eine Curve (« -\- »i)'*' Klasse; denn durch 
einen Punkt von K können keine anderen Linien gehen als diejenigen, 
welche ihn als Punkt der einen oder anderen Reihe mit seinen ent- 
sprechenden verbinden. Diese Curve S heisst die Directionscurvef) 
der vom Kegelschnitie K getragenen Correspondens \n, «^]. 

Sie geht durch die sämmtlichen Versweigungspanlcte und berührt K 
in den n -\- n^ Coincidens- oder vereinigten Funkien. 

Ersteres bedarf keines Beweises; was aber die Berührung anlangt, 
so sei X ^ Yj ein Puukt auf K, der einem der Coineidenzpunkte 
unendlich nahe ist; von seinen ihm in beiderlei Sinne entsprechenden 
Punkten ist je einer X,, bezw, 3rihni unendlich nahe; es sind dies die- 
jenigen, welche durch Continuität in den Coincidenzpunkt übergehen; 
also sind Ji.X^ und YY,^ sowohl 2 unendlich nahe Tangenten von K, 
als von fi" und Xf^ Y^ ihr Schnitt; folglich ist dieser Punkt oder 
auf der Grenze der Coincidenzpunkt Berührungspunkt beider Curven 
K und ^. 

Ändere Punkte können K und ^ nicht geraeinsam haben; also 
ist S von der Ordnung 2»iHj und hat ^ n {n ~ 1) -f- ^ «j (% — 1) 
Doppeltangenten. Diese Linien werden dadurch Doppeltangenten 
von ß, dass jedem der beiden Schnitte mit K als Punkt der ersten 



*) Vergl. z. B. Schröter, Theorie Uei «benen fuiven 3. Ordnung (Leipzig 
J888) S. 68. 

**) Ein Wurf ist, nach Staudt, jeder Inbegrilf von 4 in bestimmter Weise 

angeordneten Elementen, aus denen eia Doppelverhältniss gebildet werden kann. 

*♦*■) Cremona, Sülle euperficie gobbe di quarto iijc&Ao (Memotie dell' Isti- 

tuto di Bologna Ser. II ßd. 8). — Vergl aucli Em Weyr, BeitrSge 7m: Ciirven- 

lehre Cap. IV, 

■]■) Auch dieser Name rührt von Emil Wini her 
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Reihe der andere in der zweiten correspoiidirt, also diese beiden 
Punkte sich involutorisch entsprechen. 

Zwei auf demselben Träger beßndlicke Gebilde, welclie in einer Corre- 
spondenn [n, %] stehen, haben ^ n (« — 1) + i «i (% — 1) ^aa-re sich 
involutorisch entsprechende Elemente.*) 

Wir wollen dies noch auf eine zweite Weise darthuii. Es seien 
0', 0" zwei beliebige Punkte von 2f; wir projiciren die erste Reihe 
aus (y, die zweite aus 0"; die Strahlenbüschel, welche projiciren, er- 
zeugen, weil sie gleichfalls in einer Oorrespondenz [w, wj sieh befinden, 
durch die Schnittpunkte entsprechender Strahlen eine Ourve {n + «i)"" 
Ordnung, welche 0' zum n-, 0" zum %-fachen Punkte hat und durch 
die n + «^ vereinigten Punkte der Reihen auf K geht^ Vertauschen 
wir 0' und 0", so ergiebt sich eine Curve {n + )»i)'" Ordnung, für 
welche 0' Hj-, 0" w-fach ist und die ebenfalls durch die vereinigten 
Punkte geht. Folglich haben diese beiden Curven 
n (n — 1) + w, K — 1) 

weitere gemeinsame Punkte. Ist X einer derselben, so sind die 
Schnitte Y, Z von O'X und 0"X mit S. entsprechend in der ersten 
und zweiten Punktreihe auf K, weil X zur ersten Curve gehört, aber 
auch entsprechend in der zweiten und ersten, weil X auch auf der 
zweiten Curve hegt, also involutorisch entsprechend; folglich liegt 
auch {O'Zy 0" Z) auf beiden Curven, und je zwei von den weiteren 
gemeinsamen Punkten führen zu dem nämlichen involutorischen Paare. 

Die Tangenten aus 0', bezw. 0" an die erste Curve (n + Mj)**" 
Ordnung gehen durch die Verzweigungspuukte der ersten, bezw, 
zweiten Reihe. 

Wenn die Zahl der involutorischen Paare grösser ist als 

^n (n — 1) + i «1 (**! — 1)) 

so haben die beiden Curven (ji -}- Jii)'" Ordnung mehr als (b -|- nj^ 
gemeinsame Punkte. Eine völlige Identität kann nur eintreten, wenn 
n = n^ ist; denn im andern Falle haben sie 0', 0" zu vielfachen 
Punkten von ungleichem Grade der Vielfaehheit ; also ist dann nur mög- 
lich, dass beide zerfallen und der eine Theil beiden Curven gemeinsam 
ist, was natürlich auch bei n = )i, eintreten kann. Aber im allgemeinen 
werden in diesem Falle die vollen Curven identisch sein. 

Warn bei gwei Gebilden auf dem nämliehen Träger, welche sich in 
einer Corresponde^ts \n, n\ befinden, mehr als « (« — 1) involutorische 



*) Vergl. Emil Wojr, Juumal f. Mathom. Bd. 74 S. ] 
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Paare vorhanden sind, dann ist, im allgemeinen *), die ganze Correspoit' 
dem involutorisch, d. h, jede zwei entsprechende Elemente entdecken 
sich invohd&risch oder in beiderlei Sinne. 

So gelangen wir zu den involuiorisdicu Oorrespondenzen, mit denen 
wir es im Folgenden am meisten zu thun haben werden. 
17 Doch ehe wir uns zu denselben wenden, soll noch ein interes- 

santer Specialfall der Correspondenz [2, 2] erörtert werden. 

Man kann bekanntlich 2 (gemeine) Involutionen — als ihre Träger 
wollen wir zwei Strahlenbüschel U, U^ in derselben Ebene annehmen 
— ■ projectiv oMf einander 'beziehen, d, h, so, dass die Paare sich ein- 
deutig entsprechen: jedem Strahle von JJ oder fT, entsprechen dann 
2 Strahlen im andern Büschel. Diese spedeUe Corresjpondem [2, 2] hat 
die besondere EigenscMft, dass, wenn x^jX^ die leiden dem x mt- 
sprechenden Strahlen sind, die stveiten Strahlen, welche ihnen in TJ ent- 
sprechen, die nämlichen sind; was bei einer beliebigen Correspondenz 
[2, 2] nicht der Fall ist: da hat a^, einen andern zweiten entsprechenden 
als 3;/. 

Diese Specialität ist nur eine einfacfte Eedingttnr/; die Zahl der 
Oorrespondenzen [2, 2] zwischen 2 gegebenen Gebilden ist co'^, da die 
Verwandtschaftsgleichnug: 

{a,^a:,^ + a.,^x, + a,J x^ + {a^^x^^ + a^^x^ + a^^x + 
-\- {a .x' + n,,x + a,,) = 
8 wesentliche Constanten hat, und aKo S Pme eiitsj icLhendei Ele 
meute sie emdentig festlegen. 

In jedem der beiden Gebilde iber sind -X)^ Involutionen mojflicli 
und zwischen je zweien derselben 00 Projectivititen, also giebt es ou' 
tjonespondenzen dei jetzt betiacbteten Art 

Suchen wu das Kennzeichen fur d ese Specialitat auf A^ enn der 
eme fetrahlenbuschel, unter Festhiltung dei Lorrespondenii, bo gedreht 
wild, dass iiu i^emcmaimen Stiahle sich entbpn.i,hende StiihLn vet 

*) Bei Icr CorresiundeDi [' i] mu^sea alcu i Ptdri, iniulutoiisLli sein Es 
lasst sich, jedoch zeigen da s die^e -neim die LunesjoEdeiw lirchaeg iniolu 
toriBch sein soll nicht 3 Ptaie einer (gemeinen) InTolaticn sein dürfen Ist das 
nimlich der Fall dann verfällt die Directioii8i.ni\o in einen Doppelbuschel un I 
eintn Kegelachnitt und dif Correspondenz in eine Involution und eme Projectivi 
tit und jeder Punkt lat nur mit dem einen ent^i cet-henden Punkte involutoriach 
entspreehenl Aui-h die Curven 4 Ordnung welche durch die Buschpl 
erzeugt werdoc -verfallen je m zwei Kegelbahn tte von ds,n n dti ein beiden 
gemeinsam ist lege: 1^ \cr ui In iniukt 11 eh ^lo ectiyen J: nktr il en 
6i(.h ergiebt 
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einigen, dann erzeugen, wie wir wissen, die Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen eine Curve 3. Ordnung, welche einfach durch die Seheitel 
geht; und umgekehrt werden zwei Strahlenhusch el, deren Scheitel auf 
einer Curve 3. Ordnung liegen, durch dieselbe in eine solche Corre- 
spondenz gebracht. Nehmen wir nun an, dass einmal zwei Strahlen 
X, x' des einen Büschels dieselben 2 Strahlen x^, x-l im andern zu 
entsprechenden haben. Dann liegen die 4 Punkte xx-^,xxl,x' X-y, x x\ 
auf der erzeugten Curve 3. Ordnung und auch die Scheitel xx' , x^x^ 
der Büschel, also zwei von den Diagonalpunkten dea vollständigen 
Vierecki jener 4 Punkte Mithin gehen die langenten in diesen 
2 Punkten durch den Gegenpunkt dei 4 Punkte aut der Curve und 
die beiden St-heitet omd conjugiitt Punkte m einem der 3 Systeme 
conjugirtei Punkte dei Cuive Die Stidhlenhahchel aber um zwei 
solche Punkte bilden, wenn in ihutn auf der Cuive sich achneidende 
Strahlen als entsprechend angenommen werden, projective Involutionen 
(in halb perspectiver Lage).*^ 

'Wenn aho het ztiei Gthüden uclüic bich in emet Correspondens 
[2, 2] hefindeti, es einmal toiJommt, dass dieselben sma Elemente, die 
einem Elemente det, imen Gebddcb im andern entsptedien, auch einem 
zweiten Elemente des ef^len cotrespondiren, so yeschwht dies durchtveg; 
iinä du Correspondeiis tbf eine F> ojecttvitat suao Involutionen. 

Von noch grosserei fepecialitat (Mannigfaltigkeit 6) ist eme Corre- 
spondeuz (2, 2), welche in zwei Projectivit iten zw isclien den bezogenen 
Gebilden zerfällt. 

Die involutorischen Corre pondensen [m] — denn, weil bei ihnen die 18 
Zahlen n und n^ gleich sein müssen, so genugt iki&fe Bezeichnung — 
beatehon zwischen zwei Gebilden aut demselben Trager, und zwei ent- 
sprechende Elemente ergeben sich jedes aus dem andern auf die näm- 
liche Weise; also fallt der Unte* tdiied de/ ieid^i Qehlde weg: jedes 
Element hat dieselben entsprecfienden Elemente, mag man es au dem einen 
oder andern Gebilde recknm, also nicht ji -f- w wie bei einer nicht in- 
volutorischen Correspondenz [h, k] zweier Gebilde mit gemeinsamem 
Träger, sondern nur n. 

Die Verwandtaehafts-Gleichung, in der für x und x^ dieselbe para- 
metrische Bestimmung angenommen ist, ist daher symmetrisch**) nach 
X und %, so dass, wenn ein bestimmter Parameter werth für x oder x^ 

*) Man Btie hieizu; Schriitor, Theorie der ebenen Curvea 3. Ordnung 
(leipaig ISaa) § 3, 9, 15, 

**) Wegen dieser Symmetrie wird die Cori'eapondenz auch sulLiat ByinmetiiBch 
genannt; Emil Weyi* sagt: Bjmmetriachea Elementenej stein )('=" Grades. 
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eingesetzt wird, die Gleichung, in x^^, des einen Falles genau dieselbe 
ist wie die, in cc, des andern Falles. Je zwei Coeffieienten an und 
aki dieser Gleichung, bei deuen i^Ti ist, sind einander gleich, und 
da die Zahl dieser Coeffieienten in der allgemeinen Gleichung einer 
Correspondenz [m, »] gleich n(n -j- 1) ist, so ist die Zahl der wesent- 
lichen Constanten hei einer involutori sehen Correspondenz um ^«(m-)-]) 
kleiner, also 

n^ + 2« - \n{n + 1) = hn{n + 3). 

Die Mannigfaltigkeit der involntorischen Correspondmgen [n] in einem 
gegebenen Gebilde ist gleich derjenigen der Curven n'^ Ordnung oder Klasse 
in gegebener Eiene.*) 

Z. B. sind in jedem Gebilde oo^ involutoriscke Correspondenmi [2] 
möglich. 

Wenn das Anfangselement, d. i. das, für welches der Parameter 
den Werth hat, sich mit zwei von seinen entsprechenden Elementen 
vereinigt, so fallen in der Gleichung die Glieder «^(a; + a^j) und a^^ 
weg; also gilt das auch für die Gleichung 2w*™ Grades, welche die 
Comcidenzen liefert, und dieselbe hat zwei Wurzeln Da, jenes 
Element ein beliebiges sein kann so hat m in 

Wenn m etner imolutonschtn Coi } eapmiden^ [h] et» Element bich 
mtt siiei von bevnen n entsprechenden leremigi, to tst es eine doppelt pu 
nehmende Comeidenz 
9 Interessante Beispiele von involutori sehen Correspondenzen liefern 

die Systeme 1. Stufe von Kegelschnitten und Flächen 2, Grades. 

In einem (algebraischen) Systeme 1. Stufe von Kegelschnitten beseicJmet 
man als Charakteristiken die Zahlen jt, v, q der Kegelschnitte, deren 
Ehenen durcft einen gegebenen Punkt gehen, derjenigen, welche eine gegebene 
Gerade treffen, und derer, welcfie eine gegebene Ebene berühren. 

Im allgemeinen hat ferner ein einstufiges System nur zwei Aus- 
artungen: Geradenpaare und Funktcpaare (oder besser: Paare von 
Strahl enbüseheln in derselben Ebene); oder vielmehr, wir wollen nur 
solche Systeme betrachten, welche keine andern Ausartungen, als Ge- 
radenpaare mit getrennten Geraden, Punktepaare mit getrennten Punkten 
(in bestimmter Ebene), enthalten. 

Den Inbegriff der oo^ Der ührungs ebenen eines Kegelschnitts stellt 
beim Geradenpaare der Bündel um den Schnittpunkt der beiden Ge- 
raden, doppelt gerechnet, dar; die beiden Berührungs ebenen durch eine 
beliebige Gorade haben sich also vereinigt. 

*) Aber die Gorrespondenn- Gleichung, mit x und x^ als Coordiaateii , iat 
nicht die Gleichung einer Curve n'"" Ordnung. 
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Den Inbegriff der co^ Punkte eines Kegelschnitts stellt beim 
Punktepaare die Verb in dungsgerade der beiden Punkte, doppelt ge- 
roehnet, dar; die beiden Geraden in einem Strahlenbüscliel, welche 
einen Kegelschnitt treffen , yereinigen sich , wenn er ein Punkte- 
paar wird. 

Es seien ä, ij die Zahlen der Geraden-, lezw. Puiiktepaare im System. 

In jedem Strahlen büschel (0, ro) wird durch das System eine in- 
Tolutorische Correspondena [v] bewirkt, in der sich uwei Strahlen ent- 
sprechen, welche denselben Kegelschnitt des Systems schneiden; denn 
jeder Strahl des Büschels trifft v Kegelschnitte des Systems und hat 
also V entsprechende zweite Treffgeraden im Büschel. Die 2v Coin- 
cideuzeu rühren her von den 9 Kegelschnitten, welche die Ebene o 
tangiren, den jj Punktepaaren und den ft Kegelschnitten, deren Ebenen 
durch gehen. Der Strahl g von {0, w), der, im letzten Falle, in 
die Ebene eines solchen Kegelschnitts fällt, ist eine doppelte Coincidenz, 
da er zwei Schnittpunkte mit dem Kegelschnitte hat und als Strahl 
nach dem einen oder andern mit dem nach dem jeweiligen zweiten 
zusammenfällt; unter den v Curven des Systems, welche g treffen, 
zählt der Kegelschnitt doppelt; so dasd g sich mit zwei von den v 
entsprechenden vereinigt hat. 

Ebenso ruft das System in einem Ebeneubüschel eine involuto- 
rische Correspondenz [p] hervor, in der zwei denselben Kegelschnitt 
des Systems berührende Ebenen einander entsprechen. Zu den 2p 
Coincidenzen führen die v Kegelschnitte, welche die Axe des Büschels 
sehneiden, und die d Geradenpaare. Also haben wir für ein System 
1. Stufe von Kegelschnitten von der erwähnten — ■ im alJgeme'men <dn- 
treff enden — J 



1) 2v=.Q-\-2(i-\-r,, ^Q = v\-Ö. 

Handelt es sich um ein ebenes System, so erkennt man, indem 
man den Punkt der ersten Charakteristik beliebig, also ausserhalb 
der Ebene aller Curven annimmt, ^ = 0. Ferner wird man in 
diesem Falle besser nur die Spuren der vorkommenden räum- 
lichen Gebilde in der festen Ebene in Betracht ziehen und deshalb 
r, p als die Zahlen der Kegelschnitte des Systems definiren, welche 
durch einen gegebenen Punkt der Ebene gehen, bezw, eine gegebene 
Gerade derselben berühren. Man hat also: 

2) 2v = ^ + 7i, 2q^v + Ö*-) 

*) Ciiasles, Comptes rendus Bd. S8 S, 1173; Cremona. Einleitung in 
eine geometrisciie Tlieovie der cljeBen Cucven (deutsch Ton Curty-e) S, aSl. 
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20 Bei einem Systeme 1. Stufe von Flüchen S. Grades sind die Gha- 

roMeristiken die Zahlen (i, v, q der Flächen, tcelche durch einen ge- 
ffdienen Funkt gehen, eine gegebene Geirade oder Ebene hcrähren. 

Äusarttmgen sind, im allgemeinen, der Kegelschnitt, der K(yel, das 
Fbenen-Punläe-Paa r. 

Die Ebene des Eegetschnitts, doppelt gerechnet, repräsentirt den 
Punktort 2. Stufe, und jede Gerade hat zwei vereinigte Schnitte mit ihr. 

Der Bündel um den Scheitel, doppelt gerechnet, repräsentirt beim 
Kegel den Ebenenort 2. Stufe und von jeder Ueraden kommen zwei ver- 
einigte „Tangential"ebenen. 

Das Ehenen-Punkte-Paar (ebenfalls von achtfach unendlicher Zahl 
im Räume, wie Kegelschnitt und Eegel, und deshalb in einem Systeme 
1. Stufe von Flächen 2, Grades ebenso möglich, wie diese) besteht, 
als Punktort 2. Stufe, aus zwei Ebenen (Piinktfeldern) e^, 6^ und als 
Ebenenort 2. Stufe, aus zwei Bündeln, deren Scheitel S^, S^ auf der 
Schnittlinie ff^e^ liegen. Jede Ebene schneidet in einem Geraden- 
paare; „Tangenten" desselben sind die Strahlen in der Ebene durch 
den DoppelpnnkL Dur Berührungskegel uns jedem Punkte zerfällt in 
zwei Ebenenbüsehel; Kanten sind die Strahlen aus dem Punkte in 
der Verbindungsebene der beiden Axen, 

Aus beidem folgt, dass die Geraden, welche die Doppellinie 
SiSg^E2 a^a.^ des Ebenen-Punkte-Paares troffen, als die Tangenten der 
ausgearteten Fläche anzusehen sind, und das von ihnen gebildete 
Strahlengebüsche, doppelt gerechnet, den Tangenten- Comp lex darstellt, 
so dass in jedem Strahlenbüsehel die beiden Tangenten sieh vereinigt 
haben. 

Die Strahlenbüschel {S„ <?,), {S.„ e^) bilden (Nr. 10) die eine und 
die Büschel (ß,, a^), (S.^, ö^) die andere Regelachaar. Durch jeden 
Punkt von ffj, 6^, d. h. durch jeden Punkt der Fläche, geht aus jeder 
Schaar eine Gerade, in jeder Ebene durch S^ oder Äji ^- ^- i" jeder 
Berührungsebene, befindet sich aus jeder Schaar eine Gerade. 

Wir setzen voraus, dass ein System vorliegt, in dem keiner von 
den Kegelschnitten oder Kegeln noch weiter ausgeartet ist und bei 
keinem der Ebenen-Punkte-Paare die Ebenen oder die Punkte sich 
vereinigt haben. Die Ämahlen der Kegelsdiniüe, Kegel, Fhenmt-PunJäe- 
Faare im Systeme seien ip, %, ■^. 

Das Fläehensystem erzeugt nun in jeder Punktreihe, in jedem 
Ebenenbüschel und in jedem Strahlenbüsehel eine involu torisehe Cor- 
respondenz \jx\, [p], \v\, in der sich bezw. zwei derselben Fläche des 
Systems angehörige Punkte, zwei dieselbe Fläche berührende Ebenen 
oder Strahlen entsprechen. 
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Die 2fi Coincidenzen der ersten rühren her von den v Flüchen 
des Systems, welche den Träger der Puuktreihe taugiren, und den (p 
Kegelschnitten, die 2(» der zweiten von den v Flächen, welche die 
Äxc des Ehenenbüsehels berühren , und den j; Kegeln, die 2 v endlich 
der dritten Correspondenz von den fi Flächen, welche durch den 
Seheitel des Strahlenbüscliela gehen, den q, welche seine Ebene 
tangiren, und den ij Ebenen-Puntte-Paaren. Also bestehen für ein 
System 1. Stufe von Flächen 2. Grades von der vorausgesetstm im all- 
gemeinen eintreffenden J^enscliaß folgende drei liesiehungen swisclien den 
3 Charakteristiken und den 3 Amartungssahlen: 

3) 2^ = 1' + 9, 2p = v + x. 2* =3 ^ + p + V--*) 

Die Correspondenz auf %, welche wir in Nr. 13 erhielten, zwischen 21 
den Punkten X^, X/, die dem nämlichen Punkte X von w entsprechen, 
ist eine involutorische Correspondenz [«(«j — 1)]. 

Bei jeder Correspondenz [«, «,] sms(^en 3 Gebilden entsteht in jedem 
von denselben eine involutorische Correspondengj in der sieh zwei Elemente 
entsprechen, wdche dem nämlichen Elemente des rnidern Gebildes cor- 
respondiren. In dem Gebilde m, von dem jedes Element in der gegebenen 
Correspondenz n^^ entsprechende im andern Gebilde Mj hat, ist diese in- 
volutorische Correspondenz eine [n^^n — 1)], vin andern GebiUe u^ aber 
eine [n (% — 1)]. 

Wenn eine der beiden Zahlen, z. B. n, gleich 1 ist, dann ist diese 
Correspondenz auf m nicht vorhanden, auf u, ist sie eine involutorische 
Correspondenz [% — 1], jedoch von besonderer Art. 

Dem Elemente X von m entsprechen nämlich Wj Elemente von u^•. 

und alle diese entsprechen nur dem Elemente X von u. Also ent- 
sprechen in der involutorischen Correspondenz auf u^ dem X^ die 
X/, X/', ...X;^'''"^, aber auch je zwei dieser entsprechen einander. 

Im allgemeinen ist es nicht der Fall, dass zwei Elemente, die in 
dner involutorisdten Correspondem dem nämlichm Elemente entspredien, 
auch einander in derselben correspondiren. Ist dies aber durdtweg der 
Fall, so entstehen bei ei«er involutorischen Corre^ondenz [«j^ — 1] Gruppen 
von je n, Elementen, derartig, dass jedes die n^ — 1 ührigen zu seiner 
mitsprechenden hat: man nennt dies eine Involution nj'™ Grades. 

Bei der involutorischen Correspondenz [IJ ist keine Bedingung 

*) Zeuthen, Nout. Annales d. Mathßm. Ser. II Bd. 6 S- 385- — Für die 
ganze Betrachtung von Nt. 19, 20 vergl. man Schubert'» Kalkül dar abzählenden 
Geometrie g 16, 20, 22. 
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dafür erforderlich; sie ist von selbst eiae gemeine oder quadratische 
Involution. 

Für die iavolutorische Correapondenz [2] werden wir bald die 
Bedingung aufsachen, damit sie eine cubiscbe Involution sei. 

Bei einer Cotrespondens [1, m^] swischen swet (rebtMen u timl m, 
bilden die Gruppen äet je n^ Elemente von «,, dte je euiem tind dem 
selben Elemente von u entup/echen, eine Iniolution w^*™ Gtadcb, hei [1, 2] 
also eine gemeine Involution. 

Eine CorresjMndens [1, «,] ist dahei steta Piojictimtat sun^ehin 
einem einßrmigtn Gebilde und einet Involution Wi*"" Giadef 

Eine Correspondenz [3, 2] zwisthen 2 Gebilden ruft in jedem der- 
selben eine involutorische Conespondenz r2J hervor, in der «ich die 
zwei Elemente entsprechen, wekhe demselben Elemente des andern 
correspoudireu, 

22 Bei einer iuvolutorischen Correspondenz [jj] haben, weil der Unter- 
schied der Iteihen fortgefallen ist, die einen Verzweigungs- und die 
einen Doppelelemente mit den andern sieh auch vereinigt. 

Eine involutorische Correspondens [«] hat daher 2n(n — 1) Ver- 
mveigunffselemente und ebenso viele Doppelelemente: jene sind solche 
Elemente, von deren n entsprechenden 2 zusammengefallen sind, diese 
diejenigen, in denen dies Zusammenfallen statt hat. 

Zwei so zusammengefallene sind aber im allgemeinen nicht ent- 
sprechend, und daher sind die Doppelelemente wohl su unterscheiden von 
den Goincidens- oder vereinigten Elementen, in denen sich zwei ent- 
sprechende Elemente vereinigt haben und deren Zahl nach Nr. 12 
gleich 2n ist. 

Wenn aber die involutorische Correspondenz [m] eine Involution 
(n + 1)**" Grades ist, dann haben sich in einem Doppeleiemente zwei 
entsprechende vereinigt, und zugehöriges Verzweigungselement ist jedes 
von den n — 1 übrigen Elementen der Gruppe von w -[" 1 Elementen, 
zu der jene beiden vereinigten Elemente gehören. 

Mne Involution (n + IJ*™ Grades hat 2n{n — 1) Verzweigungs- 
elemente, aber nur 2n Doppelelemente, itnd diese sind zugleich Coincidcng- 
elemente. 

23 JEs sei nun wiederum ein Kegelschnitt K der Träger einer involu- 
torischen Correspondens \n\. Weil jetzt von jedem Punkte des K nur 
n Verbindungslinien ausgehen, so ist die DirecHonscurve oder Ein- 
hälhingscurve der Verbindungslinien entsprecliender Fwrjite nur k**" Klasse; 
wegen des involutori sehen Entsprechens stellt jede Tangente dieser 
Curve S zwei Tangenten der Curve der allgemeinen Correspondenz 
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[n, nj dar und so die Curve doppelt gerechnet die frühere Curve 
2«*" Klasse. 

Und umgekehrt jede in der Ebene von K gelegene Curve h'" Klasse 
S nift auf K eine involutorische Correspondem [ji] hervor, in der sich je die 
ieiden Schnitte, mit K, einer Tangente von SS entsprechen; da beide auf 
gleiche Weise entstehen, ao muss die Correspondenz iüTolutorisch sein 
und jedem Punkte von K entsprechen ja auch nur die n zweiten 
Schnitte, mit K, der Tangenten aus ihm an ^. 

Damit ergieht sich der Grund, warum die beiden Mannigfaltig- 
keiten in Nr. 18 gleichen Grad hahen. 

Die zu zwei verschiedenen in volutori sehen Correspondenzeu [m] 
und [m'] auf K gehörigen Directionscurven haben nn' Tangenten 
gemein. Also: 

Zwei involutorische Correspondmzen [m] und \n'] auf dem nämlkheii 
Träger hahen nn' Paare entsprechender Funkte gemeinsam.*) 

Es sei »'^1; dann hat man: 

In einer invohitorischen Correspondenz [ii\ gieht es slels n Paare 
entsprechender Punkte, die zugleich su einer auf demselben Träger lefind- 
lidien (gemeinen) Involution gehören oder welche in Bezug auf zwei 
Elemente des Trägers von [n] harmonisch sind. 

In eine ebene unieursaie Curve W('" Ordnung (vom Geachlechte 0) 
schneidet ein Strahlenbüschel stets eine Involution m^' Ordnung, Auf 
ihr befinde sich eine involutorische Corresponden/. [w], so hat diese 
n{m — 1) Paare entsprechender Punkte, welche zugleich in dieser In- 
volution entsprechend sind. Demnach: 

Wenn auf einer ehenen Curve m*" Ordnung vom Geschleckte eine 
involutorische Correspondem [«] liegt, so umhüllen die Yerbindungslinimt 
entsprecJtender Punkte eine Curve von der Klasse n(m — 1). 

Ist jene eine gemeine Involution, so ist diese Klasse m — 1. 

Die Directionseurve S einer auf K gelegenen invohitorischen Cor- 
rcspondens [w] hat mitK2n gemeinsame Tangenten; die Punlcte, in denen 
diese den K berühren, sind ersichtlich die Coincidenspunhte der [w]. 



*j Man ubeizeugt sicli ebenso diss bei emer CorreBpondenz [n, «, j und einer 
WTolutorihclieii Correej ondenz [m] iie auf demselben Traget liegen, es nj(«-[-n,) 
1 aare entsprechende! Pnnlite in dpr ersteren ^'lebt die auch in der zweiten ent- 
«i-rechen al&o insbesondere dass es m dei ersteren »;(>*+«,) Paare entsprechen- 
der Punkte giebt die zu einer Involution (tu + 1)*™ Grades desselben Trägers 
geboren Ah,o erzeugen die \ erbindviigshmen ents^ieeheruler Pvmkle einer [«,«1], 
die 10» ema umcuisakri Cui ve m'*' Ordnunq qitraji.n u,trd , eine Fläche 
(m — 1)(m+»i )*'" G alet denn min ookbe Ciu\e stl neidet ein Ebene nbüacliel 
eine Involution m"'' drides em 
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Da jede beliebige Curve n^ Klasse Directionaeurve sßiu kann, so 
istS eine allgemeine Curve «.'*' Klasse, also von der Ordnung n(n — 1). 

Die gemeinsamen FunJcte von K und ^ sind die 2n(n — 1) Ver- 
sweigungspunkte und die Tangenten in ihnen an ^ schneiden in K die 
Doppelpunliite ein. 

24 Wir wenden uns jetzt insbesondere zu den involutorischen Cor- 
respondenzen [2] und wollen zunächst die Frage erledigen, wann die- 
selbe eine cubische Involution ist. Dafür ist es geeigneter, als Träger 
eine cubische ßaumcurve E anzunehmen. 

Nun sei auf R eine beliebige involutorische Correspondenz [2] 
gegeben, dieselbe hat mit der durch einen EbenenbÜsehel eingeschnittenen 
cubischen InTolution 4 Paare entsprechender Punkte gemein; von den 
Verbindungslinien entsprechender Punkte der gegebenen Correspondenz 
treffen 4 eine Gerade und dieselben erzeugen eine Fläche 4. Grades, 
auf der R ersichtlich doppelt ist. 

Nehmen wir nun an, dass einmal die beiden Punkte, die einem 
Punkte in der Correspondenz entsprechen, auch einander entsprechen, 
dann haben wir in einer Ebene 3 Erzeugende dieser Regelfläche; folg- 
lich ist der Restschnitt dieser Ebene mit der Fläche eine Gerade l; 
jede Gerade aber, welche l trifft und B zweimal schneidet, hat mit 
der Fläche 5 Punkte gemein und gehört ihr ganz an; die Fläche ist 
also nichte anderes als das Erzeugniss der Doppel seeanten von if, die 
sich auf l stdt/en Betrachten wir die von irgend einem Punkte X 
der Ji ausgehenden Erzeugenden, so ist auch die 3. Doppelsecaute in 
ihrei Iibene, die ji durch l geht, eine Erzeugende unserer Fläche und 
die durch sie verbundenen Punkte, welche in [2] dem X entsprechen, 
correspondiren auch einander 

Wenn oLo lei einer involutorischen Correspondens [2] einmal die 
leiden einem Elenunte adaptedienden Elemente auch einander entsprechen, 
so geschieht es durchueg, die Cotte'ipondens ist eine cuiisclie Involution*) 

25 Wenn zwei Kegelschnitte K und ^ so liegen, dass ein dem erstereu 
eingeschriebenes Dreieck dem zweiten umgeschrieben ist, dann rufen 
die Tangenten von R auf K eine involutorische Correspondenz [2J 
hervor, bei der die Voraussetzung des vorangehenden Satzes eintrifft. 

Im allgetneine^i ist es lei zwei Kegelschnitten K und S nidit mög- 
lich, dem einen K ein Dreieck einzuschräben, das dem andern umgeschrieben 
ist; sind aler zwei Kegelschnitte in saldier Lage, dass ein derartiges 
Dreieck möglich ist, dann giebt es deren oo^- jetfer Funkt von K ist 
Ecke, jede Tangente von 9t Seite eines solchen Dreiecks. 

*) Em. Weyr, Wi.>nrr Sil/uiigsberiehtc Bd. 87 S. 595. 
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Wenn St gegeben ist, so enthält jedei Swuhel ton Kegelschnitten 3, 
welche diese Lage zu S haben. Irgend eine Tangente t von ß wird 
von diesem Büschel in einer Involution J gnsehnitten ; wir sacLen den 
Ort des Schnittpunkts der beiden zweiten Tangenten, die von den beiden 
Punkten eines Paars der Involution an fi kommen Die Tangenten- 
paare an ^ aus den Punkten einer beliebigen Geraden bewirken auf 
( ebenfalls eine Involution; das einzige Paar, welches diese mit der 
ersteren gemein hat, beweist, dass jener Ort eine Gerade m ist. Die 
Panktreihe auf ihr befindet sich in eindeutiger Beziehung zu J, also 
auch zum Kegelscknittbüsehel und zur Involution, die derselbe auf m 
einsehneidet; demnach haben wir auf dieser Geraden eine Correspon- 
denz [1, 2]; von den 3 Coiucidenzpunkten ist einer der Schnitt tm, 
welcher in J dem Berührungspunkte von t mit Si gepaart ist; die 
beiden andern sind dritte Ecken von zwei dem ^ umgeschriebenen 
Dreiecken, welche je auf denselben Kegelschnitt des Büschels fallen, 
wie die beiden ersten. 

Bei einer involutorischen Correspondenz [2], welche eine cubische 
Involution ist, erhält mau drei elementige Cyklen: man geht von einem 
beliebigen Elemente X^ des Gebildes ans, nimmt das eine entsprechende 
Element X^, dann das zweite diesem entsprechende Xj, so fällt das 
zweite wiederum diesem entsprechende X^ mit X^ zusammen, und 
wenn also ein derartiger Cyklus vorhanden ist, so führt, wie wir eben 
fanden, jedes Element zu einem solchen Cyklus. Geht man von X^ 
zum zweiten ihm entsprechenden Elemente, so durchläuft man den 
Cyklus, dem X, angehört, im entgegengesetzten Sinne. 

VeraUgemeinent wir, d. h. geJien wir hei einer ifwohrtorischen Cbr-26 
respondenn \2] bis zu X„+i und säien zu, icas dntrUt, wenn einmal 
Xa+i mit Xi susammenfällt, wenn also ein n — elementiger Cyläus vw- 
handen ist. 

Im allgemeinen fallen X^ und X, -]-i nicht zusammen und indem 
sie sich über den Träger bewegen, erzeugen sie auch eine involuto- 
rische Correspondenz [2], die, zur Unterscheidung von der gegebenen, 
[2],.^i genannt werde. In der That, von Xj, wie von X„^i kann 
man ja in zweierlei Weise ausgehen, indem man zu dem einen oder 
andern entsprechenden Elemente fortschreitet; der weitere Fortgang ist 
dann eindeutig; man erhält also zu jedem X^ zwei X„^i und zu jedem 
X„^i zwei X^, und in gleicher Weise diese aus X„_|_i, wie jene 
aus X,. 

Diese Correspondenz [2]„ + i hat 4 Coincidenzen; aber wir werden 
uns überzeugen, dass dieselben nicht zu solchen Cyklen führen, wie 
wir sie wünschen. 
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Dazu müssen aber die beiden Fälle, dass n gerade und ungerade 
ist, unterschieden werden. 

Wenn n gerade ist, so sei Ä^ eins der 4 Verzweigungs-Elemente 
von [2], also ein Element, dessen beide entsprechenden sieh vereinigt 
haben. In der Reihe X^, Xa, . . . X„ + i entsprechen jedem der inneren 
Elemente X^, . . ., X^ seine beiden Nachbarn. 

Es sei nun A^ das Element, in dem die beiden entsprechenden 
Elemente von J^ sich vereinigt haben, A^ das zweite A^ entsprechende, 
ausser Jj, ferner Ä^ das zweite A^ entsprechende, ausser A2, und so 
fort bis j4„ , Nimmt man dieses als Ausgangselement X,, so wird 

die Keihe XjX^ . ■ . X^_|_i 

A^ A. . . . A^A.A^ . . . A„ ; 
Y + 1 V a + ^ 

wir kommen also zum Ausgangspunkt zurück, aber derartig, dass mitten 
umgekehrt wird und die nämlichen Elemente rückwärts durchlaufen 
werden. Die Nachbarn des Ausgangselementes sind nicht seine beiden 
entsprechenden X^ und X„, wie wir es bei der Coincidenz Xa^-i^X, 
wünschen, die zu einem Cyklus führt, sondern dasselbe eine A,, • 

Ist aber n ungerade, so sei B^ eins der 4 Coincidenzelemente, also 
ein solches, das sich mit einem der beiden ihm entsprechenden ver- 
einigt hat, das zweite ihm entsprechende sei Bg, und das zweite diesem 
entsprechende, ausser -B,, sei Bg und so fort bis JJ„+i. Nimmt 

man dieses als Ausgangselement Xj, so wird die Reihe X,Xg...X„ + i 
B,+ iB,^i . . . B2B,B,B, . . . J?„ + i; 

es ergiebt sieh daher eine Rückkehr zum Ausgangselement, die nur 
wenig von der des ersten Falles abweicht. 

Jedenfalls sind die 4 Elemente A„ des ersten und die B^j des 

zweiten Falles die 4 Coincidenzelemente von [2j™+i. Weitere hat 
sie im allgemeinen nicht. 

Also giebt es im allgemeinen keine Cyklm. 

■7 Nehmen wir wieder an, dass die Correspondens [2] von einem Kegel- 

schnitte K getrageii sei; S sei ihr Direetions- Kegelschnitt. Auch die 
PunMe Xj und X„ lilden eine Correspmdenz [9], welche [2], heisse, und 
Si\ sei ihr Direetions- KegelsdmiU. Fällt X^ in einen der Punkte -4«^ , 

bezw. Bn + i, so fällt X^ sowohl vrie X„ in A^, bezw. ^ ^-1 ; und 



y Google 



Mehrdeutige Correspondenzen. Gemeinsame Strahlen. 33 

demnach sind die 4 Geraden A„ Ä„, bezw. B„j^ijBn—i die gemein- 
samen Tangenten von 9l und S,. 

Wenn die beiden X^ eines Punktca X^ zusammenfallen, so fallen, 
da der weitere Fortgang eindeutig ist, auch die beiden ihm zugehörigen 
X„ zusammen. Also, welchen Werth auch n habe, alle die Correspoo- 
deuzen [2J™ haben dieselben Verzweigungspunkte wie [2], oder alle 
die den verschiedenen, Werthm von n entsprechenden Kegelscliniüe Jä„ ge- 
hören zum Büschel K^. 

Es sei nun in [2] ein ordentlicher Cjklus vorhanden: 

x/, x/, Xs', . . . x„', x;+i E^ x/, 

der nicht aus einer Reihe von Elementen besteht, die in einer der 
obigen Weisen hin und zurück durchlaufen wird. Die beiden Direetions- 
kegelschnitte SS und S^ haben dann noch eine fünfte Tangente 

x;+iX„' = x/x„' 

gemein und sind deshalb identisch. Construirt man nun aus irgend 
einem Punkte X, von K die Reihe X^X^ . . . X„ , so muss die zweite 
Tangente aus X„ (ausser X„_iX„) an diesen Kegelschnitt S ^ S„ 
den K zum zweiten Male in X„_|_i treffen, weil sie Tangente von S 
ist, in Xj aber, weil sie Tangente von S„ ist; also ist X„ + i^Xi. 
Folglich ist der von jedem Punkte von K ausgehende Zug geschlossen. 

Wenn also die beiden Kegelschnitte K und S eine soleJie gegenseitige 
Lage hiAen, äass es ein ordentlidtes n-Eck giebt, das deni einen K ein-, 
dem andern St ttmgeschrieben ist, dann giebt es oo^ derartige n-Eche: 
jeder Punkt von K ist Ecke, jede Tangente von ® Seite eines derselben. 

Zu einem ordentlichen Vielecke ist erforderlich, dass zwei benach- 
barte Seiten die beiden Tangenten sind, die von der gemeinsamen Ecke 
an ^ gehen; das war bei den obigen ausgearteten Figuren nicht durch- 
weg der Fall, wird es aber bei andern ausgearteten sein, mit denen 
wir uns sofort zu beschäftigen haben werden. 

Im Vorangehenden sind die berühm)e)i Silt/e über die Poneelet'- 
schen Polygone'"') bewiesen. 



*) Fonoelet, Traitö des proprittta projectives des fignres, 2. Auflage (Paria 
186&) Bd, 1 S. 311, 347; Applications d'Änaljse et de Geometrie (Paris 18G2) 
Bd. 1 S. 3*8, 480. — lieber diese Polygone hat Lotia eine geschichtliche Mono- 
graphie veiöffenthcht: I poligoiii di Poncelet (Turin 1889) mit einem Nachtrage 
in der Bibliotheca mafhematica von EneetvÖm, Nene Folge Bd. 3 S. 67. — 
Hinsichtlich der Methode vergl, man W. K, CUfford, MiithcmatJcal Paper» 
(London 1882) S. 17, und Hurwitz, Math. Annaloii Bd. lä S. 8. 

Stur»., Lfniongomimtri... [. 3 
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Geaieiaaaai e Strailei! 



W&tn also hei einer involuiorisdten Corresponäene [2J ein gescklos 
Cyklus aus n Elementen, bei dem jedes Element seine heiden NaclAarn 
0u dmt beiden entsprechenden hat, vorhanden ist, so gieU es deren oo^; 
mit jedem Elemente Jcann man einen beginnen. 

Diese Ergebnisse sollen uus später zu analogen Sätzen über ge- 
schlossene Figuren bei den Strahiencongruenzen 2. Ordouiig und 2. Klasse 
ohne singulare Linien und bei den Complexen 2. Grades führen. 
8 Wenn von jedem Punkte von K im Falle der erwähnten Lage 

der beiden Kegelschnitte ein Vieleck ausgeht, so gilt dies auch für 
die Verzweigungspunkte oder Schnittpunkte von K und 2. Es sei X, 
einer derselben, so fallen seine beiden entsprechenden Punkte, also 
X2 und X„ zusammen, mithin auch Xg und X„—i, u. s. f. 

Ist nun n gerade, so fallen auch X„ und X^ zusammen, welche 

die Nachbarn und entsprechenden Punkte von X„ sind; also ist 
dieser auch ein Verzweigungspunkt oder Schnitt K^. Das Polygon 
hat demnach folgende Gestilt ein Zug von Tangenteit des S geht von 
einem Schnätv do itiden Kegelsüi/tnite K und St Jiis su einem andern 
und wird hin und zuiuck durchlauten 

Man eihalt eme zu die&er duale ausgeartete Form, wenn X, in 
dm Bet uh ungspatilt, mit K, einet det gemeiubamen Tangenten von K 
und St fallt, es ergiebt sich dann ein Zug von " — 1 Tangmiißn von St, 
de» \on diesem Funkte nach einem zweiten Pimlle derselben Art geht; 
diesei Zug, hm und zuiuck duichlauf n, aber mit Einschaltung der 
beiden gemeinsamen langenten als Seiten von der Länge 0, bildet 
das Polygon 

"Wenn aber « ungerade ist, so fallen, b Id T w d D n 

der Sclimtte iSv gelegt wird, X ^1 und X ^ mm n al w 

benachbarte und einindei entsprechende PiuLt f 1^1 1 n n d 

4 Comcideiizpunkte olei Beruhiungspunkte mt Ä 1 m m 

langeuten Das Vieleck iht mithin folgend na n au g artet n 
Zug ton — ^ laiigenten des St geht von d ST ttp Tte 1 

Jjeiden Kcgchchntle m dem Ber^ih ungspiinlte t R ein 1 gefi n 
Samen Tanqenten dies sind die — ersten ^ t n d P Ijf, d n 
folgt eme von der L.mge auf dieoei ^ m n T t 1 

darauf wird der erste Zug zurück durch! t D t j, t 

sich dual. 
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Umgehört ist das Vorhandensein eines der beiden vorhin beschriebenen 
Züge, hei geradem n, oder eines, wie er eben heschrieben ist, Im ungeradem 
n, ein Kennim^en, dass die Kegelschnitte K und St Poncelet'sche n-Ecke 
mlassen oder , allgemeiner , dass die Corres^ondens [ 2 ] oo^ CyUen 
X,, X^, ... X„+i = X, liat.*) 

Es genügt, den FaH eines Zuges zu betrachten, der Ton einem 
Schnittpunkte beider Curven nach einem zweiten, bezw. nach einem 
Berührungspunkt einer gemeinsamen Tangente geht. An jeder Ecke 
hat das ausgeartete Polygon die beiden Tangenten von ®, die von 
ihr ausgehen, zu Seiten; an der Schnittpunkts -Ecke X^ sind nicht 
blos, wie früher, die Seiten, sondern auch die Tangenten zusammen- 
gefallen. Von. diesen beiden Seiten berührt die eine als erste Seite 
XjXj den Direetions- Kegel schnitt Ä, die andere als letzte Seite X„X^ 
den Jf,; folglich tangirt diese Linie X,X„^ XiX^, die durch den 
gemeinsamen Punkt X^ von K und il geht, der auch gemeinsamer 
Pimkt von S und S„ ist, beide in ihm; sie haben daher 4 Punkte 
und die Tangente in einem von ihnen gemein und sind identisch; 
woraus dann das Weitere wie oben (Nr. 27) gefolgert wird. 

Für die involutorische CoiTespondenz [2] lautet das Kennzeichen dafür, 
dass sie cyMisch vom n*™ Grade ist: 

Ist n gerade, so miiss man, mit Xj von einem Versweigungselemente 
'•*) mit X« ebenfalls m einrnn Vefstoeigungselemente , oder, 



von einem Cotnenlenzelementc ausjthciid,^*^) mit X„ ebenfalls m einem 

Coincidenzelemeiite gelangen 

Jbt abet n ungerade ■<o w?isi man, mit X, von einem Verzweigungs' 

) D e e iennze hen wurde zuerst von Cayley angegeben: PbilOB. Trans- 

t n iJd 151 rh 1 (l-ibl) S. 225. — Da die 4 Schnittpunkte zweier AVmc iu 

z e w ntl 1 era h ed uc Gruppen, die unendlich fernen nnil die endlichen, 

ioll n (und b n o 1 e dem einen Kreise angehörigen Berührungspunkte der 
g me n au Tan ten) ergehen sich, wenn n gerade ist, zwei wesentlich 

e fl h d ne Pill — i e n cht immer ans einandei: gehalten worden sind — , je 

na hleni naml 1 le Zug on - Tangenten zwei gleichartige oder zwei ungleich- 
a tig S hn ttjunkte e b ndet (oder derjenige von 5 — 1 Tangenten awei gleich- 

t ge ole awe ngle hartige Berührungspnnkte). Steiner ?,. B, (Gesaiumelte 
We ke B 1 1 9 59) 1 e ücksichtigt nur den zweiten Fall. 

) wa 1 d e be 1 n entsprechenden Eleruente sieh vereinigt haben, niii 
aut ne W e gl h t 

) 1 \ ia weite vom Coimklenzelemente verschiedene ihm ent- 

1 e b nde El ment s 
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3l) Mehrdeutige Correapontlenzeii. Gen 

Elemente, ausgelicnij, mit X, + i in ein C'oincidemelemeiit gelangen, oder 

mngehhrt. 

29 Während aber in der Theorie derPoncelet'schen Vielecke die Fälle 
« ■= 1, 2 ohne Interesse sind, werden wir auch mit ihnen in uusern 
1 in iengeo metrischen Anwendungen zu thun haben. 

Bei M ^ 2 hat eine „cjklische" involu torische Oorrespoudenz [2j 
Ojklen von der Form 

d h die beiden dem Ä entsprechenden Elemente Zj und Xg ver- 
einigen sich und zwar durchweg Es =!ind also jedem Elemente zwei 
vereinigte zugeordnet, mithin an sieh nur eins und wir laben es mit 
einer gemeinen Involution zu thun Di£ Gorrespondms ist durch diese 
Iniohdion doppelt gptechnet dmgestelU die beiden einem Elemente in 
dpr Corresponden? entspieuh enden sind in demjenigen zusammengefallen, 
das ihm m dieser Involution gepaart i'ät 

Der Directionu Kegelschnitt St ist em doppelter Strahlenbüschel. 

Wenn smscken mcei verschiedenen Gebilden eine InvoluUom-Pro- 
jectivität besteht (Nr. 17), so ist die involutoriscke Correspondens in jedem 
der Gebilde, in der ßwei Elemente desselben einander entsprechen, welche 
demselben Elemente des andern Gebildes correspondiren (Nr. 31), eine 
„Doppel- Involution", wie wir sie eben beschrieben haben. 

Bei w ^ 1 müssen die Cyklen, wenn solche vorhanden sind, die 
Form haben: 

jedes Element fällt mit seine» leiden entsprechenden Elementen smanimen. 
Obwohl dabei alles Charakteristische einer involutorischeu Oorrespou- 
denz [2] verloren zu sein scheint, so werden wir doch bei den Con- 
gruenzeji und Complexen 2. Grades die.sem Specialfalle der [2] be- 
gegnen. 

30 Wir erhielten eben eine involutorische Correspondenz [2J, die, 
wenn sie von einem Kegelschnitt K getragen wird, eine Directions- 
curve S hat, welche in einen doppelten Strahlenbüschel ausgeartet 
ist. Etwas allgemeiner ist der Fall, wenn S in zwei verschiedene 
Strahlenbüschel zerfällt; [2] besteht dann aus zwei verschiedenen ge- 
meinen Involutionen; jedem Elemente entsprechen die beiden Elemente, 
die ihm in denselben gepaart sind. — 

Im allgemeinen berührt S den K nicht. Nehmen irir an, rr ihve ca 
und zwar in zwei Tunkten T', T"; dann sind in diese ieideti Funhte 
alle Vergw^vngs-, Doppel'- und CoinciäenzpunMe der [2] geriickf. 
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Projicirt man eutsprechende Punkte voo [2] aus den Punkten 
0', 0" von K, so ergiebt sich, wie in Nr. 16, durch die Schnitte ent- 
sprechender Strahlen eine Curve 4. Ordnung, welche 0', 0" zu Doppel- 
punkten hat. 2", T" liegen auf ihr, weil sie Coincidenzpnnkte von 
[2] sind. Da sie aber auch Verzweignngspunkte sind, so haben eich 
die beiden 0' T' entsprechenden Strahlen in 0"T' und ebenso die 
beideii 0" T' entsprechenden in 0' T' vereinigt; jeder dieser Strahlen 
trifft die Curve 4. Ordnung in zwei in 2" vereinigten Punkten; d. h. 
T' und T" sind Doppelpunkte der Curve 4. Ordnung, und dieselbe 
zerfällt in zwei Kegelschnitte, welche sich in 0', 0", T', T" begegnen. 

Jeder Strahl aus 0' (oder 0") trifft seinen einen entsprechenden 
aus 0" (oder 0') auf dem einen und den zweiten auf dem andern 
von diesen beiden Kegelschnitten. Das sagt aus, dass [2'j in zwei 
Projectivitäten zerfallen ist 

Wenn dieselben verschieden und dann nicht beide involutorisch 
sind, so würden jedem Punkte 4 (oder mindestens 3) andere entsprechen, 
diejenigen, die ihm bei der einen und der andern in jedem der beiden 
Sinne entsprechen. Also wäre [2] nicht involutorisch. Wären aber 
beide involutorisch, so würde zwar auch [2] involutorisch sein; aber 
Ä zerfiele in zwei Strahlenbüschel, was wir jetzt nicht vorausgesetzt 
haben. 

Also kann es sich nur um eine nnd dieselbe I^ojecHvität handeln: 
jedem Punkte correspondiren diejenigen beiden Punhte, die ihm in dieser 
projectiven Beziehung in heiderlei Sinne Jwmolog sind, oder die beiden 
von einem Punkte von K aa ^ kommenden Tangenten schneiden die 
ihm in beiderlei Sinne entsprechenden Punkte in Ä"ein.*) 

Auch das Steiner'sche Schliessungs-Froblem bei einer ebenen Citrve^i 
3. Ordnung**) lässt sich leicht auf die Betrachtung einer involutorischen 
Correspondenz [2] zurückführen, und es möge deshalb, obwohl wir 
im Folgenden desselben nicht bedürfen, gestattet sein, die Behandlung 
dieses Problems kurz anzudeuten.***) 

Auf einer ebenen Curve 3. Ordnung C^ sind zwei feste Punkte 
F, Q gegeben; A^ sei ein beliebiger Punkt derselben, B^ der dritte 
Schnitt von PA^ mit C^, A^ derjenige von QB^, B.^ der von PA.^, 
u. s. f., bis man zu A^-^-i gelangt. 

*) Steiuer-Schröter's Vorleaungen über ayntlietisülio Geometrie S.347 der 
zweiten Auflage (Leipzig 1876). 

**) Steiner, Gesammelte Werke Bd. 2 S. 369; Schröter, Theorie der 
ebenen Cnrveu 3. Ordnung g 31, wo auch die weitere Literatur angegeben ist. 
***) Vergl. Hurwitu a. a. U. 
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Steiner's Satz sagt dann: 

Wenn für irgend eine Lage von Ä, auf C^ der Funld ^,_|_i mit 
Ai nicht susammenßlU oder zusammenfällt, so geschieht dasselbe für jede 
Lage von Aj. 

Man erkennt leicht, dass die beiden von PB^ und P^„+i be- 
schriebenen Strahlenbüschel in einer in volutori sehen Correspondeoz [2] 
sich befinden. Die 4 Coineidenzstrahlen ergeben sieb in folgender 
Weise. Es sei, im Falle n gerade ist, A„, ^B„ der Berührungs- 
punkt einer der 4 von P kommenden Tangenten, oder, wenn n un- 
gerade ist, £„4-1 ':^ A„+a der Berührungspunkt einer der 4 von 

Q kommenden Tangenten. Die zugehörigen Punkte S^ und An+i 
fallen zusammen und damit ergeben sich Coincidenzen unserer Cor- 
respondenz, aber, eben nicht, wie wir wünschen,- durch Zusammenfallen 
von A^ mit A+i- Auf andere Weise kann jedoch C^ mit ^1«+! nicht 
zusammenfallen. Wenn also doch — bei geeigneter Lage von P und 
Q — einmal jln+i sieh mit A-^ deckt, so hat die Correspoudenz mehr 
als 4 Coincidenzen und dies Decken findet jedesmal statt. 

Als Kennzeichen ergiebt sich, dass, wenn A^ in den Berührungs- 
punkt einer von P kommenden Tangente gelegt wird, im Falle eines 
geraden n dann der Punkt A „ in den Berührungspunkt einer zweiten 

von P kommenden Tangente, wenn aber » ungerade ist, B„-^i in den 

Berührungspunkt einer von Q kommenden Tangente fallen musB. 

IL 

12 Im Anschluss an das für einstufige und auf eine gerade Punkt- 

reihe projectiv beziehbare Gebilde geltende Chasles'sche Correspon- 
denz-Princip (Nr. 12} sollen die Correspondejm-J'r'tncipien für das Punht- 
feld und den Punhtraum oder allgemeiner für solche mvei- oder dreistufige 
Gebilde abgeleitet werden, welche eolUnear auf ein FunktfeJd oder den 
Ptmktraum belogen werden lönnen.*) Wir wollen uns jedoch hier auf 
den allgemeinen Fall besehrilnken, dass bei den vorausgesetzten Cor- 

*) Die Möglichkeit einei' eindeutigen, aber nicht collinearen Beziehung be- 
rechtigt nocli nicht aur Uebertragung; weil bei den höheren eindeutigen Trans- 
formationen stets Elemente — sogenannte Häuptel erneute — vorhanden eind, denen 
unendlich viele Elemente entsprechen, und dadurch Coincidenzen in dtm einen 
Gebilde sich ergehen können, welchen keine im andern correspondiren. Man ver- 
gleiche die in Nr. 20B vorgenommene Uebertragung des Correspondeiiz-Priiirips im 
J'uLiktraum auf den linearen Comples. 
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Mehrdeutige Corresponder 

respondenzen nur eine endliche Zahl von Coineidenz-Elementen, also 
nur sogenannte volle Coinc d n n 

In einer Ehmo seien al o z e 
besagen, tlass jtdcm Tunkte vo S 
Fitnlte von S entsprechen d a f s 
2,\ m Paare entsprecliendei F Jte 
oder U^ eine Curve w^' dnung n d m and m F ile pood t 

und jede Gerade der Ebene Paa e ent £ r 1 end r Punkte nth !t 
Ist die Correspondenz derart g dass es n endl } Z II C 

cidemen entsprechender Pmj Jcfe gM so st de e Zal l 

+ +rn 
Wir suchen zunächst den Ort der Punkte X von S auf, die mit einem 
ihrer entsprechenden Punkte X^ in 2^ auf einer Geraden durch einen 
gegebenen Punkt der Ebene hegen. Bewegt X. sich auf einer Ge- 
raden l und beschreiben die entsprechenden Xj infolge dessen eine 
Curve l^ m'^' Ordnung, so entsteht im Strahlenbüschel um eine 
Correspondenz [m, «J; jedem Strahl x^OX entsprechen die », 
Strahlen ie^ von nach den Hi dem Punkte X von l entsprechenden 
Punkten Xj auf ^i™; jeder Strahl x^ hat m Schnitte X^ mit l,'", von 
denen jeder zwar an und für sich n entsprechende Punkte in i' hat, 
aber nur einen auf l liegenden; al'so correspondiren jedem x^ nur 
j» Strahlen x. Die Hj ~\- m (Joincidenzstrahlen beweisen, dass es auf 
l so viele Punkte X giebt, die mit einem ihrer entsprechenden Xj auf 
einer Geraden durch liegen. Bei den oo^ Paaren entsprechender 
Punkte, deren Verbindungslinien durch gehen, — - auf jedem Strahle 
durch liegen m Paare — bilden also die Punkte X eine Curve 
(m, + m)*^, die Punkte X, eine Curve {n + m)*^ Ordnung, für welche 
«,-, bezw. n fach ist 

Lässt man nun in einem Strahlenbüschel der Ebene zwei solche 
Strahlen einaudoi entsprechen, die nach entsprechenden Punkten dieser 
beiden Curven gehen, so entsteht in ihm eine Correspondenz 

[n + m, «, + m]; 
unter den w + % -|- 2m Coincidenzen, die sie nach Chasles' Cor- 
respondenz -Princip hat, befindet eich )w-fach der Strahl nach wegen 
der m Paare entsprechender Punkte, die er enthält. Die übrigen 
Coineidenz strahlen lehren, dass es n -\- i^ -\- m Punkte X giebt, die 

*j Hinsiclitlicli der allgemeinen Correspondeiiz- Princip ien, bei denen auch 
Coincidenzen niedrigerer Gattung (die dann Coinci de di- Curven, bezw. -Flächen 
erzeugen) berücksicttigt werden, sehe man Schubert Math. Annalen Bd. 10 
S. 50—83 und Kalkül der abzählenden Geomttrie (Leipzig 1879) 3. Abschnitt, 
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4:0 Mblii leut j,f! C iiesiunle zen l eine nsauie btrihlpn 

11 it einem ihrei entspiechendeii Punkte X^ zusammenfallen, weil eben 
bude auf emem Stiahle durch und einem davon veracliiedenen 
Strahle det. Buhchels hegen 

33 JJn beten gueitens S 2, zwei taitmliclie Sybteme Jcdait lunM X 

vm E niogen «, Pimlte X^ in 2^, jpdPtn A, lon Si abe> n PunJ^te X 
ton 2J ccne-pondum femer imge es m Paate entsp ediendei Punkte 
(/eben lon df^en dei X auf emei gegebenen Goadm und der X^ auf 
einer gegebenen Ebene hegt so dass einer Geraden m 2 eine Curve 
,jjiw Ordnung und einer Ebene m 2?, eine Fl iche »» ^' Ordnung je im 
andern Systeme entspiicht endlich geh es m^ Paare lon denen der X 
auf einet gegebenen Lbcne du X, auf einet digtltnai Geladen liegt. 
Lasst diese Corre'^pofidem nur eine endlieJie Zahl toti Cuincideiixen su 
so ist diese Zahl 

>i -[- «1 + »i + '"i ■ 

X durchlaufe eine Ebene II; die Strahlen aus dem festen Punkte 
je nach dem Punkte X und nach seinen entsprechenden Punkten X-^ 
erzeugen im Strahlenbündel eine zweistufige Correapondenz von 
folgender Art. Jedem Strahle a^^^OX entsprechen Wj Strahlen x^^eeOX^; 
jeder Strahl x^ hat m^ Schnittpunkte mit der Fläche m^'"'' Ordnung 
der Punkte X^, die den Puntten X von /T correapondiren, und jedem 
derselben entspricht nur ein Punkt in J7; also entsprechen m^ Strahlen x 
jedem x^. Bewegt sich x in einem Strahlenbüachel von 0, also X 
auf einer Geraden in 77, so beschreibt x, den Kegel m*^'' Ordnung, 
der aus die Curve projicirt, welche in 2^^ dieser Geraden entspricht. 

Nach dem auf den Strahlen bündel übertragenen vorangehenden 
Satze hat diese Correspondenz Ji, + m, -\- m Coincidenzstrahleu, oder 
in n giebt es so viele Punkte X, die mit einem ihrer entsprechenden 
X, auf einer Geraden durch liegen. Wir haben demnach oo' Paare 
entsprechender Punkte, deren Verbindungslinien durch gehen: die 
zu 2 gehörigen Punkte derselben bilden eine Curve von der Ordnung 
^i + *"i + "^i ^iö 2u S, gehörigen eine von der Ordnung w + «( + m^. 
In einem Ebenenbüschel rufen also diese Punktepaare eine Correspondenz 

[» + 1» + ».„ », + 1«. + .«] 

hervor. 

Eine Ebene durch bat mit den beiden Curven, ausser dem 
n^', bezw. »(-fachen Punkte 0, noch je m -{- m^ Punkte gemein; dies 
sagt aus, dass es in ihr so viele Paare entsprechender Punkte giebt, 
deren Verbindungslinien durch gehen. Folglich ist die nach 
gehende Ebene des Ebenenbiischels eine {m -\- )»j)-fache Coincidenz 
der Correspondenz; die Ji + «^ -\-}n-\-m^ übrigen Coincideuzen gehören 
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zu Paaren eiitsjirecheiider Funkte, die sowohl in einer Ebene des 
BüselieiH, als auch auf einer nicht in dieselbe fallenden Geraden durch 
liegen, folglieh sich im Schnitte beider vereinigen müssen.*) 

Wir schliesaen weiter hieran den Nachweis der Sätze Hier dieSi 
Anzahl de} fibahJen, welche swei Strdhlenortern mit der Shifensumme i 
gemeinsam sMul, also entweder zwei Congruenzen, oder einem Com- 
plexe und emer Regelfläche, sowie den Beweis des Correspondeiw- 
Fttncips iin Shahlenranmc an. 

In emer Congrtiens iw*™ Ordnung und «"" Klasse oder in einer Con- 
gnwm (m, «), bei welcher abkürzenden Bezeichnung immer die Ordnung 
zuerst genannt werden soll, bilden stets die Strahlen, welche einer Ge- 
raden l begegnen, eine Iteffelfläche vom Grade m -\- n. 

Denn die Gerade l ist ersichtlich eine m-fache Leitlinie auf dieser 
Fläche und jede Ebene durch sie enthält n Erzeugende; demnach ist 
ihr Schnitt mit der Fläche von der Ordnung m -J- n. Ferner sind, 
wegen dieser n Erzeugenden, alle Ebenen durch l «-fache Berührungs- 
ebenen. 

Es seien nun zwei Congruenzen (m, n) und (ni', «') gegeben. 
Wir haben dann (X)^ Paare von sich schneidenden Geraden g, g', von 
denen g zur ersten, g' zur zweiten Congruenz gehört und deren Schnitt- 
punkt B sich auf einer festen Ebene E befindet; jeder Punkt von E 
ist Schnittpunkt von mm' solchen Paaren. Aus ihnen werden oo' Paare 
ausgeschieden, bei denen auch die Verbind uugs ebene ä durch einen 
festen Punkt E geht. Zu diesen oo^ Paaren musa jedes Paar gg' ge- 
hören, das aus den in einem gemeinsamen Stralile der beiden Con- 
gruenzen vereinigten Strahlen besteht, weil bei ihm D und S un- 
bestimmt sind. 

Die beiden Regelflächen vom Grade m-{-n, bezw. m' + «', welche 
durch die einer Geraden l begegnenden Strahlen von (««, ri) und 
(m', n') gebildet werden, haben, ausser dem Büschel w-facher, bezw. 
w'-facher Berührungsebenen um l, noch einen Torsus (abwickelbare 
Fläche) von Tangentialebenen gemein, dessen Klasse 

{h( + n){m' + )(') — nn = mm' + mn' -j- nm' 

') Diese Beweise hat Zeuthen gegeben: Comptes reiidus Bd. 78 (1874) 
S. 1553. Mit dem Beweise dea erstcrea Satzes vergleiche man den etwas anderen 
und nur für diesen beaondern Fall geeigneten, welchen 1866 Cremona für die 
Zahl m 4- 2 der aich selbst entsprechenden Punkte eindeutig verwandter Felder 
derselben Ebene {u = ti, — 1) gegeben hat : Sülle trasfomiazioni geometriche 
delle figura piane Nota II (Memorie dell' Istituto di Bologna Ser. II Bd. 5 und 
Giornale di Matematiche Bd. 3 S. 269, 363). 
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42 Mebrdeutigü Cürreapondenaoii. GemeinsaDie Stratlen. 

ist. Die beiden Erzeugenden g, g' in jeder dieser B er ührungs ebenen 
gehen durch den Punkt, in welchem dieselbe die l trifft; mm'-\-mn -\'nm' 
von diesen Ebenen gehen durch E. Lässt man nun noch l in E 
fallen, so hat man: 

Die Schnittpunkte D unserer oo* Paare bilden in E eine Curve 
(B) von der Ordnung mm' -\-nin -\-nm, und, dual, die Verbindungs- 
ebenen S umhüllen einen Kegel (S) mit der Spitze JE, dessen Klasse 
nn' ~\- mn' + w»*' ist. 

Die Eegelfläche der Geraden g unserer Paare aus der Congruenz 
(nij n) hat zum Grade die Summe der Ordnung der eben gefundenen 
Curve, welche auf ihr einfache Leitcurve ist, und die Anzahl der Paare, 
deren ^ in E liegt; da in E w Gerade g liegen und jede derselben mit 
den n Geraden g' gepaart ist, die in ihrer Verbindungsebene mit E 
sieh befinden, so ist diese Anzahl nn'. Demnach hat die Regelfläche 
der Strahlen g unserer Paare und ebenso diejenige der Strahlen g' 
den Grad (m + n)(m' -\- n"). 

In einem beliebigen Strahlonbüschel (0, ra) bevrirkt nun dies ein- 
fach unendliche System (oo^- System) von Sti-ahlenpaaren eine Cor- 
respondenz, in der solche Strahlen des Büschels sich entsprechen, welche 
gepaarte Strahlen treffen. Ersichtlich ist dieselbe eine 
[{m + n){m' -f n), {m + «)('«' + ^")\- 
Die Coincideuzen derselben kommen auf dreierlei Weise zu stände. 
Wenn zwei verschiedene sich schneidende Geraden g, g' von dem- 
selben Strahle von (0, la) getroffen werden, so muss er entweder in 
ihre Ebene fallen, so dass diese durch geht, oder durch ihren 
Schnittpunkt gehen, so dass dieser in la fällt. Wegen der Klasse von 
(ö') und der Ordnung von (D) geschieht jenes [nn' -\- mn -{- nm'yvaal, 
dieses (mm' -\- mn -\- nm')-m3\. Nach Abzug der dadurch sich er- 
gebenden Coincidenzen bleiben von den 2{m ■{- n){in' -^ n), welche 
die Correspondenz in (0, w) hat, noch mm' -\- nn' übrig, welche von 
solchen unserer Paare herrühren, deren beide Gerade sich vereinigt 
haben. Also: 

Zwei Congrnmseti (»», n) und (m', n'), d. h. m^"' Ordnung und 
»'="■ Klasse, hcsw. m'^' Ordnimg imd li''" Klasse hahmi, 

mm' -{- nn' 
Strahlen gemeinsam. 

Den vorangehenden einfachen Beweis verdimkt man Schobert.*) 



*) Matliem. Ännalen Bd. lO S. 95, 9ü; Kalkül der abzählenden Geometrie 
S. 62. Der leitendu Gedanke des Beweisus von Ilalplien, der den Sata Kuerst 
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Ist die eine Congruenz ein Strahlen netz; ni'=w'^ 1, ao erhält 
man den obigen dem Beweise voran geschickten Satz über die Begel- 
fläehe der Strahlen einer Congruenz, welche eine Gerade treffen. 

Zwei Oomplexe von den Graden p und p-^ haben eine Congruenz 35 
vom Grade (d. h. von der Ordnung und der Klasse) pp^ gemein (Nr. 7). 

Liegen vier Complexe vor, ao aind ihre gemeinaamen Strahlen 
diejenigen, welche der Schnitt congruenz zweier und derjenigen der 
beiden andern gemeinschaftlich sind. Also: 

Vier Complexe, deren Gradsaltleii beew. p, j),, p^, p^ sind, Jtaben 

Gerade gemein. 

In Nr. 9 wurde dies schon für den Speciatfall von 4 Complexen 
gewonnen, welche durch die Tretfgeraden von je einer Curve gebildet 
werden; insbesondere ist Steiner's Satz über die beiden TrefFgeraden 
von 4 Geraden (I^r. 4) der einfachste Speeialfall. 

Ist einer der 4 Complexe, etwa der vierte, ein Strahlengebüsche 
(pg =1), so hat man: Von den Strahlen, welche den drei ersten Com- 
plexen gemein sind, treffen 2ppiP2 die Axe des Gebüsches. Oder: 

Drei Complexe von den Graden p, p^, p^ haben eine Regelfläche 
gemein, deren Grad 

ist. 

Es sei ein Complex vom Grade p und eine Congruenz (m, n) 
gegeben; ihre gemeinsamen Geraden erzeugen eine Regelfiiiche. Von 
derselben treffen ao viele eine Gerade (, als die Congruenz (m, n) mit 
der Congruenz (p, p) Strahlen gemein hat, in welcher der gegebene 
Comples und das Strahlen gebüsehe, dessen Leitgerade l ist, sich 
schneiden, also pm -\- pn. Demnach: 

Ein Complex vom Grade p und eine Congruens, deren Ordniüig m 
und deren Klasse n ist, haben eine Regclßä^lie vom Grade 

„(.» + ») 

gemeinsam. 

Wir wenden uns nun zum zweiten Falle, Ein Coraple.'i F vom3ß 
y^" Grade und eine Begelfiäche p vom Grade q sind gegeben. Wir 
paaren ebenfalls solche sich schneidende Geraden g von F und g' von 
p, deren Schnittpunkt 7> in E liegt und deren Verbindnngsebene ä 

a 11 Bgesp rochen hat (Comptes rendus Bd. 74 S, 41), weshalb er Sat^ von HalpJien 
genaoiit wird, .ist im Grande derselbe; nur ist dieser Beweis Anrck Hereiu- 
zieheii von det Sache fremden metrischea Betrachtungen complicitt worden. Mim 
vergl. auch Zeiilhon Comptes rendus Bd. 73 S 15ri3, 
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durch i' gellt. Die Curve (D) der Puakte D iat die Sehnitt«urve 
if" Ordnung der Fläche p mit der Ebene E, aber ^-fach gerechnet, 
weil der Strahl enbüachel, dessen Scheitel der Spurpunkt eiuer Geraden 
(f' von p in E ist und dessen Ebene </' mit E verbindet, p Strahlen 
von r enthält und folglich g' mit j) Geraden ff gepaart ist. Ebenso 
iat der Kegel (iJ) der Ebenen S der jj-fach gerechnete Berührungs- 
kegel 2**' Klasse von E an q. Die Kegelfiäche der Geraden i/' der 
Paare ist die q selbst, ebenfalls ^-fach gerechnet. Die Regelfiäche 
aber der Geraden g der Paare ist vom Grade 2pq. Denn der Punkt 
/;,' ist ein ^g-facher Punkt derselben, weil der von ihm ausgehende 
Complexkegel von F die Cui've pE pq-mal trifft und also durch E 
pq Gerade g von F gehen, die sich mit Geraden g' von p auf E 
schneiden. Eine beliebige Gerade aber durch E trifft q Erzeugende 
von p und wird von den pq Geraden g, welche denselben gepaart 
sind, getroffen, und ersichtlich muss sie, weil sie durch E geht, wenn 
sie die Gerade g eines Paares trifft, auch der g' begegnen. 

Die Correspondenz im Strahl enbüschel (0, ra) ist mithin im jetzigen 
Falle so beschaffen, dass einem Strahle l (d. h. welcher eine g zu 
treffen hat) 2pq Strahlen l', einem V aber pq Strahlen l entsprechen. 
Von den Bpq Coincidenzen rubren pq von den Paaren her, deren D 
in a liegt, pq von denen, deren S durch geht, die pq übrigen von 
solchen, deren beide Geraden zusammengefallen sind. Also: 

Ein Coniplex p*^" Grades und eine Begelfläche $*™ Grades haben 
pq Gerade gemein.*) 

Ist die Regelfläche der Durchschnitt dreier Complese (Nr. 35), so 
haben wir wieder den obigen Satz über die gemeinsamen Strahlen 
von 4 Complexen. 
3Y In ganz ähnhcher Weise, wie diese Halphen'sehen Sätze, kann 

das Correspondenz- Fr incip im Strahlenraume bewiesen werden. 

Zwischen gwei Stralüenräumen ® nnd ©^ heskJte eine Corrcspondens 
ihrer Stralilen x und r^: Jedem Strahle z von @ entsprccJten «^ Sh'aMen 
x^ von @i, jedetn x^ aber n Strahlen x. Ferner, watn x einen Strahlen- 
hüschel ieschreStt, so erzeugen die entsprecltenden Strahlen a-^ eine Hegel- 
fläcke vom Grade m^ oder, was dasselbe ist, wenn x, sich in einem 
Strahlengebüsehe bewegt, so besehreiben die entsprechenden Strahlen x 
einen Coniplex vom Grade m^. Durcldauß aber x, einen Strahlen- 
hischel, so erzeugen die entsprechenden Strahlen eine Eegplflädw mm 
Grade m und einem Strahlengebüsche in @ entspricht also ein Com- 

i-l Veigl. H.i]i,liPn Couiiitoa lendu, Bd Td S. 1441 und fecliulieit an 
lieiden angcf. Uiten. 
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plex «j'^" Grades. Endlich gehe es p Paare entsprechender Strahlen x 
und x^, welche durch zwei gegebene Punkte besw. gehen, und p' Paare, 
welche in gegebene Ebenen fallen, oder wenn der Strahl in dem einen 
der beiden Räume einen Bündel, bezw. ein Feld durchläuft, so er- 
zeugen die entsprechenden Strahlen im andern Räume eine Congruenz 
pt«T Ordnung, bezw. eine Congruenz ß''" Klasse. 

Die Klasse der ersteren, die Ordnung der zweiten Congruenz be- 
dürfen wir nicht. 

Wir scheiden aus unsern oo* Paaren entsprechender Strahlen x 
und Xi die oo' Paare aus, bei denen die beiden Strahlen sich schneiden, 
ihren Schnittpunkt D in einer gegebenen Ebene E haben und ihre 
Verbindungsebene S durcli einen gegebenen Puukt E senden. 

Nehmen wir an, dass es ( Paare mit sich schneidenden entsprechen- 
den Strahlen gebe, bei denen der Schnittpunkt sowohl wie die Ver- 
bindungsebene mit derselben gegebenen Geraden l incidiren. Von jedem 
Punkte dieser Geraden gehen p Paare in ihm sieh schneidender ent- 
sprechender Strahlen aus; denn dem Bündel aus ihm, zu dem einen Räume 
gerechnet, entspricht im andern Räume eine Congruenz p*"' Ordnung, zu 
der p Strahlen vom Punkte kommen. Folglich ist die Klasse des 
Torsus der Verbindungsebenen der Paare in den verschiedenen Punkten 
von l sieh schneidender entsprechender Strahlen p -\- t, da durch eiuen 
beliebigen Punkt von l so viele gehen, nämlich p, deren Strahlen in 
ihm selbst sich schneiden, t, deren Strahlen es in einem andern Punkte 
von ( thun. Polglich gehen auch so viele von den genannten Ver- 
bind ungs ebenen durch E. Also, wenn wir nun l in der Ebene E 
liegend annehnieuj haben wir: 

Die in E gelegene Curve [D) der Schnittpunkte D unserer co' 
Paare ist von der Ordnung j) 4- t- 

Ebenso dual; 

Der von E ausgehende Kegel (ß) der Verhindungsebenen $ dieser 
Paare ist von der Klasse j/+ t. 

Untersuchen wir nun den Grad der Eegelfläche der Strahlen x 
der Paare. Er ist gleich der Summe aus der Ordnung von (7)) und 
der Anzahl von Geraden x dieser Paare, welche in die Ebene E fallen. 
Die Curve (D) ist nämlich auf dieser Regelfläche einfach, da in 
unsern Paaren, im allgemeinen, einem Strahle nur ein anderer ge- 
paart ist. Um die zweite Zahl zu ermitteln, haben wir die Klasse 
der Congruenz der Strahlen x aufzusuchen, die mit einem ihrer ent- 
sprechenden Strahlen x^ sich so schneiden, dass die Verb in dungsebene 
durch E geht. Es sei | eine beliebige durch E gehende Ebene. Den 
in sie fallenden Strahlen x entspricht eine Congruenz p'"" Klasse von 
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Strahlen x^■, also haben wir in ^ p' Paare entsprechender Strahlen. 
Unter den Strahlen durch JJ in | giebt es aber auch solche, die sieh 
mit einem ihrer entsprechenden Strahlen schneiden und deshalb auch 
zu uuserer Congruenz gehören. Dem Strahlenbüschel (E, |), gebildet 
von Strahlen x, entspricht eine Eegelfläche vom Grade m^ in ©;; nennen 
wir x^' den Strahl von (E, |), der eine der Erzeugenden dieser Kegel- 
fläche trifft, die einem Strahle a; entspricht, so erhalten wir im 
Strahlenhiisehel {E, ^ ) eine Correapondenz L%, «il i denn jedem 
Strahle x entsprechen die «[ Strahlen x^', die den % entsprechenden 
Strahlen x^ begegnen; jeder Xj" aber trifft m^ Erzeugende x^ der 
ßegelfläche, von denen jede nur einen entsprechenden x im Strahlen- 
bOschel hat. Die n^ + m^ Coincideiizen beweisen, dass so viele Strahlen 
X dieses Büschels einem ihrer entsprechenden Strahlen begegnen. 
Folglich enthält die Congruenz p' -[-%-[-)% Strahlen in ^ und ist 
von dieser Klasse. 

Die Kegelfläche der Strahlen x unserer Paare hat daher den Grad 
p -j- t -^ p' -{- n^ ^- )K, , 
und die der Strahlen iCj den Grad 

In einem beliebigen Strahlenbüschel (0, oj) rufen diese Kegel- 
flachen eine Correspondenz hervor, in der sich zwei Strahlen ent- 
sprechen, welche zwei zusammengehörige x und x^ treffen. Dieselbe 
ist, da zu jeder Erzeugenden der einen Kegelüäehe, im allgemeinen, 
nur eine von der andern gehört, eine 

|j> + i + i>' -|- n -|- m, ji + < + ^)' + »1 + m,\. 

Von den Coincidenzen rühren j> + i von den Begegnungspunkten der 
Curve (-Z)) mit dei Ebene ta, j) -f- ' '^^n den Beruhiungsebeneu des 
Kegels (ö) her, die duich ^ehen, die übrigen weisen auf Coincidenz- 
strahlen der beiden Räume hm, folylu./) ist die Zahl der HtraMeit des 
einen Eanmes, du ach mit einem ihiei cnt''ptchcndeii ^tiahlen im andern 
Baume vereinigt haben 

n -\- m -\- p -\- p' -\- )»! + «, . 
Vorausgesetzt ist dabei wiederum, dass die CorrRspondcnz nur eine 
endliche Zahl von Coincidenzen besitzt.*) 

Im Falle das Entsprechen durch eine Collineation hervorgebracht 

*) Ilinaiehtlich ilcs allgemeiiii ren CorrespondeiiK-Pi'incips sete mim Hcliubcrt, 
Math. Annalen IM, 10 S. fiS nnil Kalkül der abzilhleiiilen (ieoniptiie H. G3 
Formel (33). 
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wird, sind alle sechs Zahlen gleich 1, und die Zahl der Coincidenz- 
Strahlen 6: die 6 Kanten des sich selbst entsprechenden Tetraeders, 
Liegt aber eine Correlation oder Reciproeität zu Grunde, so ist nur 
Ji =^ Wj = jw = wij^ = 1, hingegen ß == p' = 0; denn einem Bündel oder 
Felde des einen Baumes entspricht ein Feld, bezw. Bündel im andern. 
Also giebt es 4 sieh selbst entsprechende Strahlen, die 4 Seiten des 
Vieraeits, in dem sich die beiden Keruflächen der Correlation durch- 
sehneiden.*) 

*) Sthrüter, Jourual für Mathematik Bd. 77 S. 105 Theil B. 
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8 Eine Regelfläehe ist, wie scliün in Nr. 5 bemerkt würde, gleich- 

zeitig eiu Ort 1. Stufe von Strahlen, ein Ort 2. Stufe yon Punkten 
und ein Ort 2. Stufe von Ebenen; Rang, Ordnung und Klasse dieser 
,S Oerter sind alle gleich dem Grade der Regelfläehe. 

Die Punkte und Ebenen der beiden letzten Oerter sind die Punkte 
auf den Erzeugenden, die Ebenen durch dieselben. Ist n der Grad der 
Regelfläcbe, so hat eine Ebene | durch eine Erzeugende i/ noch einen 
Restschnitt (n — 1)'" Ordnung; yon den n ~ 1 Schnittpunkten des- 
selben mit g zeichnet sich einer X aus. Diese Curve (n — 1)'" Ord- 
nung ist nämlich der Ort der Spuren der Erzeugenden in |, und X 
ist derjenige Punkt, welcher in der stetigen Folge dieser Spuren der 
in die Ebene | fallenden Erzeugenden g zukommt. Man erhält X, 
wenn man die Verbindungslinie der Spuren der beiden der g benach- 
barten Erzeugenden g', g" mit g schneidet. Diese Gerade, die Tangente 
der Restschnittcurve im Punkte X, ist die «weite dreipunktig l>e- 
rührende oder Haupttangente der Flache in X, ausser g, und g die 
Bevührungs ebene der Fläche in X. 

Zieht man also, umgekehrt, aus einem Punkte X von g die Gerade, 
welche g' und g" trifft, so bestimmt dieselbe mit g die Tangential- 
ebene i, von X 

Das durch die 3 auf einander folgenden Erzeugenden g, g\ g" 
gehende Hyperboloid — welches die Flache „längs g osculirt" — hat 
daher in jedem Punkte von g dieselbe Berührungs ebene wie die Regel- 
fläche, und die Punktreihe der X, der Ebenenbüschel der | sind, wie 
beim H3-perboloide, projectiv, indem jeder Punkt X seiner Berührungs- 
ebene I entspricht. 

Die « ~ 2 übrigen Schnittpunkte der g mit der Curve {n — 1)^"' 
Ordnung sind Spuren von Erzeugenden, welche der g nicht benachbart 
sind, und also Doppelpunkte, ev, mehrfache Punkte der Fläche. 

Jede Itegelfläclie von höherem als 2. Grade hat also imndestens eine 
vielfache Curve; ist dieselbe nur eine Ihiyjielcurve, so hegcyupt jide E} 
mengende derselheii (w — 2)-mal. Ist eine ^ -fache Ourve vorbanden, so 
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gellt der Reatscbnitt (« — l)'^"' Ordnung durch den Stutzpunkt einer 
Erzeugenden auf dieselbe (jt — l}-mal. 

Eine Ebene durch fi' Erzeugende ist eine fi'-fache Berölirungs- 
ebene. Weun w > 2 ist, ao mnss mindestens ein Torsus von viel- 
fachen Berührungs ebenen vorhanden sein. 

Wird eine Erzeugende g von ihrer ienaehbarten (/' getroffen, so ist die 
Ebene beider die Berührungsebene für jeden beliebigen Punkt X von g; 
denn die von X ausgehende und g', g" treffende Gferade fällt in sie 
hinein. Die Ebene gg' berührt also die Flache längs g, wie die Be- 
rühr imgs ebene einer abwickelbaren Fläche oder eines Torsus, „toraal" 
und g heisst deshalb eine Torsallinie der Fläche (Nr. 14). Jeder andern 
Ebene | durch g gehört als Berührungspunkt der Funkt gg' su, denn 
die in ihr befindliche und g', g" treffende Gerade geht durch gg' . Die 
Projectivität zwischen den Punkten X und Berührungs ebenen g ist 
also in diesem Falle ausgeartet, so dass der Punkt gg' und die Ebene 
gg' die singulären Elemente sind. 

Der Punkt gg' muss einer vielfachen Linie angehören und ist auf 
ihr ein Cttspidal- oder RückhehrpunJU (pinchpoint) und die g heisst 
deshalb auch Cuspidal- Erzeugende. 

In eine beliebige Ebene fallt kein Cuapidalpunkt und ebenso geht, 
dual, durch einen beliebigen Punkt keine Berührungs ebene mit zwei 
unendlich nahen Erzeugenden, weil die Zahl der Cuspidalpunkte und 
der torsal berührenden Ebenen eine endliche ist. Folglich hat der 
ebene Schnitt w**' Ordnung im allgemeinen nur doppelte, keine Rück- 
kehrpunkte und der Berührungskegel n*^'' Klasse nur doppelte, nicht 
W en d e-B er ührungs ebenen; wobei mehrfache Punkte oder Berührungs- 
ebenen in doppelte umgerechnet sind. 

Ist nun r der Grad des Tangentencomplexes der Fläche, also 
zugleich Klasse des ebenen Schnitts und Ordnung des Berührungs- 
icegels — gewöhnlich Rang der Fläche genannt — , so hat der ebene 
Schnitt ^t«(« — 1) — r] Doppelpunkte und der Berührung skeg ei ebenso 
viele doppelte Tangentialebenen. 

Balier ist bei einer Regelfläehe stets die Ordnung der Boppelcurve 
gleich der Klasse des Torsus der doppelten BerOhnrngsebenen.*) 

Die Erzeugenden rufen auf allen ebenen Schnitten eindeutige Be-39 
Ziehungen hervor, in denen sich je die Spuren der nämlichen Er- 
zeugenden entsprechen, und zwar nicht blos auf den vollständigen, 



ejiiona, ürundzfige einei' itUgemeinen Theorie der Oterflaclien, deutficli 
a (Berlin 1870) Nr. 56. 



y Google 



50 Die Kegelflächen dritten und Ticrten Grades. 

sondern auch auf den durch eine oder mehrere Erzeugende ergänzten 
Ton der (« — 1)*™, • ■ ■ Ordnung, 

Also sind, nach dem bekannten Satze*), alle diese ScJiniüe von 
gleichem GescMeeide, welches deshalb als Geschlecht der Fläche be- 
zeichnet wird. 

Die Begelflächen 3. Grades**) enthalten nun in ihren Berühnmgs- 
ebeneii Kegelschnitte, deshalb sind alle ebenen Schnitte vom Geschlechte 
oder imicursal. 

Jeder volle ebene Schnitt hat also einen Doppelpunkt, und die 
Fläche Q^ enthält eine Dqppelgerade. 

Jede Ebene durch diese Gorade schneidet noch eine Gerade aus; 
also macht eine doppelte Gerade eine Fläche 3. Ordnung gur.Jiegelflüche, 
und ferner ist dieselbe jedenfalls Leitlinie, und wir haben zwei Fälle zu 
unterscheiden: entweder ist die doppelte Gerade äoj^lte Leitlinie oder 
zugleich einfache Leitlinie und einfache Ergeugende. 

Wenn d eine do^^pelte Leiigerade ist, die von jedem ihrer Punkte 
zwei Erzeugende aussendet, so besteht zwischen der Punktreihe auf 
ihr und derjenigen auf dem Kegelschnitte G^ in irgend einer Tan- 
gentialebene eine Correspondenz [1, 2].***) Daher befindet sich 
(Nr, 21) auf C^ eine Involution und die Verbindungslinien gepaarter 
Punkte, d. h. die Spuren, in der Ebene von C^, der Verbindunga- 
ebeneii der je von demselben Punkte von d kommenden Erzeugenden 
bilden einen Strahlenbüschel. Folglich geht durch jeden Punkt der 
genannten Ebene, also durch jeden Punkt des Baumes eine solche Ver- 
bindungsebene und alle diese Ebenen bilden einen Büschel, dessen 
Axe eine zweite und zwar einfache Leitgerade ist und den Schnitt 
3, Ordnung in allen diesen Ebenen vervollständigt. 

Die liegelfläche q" hat demnach, ausser der doppelten Leitgeraden d, 
noch eine einfache e. 

*) Vergl. z. B. Cremona, a eben ii. 0. Nr. 57; Zeutben, Mathera. 
Annalen Bd. 3 S, 160; Schubert, ebenda Bd, IG S. 180; Clebecli-Linde- 
maiin, Vorleaungen über Geometrie Bd. 1 S. 681; Salmon-Fiedier, Höliere 
ebene Curven, Abeehnitt VI. 

**) Cremona, Atti dell' Istituto lombardo 1861; Journal für Mathematik 
Bd. 60 S. 31.^; Em. Weyr , Geometiie der räumlichen Erzeugnisse einawei- 
deutiger Gebilde (Leipzig 1870); sowie: Fiedler's Darstellende Geometrie^ Art. 
114 und Salmon-Piedler's EaumgeometrJe Bd. 2 S. 365 der 3, Aufl. 

***) Wir talten una bei dem Zeichen [m, «] für eine Correspondena an die 
Eeiheafolge, so dass jedem Elemente des suersf genannten Gebildes w Elemente 
im zweiten entsprechen und jedem von diesem m von jenem; in unserem Falle 
also correspondiren jedem Punkte von d 2 Punkte von C-, jedem von C- einer 
auf <l. 
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In dualer Beziehung vertauschen d und e ihre ßolle; indem jede 
Ehene durch d nur eine, jede durch e aber zwei Erzeugende enthält, 
ist d Äxe eines Büschels einfacher, und e Axe eines Büschels doppelter 
Berührungsebenen. 

Die obige Oorrespondenz [1, 2] hat auf d zwei Verzweigungs- 
punkte (Nr. 13), denen die Doppelpunkte der Involution auf C^ ent- 
sprechen; jene sind die beiden Cuspidalj}unkte auf d und die Fläche 
0* hat -2 Torsallinien. 

C^ trifft d in dem Punkte, in dem die ergänzende Gerade g^ von 
C^ sich auf d stützt; als Punkt von d hat er sieh mit einem von 
seinen beiden entsprechenden Punkten auf C" vereinigt, weil die eine 
der von ihm ausgehenden Erzeugenden nicht in die Ebene von G^ 
fällt. Ohne diesen sich selbst entsprechenden Punkt würde die Pro- 
jectivitäfc der Punktreihe von d zur Involution auf C" zu einer Eegel- 
fläche 4 Grades führen- wie die Correspondeuz [2, 2] in einem be- 
liebigen Ebcnenbuschel lehrt m welcher Ebenen nach entsprechenden 
Punkten von l und G^ emmder correspondiien 

Von wird C nicht getroffen und zwischen den Funktreihen von 
e und f^ besteht eine Pfojeetivifat und du>ch eine solche Projectivität 
Jann die p' in det e nfaüisten Wetse etseugt uerden. 

Von jedem Punkt dei q^ kommt nach Äbscheidung des Ebenen- 
busLhels um lie ihn enth iltende Erzeigende, ein Tangentialkegel 
2 Grades deasen Beruhrungsebenen nich den verschiedenen Er- 
zeugenden gehen diesei Ebenenbusehel ' Klasse steht zu dem von d 
in Projectivitat und /i dem um e in einer Oorrespondenz [2, 1]. 

Fetnei befinden stcft aad) die Puni-lteihen auf den beiden Leit- 
getaden d und e i« einer Con esponden^ [1 2], und ebenso die Ebenen- 
busehel um e und d Die Verzweigungspunkte der ersteren auf d sind 
die Ciispid alpunkte, die Verzweigung^ ebenen der letzteren im Büschel 
e die torsal beitlhrenden Eh neu 

A ich ZV, hen den Pi aktreihen <i it */ oder e und auf einem 
vollen ebenen Schnitte findet eine Coirespondenz [1, 2], bezw. [1, 1] statt. 

Zwei geqehene Geraden smd L tgetade für tx;" cubische Begel- 
flachen (Nr 12; 

Im iweiten Falle, m dem d zugleich einfache Leitlinie und Er- 
zeugende ist besteht zwtsdien den Ptirdetreihen auf d und dem Kegel- 
schnitte C^ %n einer Bouhungsebene welcher wie von jeder Erzeugenden, 
so auch von d getroffen wird eine Ptojecttmtat jedoch ohne sich selbst 
entsprechenden Puntt im Begegnui g>>punMe Die Ergeugende d ist eine 
I'trMÜtnte denn wie von jeder so wird sie auch von der unendlich 
nahen EizPi^enden „ettoffen un 1 zi ar in dem Piiukte, welcher in der 
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eben erwähnten Projectivifät dem Punkte dC^, insofern er zn C^ geliört, 
entspricht. 

Von jedem Punkte der Leitlinie d gehen auch hier 2 Erzeugende 
aus, von denen aber die eine sich stets mit tl vereinigt; dadurch hat 
d die Eigenschaft der doppelten Leitgeraden d des vorigen Falles. 

In jeder Ebene durch d liegen ebenfalls zwei Erzeugende, von 
denen aber wiederum die eine stets mit d zusammenfällt; der zu- 
gehörige Berührungspunkt der Ebene, als Doppel-Beriihrungs ebene, ist 
der Cuspidalpunkt. Damit hat d die Eigenschaft der Leitlinie e des 
vorigen Falla. 

Also ist der jetzige Fall aws dem vorigen dadurch entstanden, dass 
die heiden Leitgeraden d tmd e sich vereinigt haben; nach Cayley, der 
zuerst auf diesen Fall aufmerksam gemacht*), wird diese Begelfläche 

3. Grades benannt. 

Beide Regelfläehen 3. Grades sind in sich dual. 
40 Bei einer Begelfläche 4, Grades'**) sind die Restcurven in den 

Tangentialebenen 3. Ordnung, also vom Geschlechte 1 oder 0. Dahe)' 
zerfallen die Megelfiächen dieses Grades in solche vom Geschlechte 1 und 
in unicwrsaie. 

Die ersterefn hohen also ebene Schnitte 4. Ordnung mit 2 Doppel- 
punkten, mithin eine Doppelcurve 3. Ordnung. Jede Erzeugende muss ihr 
zweimal begegnen (Nr. 38); also kann die Doppelcurve kein Kegel- 
schnitt sein, sondern si'e mtiss aus 3 windschiefen Geraden bestehen, 
weichet beiden alle JErßetigenden begegnen. 

Zwei wind&^iefe Doppelgeraden machen, umgekehrt, eine Fläche 

4. Ordnung zur Begelfläche, weil aus jedem Punkte derselben eine 
Gerade kommt, welche beide trifft und, wegen der 5 gemeinsamen 
Punkte, der Fläche vollständig angehört. 

Jedenfalls alier sind beide Geraden dj, d^ Leitliniert und eine 
doppelte Erzeugende ist bei den Regelflächen 4. Grades vom Gesehlechte 1 
ausgeschlossen. 

Es seien nun erstetis dj^, d^ doppelte Leithmen (Art I). Dann geht 
die Verb indungs ebene der beiden Erzeugenden aus emem Punkte der 
einen Leitgeraden durch die andere; beide Leitlinien sind zugleich Axen 
von Büscheln doppelter lierührungsebenen und die p* ist m sich dual. 

*) Philoe. TrauBactions Bd. 154 (1864) S. 669. 

**) Chasles, Comptea lendus Bd. 53 (1861) S. 888; Caylcj' a. eben a. 0. 
nnd Philos. Transactjone Bd. 159 (1869) S. IH; Cremona, Memorie dell' Isü- 
tuto di Bologna Ser. II Bd. 8 (1868) S. 15; Salmon-FietUer's Eaumgeometrie 
Bd. 2 S. 430 der 3. Anflage und K. Rohii, Math. Arnalen Bd. 24 S. 145 uiiii 
Bd. 28 B. ä84. 
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Zmschen den Punkireihen auf d^, d^ s&wdkl, wie zwischen dm 
Ebenmibäscheln um diese Geraden hesteht eine Correspondens [2, 2], Die 
Veraweigungspunkte der ersteren Correspondenz zeigen (Nr. 13, 14), 
dass jede der heiden Doppelgeraden 4 Guspidalpunkte hat, nad aus Nr. 15 
wiaaen wir, dass die beiden Würfe der Guspidalpunkte, sowie die zu 
ihnen perapeeÜTen Würfe der torsal berührenden Ebenen gleiches 
Doppelverhältniss haben. 

Zwei gegebene Geraden sind Leitgerade für oo^ von BegelfläcJien dieser 
Art (Nr. 12). 

Zwischen einer der beiden Leitgeraden und der Curve 3. Ordnung 
6" (ohne Doppelpunkt) in einer Berühr ungs ebene besteht, vermittelt 
durch die Erzeugenden, eine Correspondenz [1, 2], bei welcher die In- 
volution auf C* durch die Strahlen eines Büschels eingeschnitten wird, 
der seinen Scheitel im Begegnungspunkte der C^ mit der anderen 
Leitgeraden hat. 

umgekehrt, wenn eine Gerade d^ und eine ebene C ohne Doppel- 
punkt gegeben sind, welche einander in D^ begegnen, so beziehe man 
die Punktreihe auf d^ so projectiv auf eine Involution, die in G^ durch 
einen Strahl enbüschel eingeschnitten wird, dessen Scheitel D^ auf 
dieser Curve liegt, dass dem D^ als Punkte von (?^ das Paar entspricht, 
zu dem D^ gehört. Erzeugnias der Verbindungslinien entsprechender 
Punkte ist eine p* für welche (7, doppelte Leitgerade ist. Der ge- 
nannte Strahlenbüschel und derjenige, der aus B^ die Punktreihe auf 
dl projicirt, sind so perspectiv, dass der Strahl D^D^ sich selbst ent- 
spricht; also erzeugen sie einen Ebenenbiischel und dessen Ebenen 
verbinden die von den Punkten der d, kommenden Paare der Er- 
zeugenden. Also ist seine Axe d^ die zweite Leitgerade : durch 
jeden Punkt von ihr gehen die beiden Erzeugenden, welche von den 
Schnitten, mit C^, der Ebene, die ihn mit d^ verbindet, nach den ent- 
sprechenden Punkten auf d^ gehen. 

Lassen wir aber D^ in V^ rücken und dem Punkte Z)[ von d^ 
die Tangente in ihm an C^ und das auf ihr befindliche Paar der In- 
volution, zu welchem D^ gehört, entsprechen, so liegen nun alle ge- 
paarten Punkte der Involution mit d^ in einer Ebene; folglich geht 
die Ebene jedes Erzeugenden-Paares aus einem Punkte von d^ durch 
diese Gerade, d, h. d^ hat sich mit dj vereinigt (Art II). In dieser 
Ebene aber haben sieh die beiden Berührungsebenen des Punktes 
vereinigt. Die erwähnte Tangente ist die in die Ebene von G^ fal- 
lende Erzeugende. Folglich berührt in jeder Tangentialebene die 
Curve 3. Ordnung die ergänzende Erzeugende in dem Punkte, in dem 
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diese sieh auf die Leitgerade ä^^d^ stützt; der dritte Schnitt ist der 
Berührungspunkt. 

Diese Ldtgeraäe ist nicht zugleich Erseiigende. 

AUe ebenen (und nicht zerfalhndmi) Schnitte haben oMf da- Leit- 
geraden eine Selbstberuhrung. — 

Daas eine der beiden doppelten Geraden i?^, d^ nicht doppelte 
Leitgeiade, sondern emtache Leitgerade und zugleich Erzeugende ist, 
ist ni(,ht möglich, weil sie als Erzeugende der andern Leitgeraden be- 
gegiien müsste, dj, <?_ abei windschief sind. 
1 Bei den nmattsalen Flächen p* haben die ebenen Schnitte ent- 

weder, im allgemeinen, 6 Doppelpunkte oder durchweg einen drei- 
fachen, also haben wir zwei Hauptfälle zu unterscheiden: 

ai Begelfiachen p* nnt einer Doppehurve 3. Ordnung D% 

])) Begelflaciien p* md einer dreifachen Geraden tP, 

Die Curven G m den Beröhrungsebenen haben einen Doppelpunkt; 
im Falle b) ist er dei Stützpunkt der ergänzenden Erzeugenden g 
mf d Im Falle a) aber liegt er ausserhalb der g und die beiden 
andern Schnitte der Ebene von C^ mit der D^ sind die beiden Stütz- 
punkte von g auf D'^. 

Im Falle a) trejfcn also, entsprechend dem Satze von Nr. 38, alle 
Ergeugenden die Doppelmrve D^ sweimal. 

Es sei nun erstens die Doppelcurve eine nicht serfallende ctthischc 
Baumcurve (Art III). 

Dwch eine doppelte mtbische Baumcurve wird eine Fläche 1. Ord- 
nung zur Itegelfläche, weil aus jedem ihrer Punkte eine Doppeleecaute 
au die Curve kommt. 

Auf D^ entsteht durch die ErgeugeMen eine involutorische Corre- 
spondeng [2] und umgekehrt, wenn auf einer cubischen Baumcurve 
eine solche Correspondenz sich befindetj so erzeugen die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte eine p*, welche die Curvo zur Doppel- 
curve hat (Nr. 24). 

Also ist eine gegä)ene cuhische Baumcurve für oo^ von solchen 
Begelfiachen Doppelcurve (Nr. 18). 

Es sind 4 Cuspidalpunhte und 4 Torsallinien vorhanden. 

Die Ebene, welche einen Punkt X von D^ mit seinen beiden 
entsprechenden X' verbindet, enthält 2 Erzeugende und ist also doppelte 
Berührungsehene der p*. Diese Ebenen umhüllen eilten Tarsus 3. Klasse; 
denn durch jeden Punkt vou D^ gehen 3; in einer ist er der X, in 
den beiden andern einer von den X'. 

Durch jede Erzeugende gehen 2 Ebenen dieses Torsus, und in 
ihm entsteht ebenfalls eine involutorische Correspondenz [2], in der 
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zwei durch die iiämliclie Erzeugende gehenden Ebenen einander ent- 
sprechen. 

In einer solchen doppelten Berührongsebene befindet sich ein 
Kegelschnitt C^. Zwei derartige Kegelschnitte C^, C{' begegnen ein- 
ander nicht, vielmehr trifft jeder die beiden Erzeugenden in der JEbene 
des andern. 

Die Fläche macht diese beiden Chiroeit C^, C^ projectiv su einander 
und umgekehrt, swei p-ojecfivc EegelscImiUe führen durch die Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte 01t einer Hegdfläche i. Grades; denn 
sie bewirken wieder in einem Ebenenbüachel eine Correspondenz [2, 2], 
deren 4 Coiucidenzebenen die 4 Erzeugenden in sich aufnehmen, welche 
die Axe des Büschels seh neiden. 

Durch die projectiven Kegelschnitte werden die Felder in ihren 
Ebenen collinear;*) folglich umhüllen die Ebenen, welche entsprechende 
Geraden dieser Felder zugleich enthalten, einen Torsus 3. Klasse. Zwei 
solche Geraden sehneiden C^ und C^ in entsprechenden Punkten und 
folglich fallen in ihre Ebene 2 Erzeugende; der Toraus ist daher der 
der doppelten Berührungsebenen. 

Aus den Punkten der D^ kommen an die Fläche p*, ausser je 
zwei Ebenenbüscheln, noch Beröhrungskegel 2. Klasse: jede Gerade 
aus dem Scheitel trifft noch 2 Erzeugende. Zwei solche Kegel werden 
durch die Erzeugenden projectiv gemacht und machen ihrerseits die 
Bündel um ihre Scheitel collinear; Erzeugniss ist die D^. 

Die Doppelsecanten-Congruenz der D^ ist (Nr. 7) l. Ordnung 
und 3, Klasse und hat mit einem Complexe 1. Grades eine Regel- 
fläche 4. Grades gemein (Nr. 35); auf ihr ist Z*' doppelt, da der 
Büschel des Complexes , der von einem Punkte von ß^ ausgeht (Kr. 5), 
2 Strahlen enthält, welche Z)* nochmals treffen. 

Die Umkehrung wird in Nr. öS bewiesen werden. 

Wenn auf einer cubischen Eaumcurve D^ zwei projeetive Punkt- 
reihen sich befinden, so entsprechen jedem Punkte der Ourre in bei- 
derlei Sinne 2 andere und wir haben einen Specialfall der involu- 
torischen Correspondenz [2] (Nr. 30); die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte bilden also eine p* von der Art IIL 

Geht die Projectivität in Identität über, so erhält mau die ab- 
tviclcelbare Eegelfläche der Tangenten der cuhisehen Banmcurve, bekannt- 
lich die einzige Kegelfläche 4. Grades, welche abwickelbar ist. Beim 
3, Grade giebt es keine. 

Wichtiger aber ist der Specialfall, wenn die involutorisehe Corre- 

*) Reye, Geometrie der Lage Bd. 2 S. 10, 
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spondeng [2] auf D^ eine cuhisefie Involution tst Wir haben m Nr 24 
erkannt daas dann alle Erseugenäen det *p* eine Gerade t>ef}m ueWie 
damit eine einfadie LeiÜime det q* iiird Jede Ebene durch sie ent 
halt i Erzeugende, und an 'stelle des Torsub 3 Kla se von äipprlkn 
isf ein Stachel ton dreifachen Bei>thrun(/sebenen getreten Die FlacJte 
tst in diesem speaellen Falle alsi nicht meh in äick dial und wird 
daher als heaondeie Ajt 11' angesehen 

&ie enthalt keine Kegelschnitte mehr 
42 Ihe Doppelcmie " Oidnunj bestehe aus einem doppelten Kegel 

schniMe Z>^ vnd einet doppelten Geraden d, uelche dem Iß, als vollem 
Schnitte, hegegnm nmss Audi stüei soWie Doppellinien maclieti eine 
Flache 4 Ordnung stets sut Regelflache 

In Bezug auf d sind wiederum zwei Falle mighch entueder ist d 
wie B" dopielte Leitlinie odei etnfadie Leitlinie und sigle-ich Fi aigtnde 
In beiden Fallen tieften alle Ftgeagenden If und d 

Im ersteten Falle (Ätt V) gehen von jedem Punkte dei tmeu 
wu. dei an lern Leitlinie 2 Erzeugenie aus und u t labai aUi chen D^ 
und d eme Corresponleng [2 2] '\^ eil beide vom Punkte D^d^ ü 
ausgehenden Erzeugenden nicht in die Ebene von D" fallen so hat 
dieser Punkt, als Punkt von D sowohl wie von d, sich mit beiden 
entsprechenden Punkten vereinigt und ist Verzweigungspunkt beider 
Reihen (und zwar doppelter), aber nicht Cuspidalpunkt für die eme 
oder andere Doppellinie 

Wir haben hier citeietlei doppelte Setiihungsebencn die einen haben 
den Sehnit^nkt ihter Lt zeugendeti auf IP und gehen durch d, hlden 
also einett Büschel; bei deti andern Ittgt der Mimttpanlt auf d und sie 
umhüllen einen Kegel S Gtades Si* 

In der That, oidnet mau auf D^ zwei Punkte einander zu, die 
dem nämlichen Punkte von d entsprechen, so eigiebt sich (Nr 21) 
eine involutorische Corresponden^ [2] Die Diiectionscurve (Nr 23], 
welche von den Veibiudungislinien zugeordnete! Pinkfce umhüllt wird, 
ist 2, Klasse und ist so iiojectiv zur Punktreihe ^uf <?, dass die Tan 
gente, welche dem Punkte U ^on d entspricht, duith diesen Punkt 
geht. Also zerfällt das Erzeugnias 3, Klasse der Verbindungsebenen 
entsprechender Punkte und Tangenten in den Ebenenbüschel um jene 
Tangente und einen Kegel 2. Grades, den 5D^. 

Die Fläche ist daher zu sich selbst dual. 

Der Schnitt einer doppelten Berührungsebene der zweiten Art 
wird durch einen Kegelschnitt C^ vervollständigt, welcher ä nicht 
trifft. Jeder von diesen C^ befindet sich mr Punktreihe auf d in einer 
ideng [2, 1], ohne sich selbst entsprechendes Element, oder, was 
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dasselbe, trägt eine Involution, die zur genannten Punktreihe projectir 
ist. In dieser Beziehung liegt die einfachste Erzeugung der Fläche. 

Den Doppelpunkten der Involution auf C^ entsprechen die 3 Gus- 
pidalptmkte auf d. 

Die Punktreihe auf C^ steht aber auch zu derjenigen auf iP in 
einer Correspondenz [2, 1], so aber, dass die beiden Begegnungspunkte 
von C^ und D^ sich selbst entsprechend sind. 

Die Verzweigungspunkte der jetzigen Correspondenz sind die 
2 Guspiäalpunkte der DoppelUnio D^. 

Aus jedem Punkte von D^ kommt ein Berührungskegel 2. Grades, 
der sowohl zu dem Ebcnenbiischel um d, als zum Kegel 3)^ in eine 
Correspondenz [2, 1] durch die Erzeugenden gebracht wird. 

Heben wir noch den besonderen Fall hervor, dass die Correspon- 
denz [2, 2] zwischen d und D^ die Projeetivität zweier Involutionen ist. 

Jus sei nun ßweitens d einfache Leitgeraäe lend einfache Erzeugende 
{Art VI). Dann iesfeht gimcken den Ptaikteihen auf ä tmd D^ eine 
Correspondenz [2, 1] und zwar von der Art, dass von den beiden PunJcfen, 
welche dem U als Funhte von D^ entsprechen, der eine sich mit ihm ver- 
einigt hat; der andere V macht die d als Verbindungslinie Uü' zur 
Erzeugenden. Nun haben wir auf d die Involution, die zur Punkt- 
reihe auf Z>^ projectiv ist, und also 3 Cttspidalpunkte auf D^. 

Der ü' wird, wie in Nr. 39, Cuspidalpunkt der d als Torsallinie, 
und die torsal berührende Ebene geht durch die Tangente an Z*^ in ü. 
Jede Ebene durch d enthält, ausser dieser, 2 Erzeugende und berührt 
in ihren Schnitten mit d, ausserdem aber noch im Cuspid alpunkte TT. 
Mithin stellt der Büschel um d einen Büschel dreifacher Berührungs- 
ebenen dar, Bios doppelte giebt es nicht und daher auch keine ein- 
fachen Kegelschnitte auf der Fläche. 

Dieselbe ist nicht in sich dual. 

Die Curven 3. Ordnung in den Berührungsebenen haben nur einen 43 
Doppelpunkt. Folglich kann zur Doppelcurve 3. Ordnung höchstens 
eine doppelte Erzeugende gehören. 

Ist eine solche vorhanden, so muss der Restbestandtbeil 2. Ord- 
nung der Doppelcurve von jeder Erzeugenden zweimal getroffen werden, 
also, wie in Nr. 40, aus (getrennten oder vereinigten) windschiefen 
Leitgeraden bestehen. Wir haben die Spedalität von I, II, die eben 
durch das Vorhandensein einer doppeltest Ermigenden bewirkt wird; wir 
bezeichnen sie als Art VII und VIII. 

In den Ebenen durch die doppelte Erzeugende befinden sich wiederum 
Kegelschnitte {welche bei I, II nicht vorhanden sind). Sie treffen die 
beiden Leitgeraden, sowie auch je zwei einander nicht. Jeder von 



y Google 



58 Die Ei'gelfliichen dritten und vieitea Grades, 

diesen C befindet sich zu der eiuen oder andern Leitgeraden in einer 
CorreapondenK [2, 1], bei welcher einmal die beiden einem Punkte der 
Leitgeradeii entsprechenden Punkte von C^ mit ihm in einer Geraden 
liegen, welche dadurch die doppelte Erzeugende wird. 

C trägt eine Involution uud jede von den Leitgeraden hat nur 
noch 3 Cmpidalpunkte. 

Zwei von den Kegelschnitten G^ der p* werden durch die Er- 
zeugenden projeetiv gemacht und zwar so, daaa die auf der Schnitt- 
linie beider Ebenen liegenden Punkte des einen denen dea andern 



Die Eleneit der G^ sind doppelte Berufirungseheiien, und zu den 
beiden Büscheln doppelter Beriihrungsebenen um die Leitgeraden — 
welche in II und VIII aieh vereinigt haben — tritt noch der Büschel 
um die doppelte Erzeugende hinzu, den Toraus 3. Klasse, den eine 
unicursale p* haben muss, vervollständigend. 

Beide Flächen VII und VIII sind in sich dual. 

44 Wir wenden uns zu den unicursalen liegelflächm p* mit einer drei- 

fachen Geraden d^. 

In jeder Ebene durch (P liegt eine Erzeugende. Daher ist äne 
Fläche 4. Ordnung mit einer dreifadim Geraden nothwmdig eine Eegel- 
flääte. Und ferner ist die d^ jedenfalls eine Leitgerade. Als solche ist 
sie entweder dreifach oder eweifach oder einfadt und demnach ist sie in 
den beiden letzten Fällen gugleich einfache, hesw. doppelte Erzeugende. 

Es sei nun erstens d^ eine dreifache Leitgerade, so dass aus jeden 
von ihren Punkten 3 Erzeugende kommen. Diese Hegen im all- 
gemeinen nicht in einer Ebene (Art IX), sondern sind zu je zweien 
durch 3 Ebenen verbunden. 

Diese Doppelherührungsebenm wmhüllmi einen Torsiis 3. Klasse. In 
der That, jede von ihnen enthält einen Xegelschnitt C^, welcher durch 
den Schnittpunkt der Ebene mit d^ geht, der auf ihr die Spur der 
dritten Erzeugenden ist, die von ihm kommt Auf C^ entsteht durch 
die je von dem nämlichen Punkte von d^ ausgehenden Erzeugenden eine 
cid)ische Involution; denn jeder Punkt von C^ beatimmt eindeutig den 
Punkt auf d^ und die Spuren der beiden andern Erzeugenden. Dieae 
Involution ist zur Punktreihe auf d^ ao projeetiv, dass der Punkt d^G'-' 
als Punkt von ä^ mit einem von den 3 entsprechenden Punkten zu- 
sammenfällt. Die Directionscurve 2. Klaaae dieaer cubiachen Involution 
auf C^ (Nr. 23) lehrt, dass durch jeden Punkt der Ebene von C^, 
ausser dieaer Ebene, noch 2 andere Ebenen mit zwei Erzeugenden 
oder zwei doppelte Berühruogsebenen der Fläche gehen. 
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Nach den 4 Doppelpunktea der cubiseheu Involution laufen die 
4 Torsallinien der Flache. 

Ebenso entsteht auf der Curve 3. Ordnung C' in einer einfachen 
Tangentialebene oder auf der Curve 4. Ordnung C* in einer be- 
liebigen Ebene durch die Erzeugenden, die je von demselben Punkte 
von d^ kommen, eine cubische Involution; im Doppelpunkte der 0^ 
sind 2, im dreifachen der C* sind 3 Punkte einer Gruppe der Involution 
vereinigt, welche Gruppe demselben Punkte, insofern er zu ä^ gehört, 
in der Projectivitat der Involution zur Punktreihe auf d^ entspricht. 
Daher löst sich von der Directions curve 4. bezw. 6. Klasse der von 
C^ oder C* getragenen Involution ein einfacher oder dreifacher Strahlen- 
biischel und es bleibt die Spur 3. Klasse des Torsus der doppelten 
Beröhrungsebenen. 

Diese Hegdflächc, welche eine dreifache Leitgerade und einen all- 
.^emeineu Torsus "l Klasse von doppelten Tangentialebenen hat, ist 
dual ZI» Ait IVj welche einen Büschel dreifacher Berührungsebenen 
und eme allgemeine Doppelcurve 3. Ordnung besitzt. Sie entsteht 
aKo auch duitn die Tangenten eines Torsus 3. Klasse, welche eine 
Gerade treffen — 

Eme Lubisehe Involution auf einer C mit Doppelpunkt, welche 
so bestliaffen ist, diss in demselben 2 Punkte einer Gruppe vereinigt 
smil, ist auch digenige, die durch einen Strahle nbüschel eingeschnitten 
wird, der seinen Scheitel in einem beliebigen Punkte der Ebene hat, 
und äu denen auf einer Curve C* mit dreifachem Punkte, bei welchen 
alle S Punkte einer Gruppe in diesem Punkte sich vereinigt haben, 
gehoien auch diejenigen, welche in die Cur^e durch einen Büschel 
emgeschuitten Zierden, dessen Scheitel auf ihr liegt. Die Directiona- 
cuive ist in beiden Fällen ein dreifacher Büschel geworden. 

Nehmen wir nun das eine oder andere an, so fallen die 3 Er- 
zeugenden der p* durch die Punkte einer Gruppe oder, was dasselbe 
ist, aus demselben Punkte von d^ durchweg in eine Ebene, welche 
dreifache Herühningsebene der Pläehe wird. 

Durch einen beliebigen Punkt der Ebene von C^ oder C* d. i. 
durch einen beliebigen Punkt des Raumes, geht nur eine von diesen 
Ebenen; folglieh bilden sie einen Büschel, dessen Axe eine einfache 
Leitgerade der p* ist. 

Wir haben AH X der ßegelfläche 4. Grades mit zwei Leitgeraden 
d^, d'^, von denen ä^ dreifach, d^ einfach, jene Axe eines Büschels ein- 
facher, diese Aax eines Büschels dreifacher Tangentialebenen ist, also mit 
analoger Eigenschaft wie die allgemeine cubische Eegelfläche. Diese 
Fläche ist in sieh dual. Sie enthält keine Kegelschnitte mehr. Zwischen 
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den Punktreihen auf d^ und d'- bewirkt sie eine Correspondenz [1, 3], 
zwisehßii den Ebeneiibüscheln um diese Geraden aber eine [3^ 1]. 

5 Es sei d^ eine doppelte Leitgeraäe und einfache Erzeugende (Art XI). 

Auf der C^ in irgend einer Berührungsebeue entsteht durcb Q* eine In- 
volution, welche zur Punktreihe aof d^ so projectiv ist, dass die beiden 
im Doppelpunkte D vereinigten Punkte D^, D^ zu verschiedenen Paaren 
der Involution gehören, und dem einen, zu welchem D^ gehört, der D 
als Punkt von d^ entspricht. Nach dem andern Punkte dieses Paares 
geht die in der Ebene von C* befindliche Erzeugende; das zweite 
Paar, zn dem D, gehört und das einem andern Punkte D' auf d^ 
entspricht, führt zu d^ als Erzeugenden D,]y von p'. Die d^ ist wie- 
derum TorsaUinie mit D' als Cuspidalpimht und die torsal tangirende 
Ebene berührt in D den Ast von C^, zu dem D^ gehört. 

Nach den Doppelpunkten der Involution gehen die beiden weiteren 
Torsallinien der Fläche. 

Weil Z*, , i)j zu verschiedenen Paaren der Involution gehören, 
so kann dieselbe nicht in die C^ durch einen Büschel aus einem ihrer 
Punkte eingeschnitten werden. Also ist ihre Directionscurve ein 
Kegelschnitt, dessen Tangentenbäschel so projectiv zur Punktreihe auf 
d^ ' t d d m P kt D d" ' d h hn gehende Tangente ent- 

pht Flll ti7 T 1 I) pp 1 Serührungsebenen, deren 

h 1 E g d } a f I hn iden 1 lieaeiben entsprechende 

P nkt d T nt n b nl n Kgl ä Grades. Zur 3. Klasse 

d d h der S »^ l u l er II tanäigt, dessen Ebenen aUe 
II } ei l l G 1 lli Ite jy. Diese Fläche ist 

1 VI 7 l 

In 1 n t g nannt 1 PI It L hrungsebenen befinden 

]i K ff l } tt f wlh 1 ?tftn Z isdien einem von ihnen 

11 d be li d Fl J bet falls C esponäens [2, 1], jedoch 

I J selb l täj die le P It D ebt die einfachste Er- 

ng 



f E dl 1 d f lie Letg d td doppelte 

[A t \II) D P n^t k f If C Tangentialebene ist nun 

^39 f ^ P J^i nä a d ss dm beiden Pmikkn 

D D d det D ßp^/j It » C (d 1 welchen d^ geht) fallen, 
zwei andere Punkte D^, D^ auf d^ ent^reclien. Die Gerade d" ist nun 
doppelte TorsaUinie mit den Guspidalpunhten Ü,', D/ und torsalen 
Ebenen, welche in D die beiden Äeste von C^ berühren. Jede Ebene 
durch d^ berührt dreimal, davon zweimal in den CuspidalpunMen. Diese 
Fläche ist wiederum in sieh dual. 
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y\ IT können sie afs Specuüfäll lon X ansehen, zudem die leiden 
Lettgetaden d^ uyid ä^, von denen die eine dreifache Punkte, die andere 
dreifache Beruhrungaebenen tragt, smaniniengefaUen smd ihuhch wie 
hei dei Ciylej sehen Regelflache 3 Grades In der That, lasat man 
den Scheitel des Buscheis, der die cubische Involution m (.^ ein- 
schneidet, m den Doppelpunkt dieser Curve fillen, so geht die In- 
volution in eine einlache zu der Punktreihe auf rf' piojeeti^e Punkt- 
reihe ubei 

Zur Vergleichung stellen wir unter unceie lümische Numerirung 
diejenige von Cremona und die von Cayley. 

I II III IV V VI VII VIII IX S XI XII 
Cremona 11 12 1 7 2 4 5 6 8 9 3 10 
Cayley 14 10 87 5593 6 

Die Arten 1 bis 8 finden sich in Cayley's erstem Aufsätze, 9 
und 10 fügte er im zweiten zu, die beiden weiteren hat Cremona 
gefunden. 

Nicht in sich dual sind IV, VI, IX, XI, sondern IV zu IX, VI 
zu XI. Eine dreifache Gerade haben IX bis XII, einen Büschel drei- 
facher Berührungsebeneu IV, VI, X, XII. 
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Der lineare Complex und die linearen Systeme von 
linearen Oomplexen. 

Der lineare Complex oiTer das Stralilenge winde. 

I. 

7 Das Strahleßgebüsche, den Inbegriff alier Strahlen, welche eine 

feste Gerade treffen, haben wir als Strahl eneomplex 1. Grades erkannt, 
aber auch schon bemerkt, dass es nicht der einzige oder vielmehr der 
allgemeine Complex 1. Grades ist. um zu demselben zu gelangen, 
müssen wir uns zur Betrachtung des (gemeinen) NuUsyatems wenden, 
mit dem er, wie wir sehen werden, innig verbunden ist. 

Die räumliche Correlation oder Reciprocität , deren allgemeine 
Eigenschaften ich als bekannt voraussetze,*) hat zwei Fälle, in denen 
sie involutorisch wird, d. h. in denen die jedem Punkte (jeder Ebene) 
in beiderlei Sinne entsprechenden Ebenen (Punkte) durchweg zusam- 
menfallen. Der eine ist der Fall des Polarsystems (der Polar-Reci- 
procität), in welchem zwei entsprechende Elemente Pol und Polar- 
ebene in Bezug auf eine Fläche 2. Grades sind. Er wird bekanntlich 
am besten daran erkannt, dass es Tetraeder giebt, deren Ecken als 
Punkten des einen Baumes die Gegenebenen im andern entsprechen. 

Der zweite hier für uns wichtigere Fall ist der des Nitllsyslems, 
hei welchem jeder Punkt in seine entsprechende Ebene fällt**) 

*) Vergl. Reye, Geometrie der Lage, Abtlicilung II (Hannover 1. Aufl. 1868, 
2. Aufl. 1880) die ersten Vorlesungen. Ich ziehe daa Wort Correlation vor, weil 
es einen beqiemeieu Plural hat und überhaupt Biet glätter auaspreehen läsBt. 
Auch ist es \on \ortheil daa Wort „reciprok" nicht auf den Fall der linearen 
reciproken Beziehnng — 1 e welcher einer geraden Punttreihe ein Ebenenhüschel 
entspricht — beschranken au müssen. 

**) Die erste IinterBiichung des Nullajfitems geschah durch Giorgini (Me- 
niürie della Sicieta italuna delle Science Bd, 20, 1827), dann durch Möbiue, 
Chasles, von btiudt In Bezug auf Mübius sehe man Geeammelte Werte 
Bd. 1 S. 487 (oder Jonmal für Mathematik Bd. 10 (183.S) S. 317) und Bd. .1 
S. 112ff. (Lehrbuch dei- StatiV, 1837, g 91 ff.) , in Bezug auf Standt, Geometrie 
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Machen wir uns zuaächst klar, dass, wenn die FUnMe des einen 
Baumes 2? dwchweg in ihre entsprechenden Ebenen im andern Baume X", 
fallen, dann nothwmdig die CorrelaUon involutorisck ist. Dem Punkte X 
entspreche also die durch ihn gehende Ebene §,; es sei dann y ein 
Strahl des Büschels (X, |,); die ihm entsprechende Gerade y^ muss 
in li liegen. Wenn sie von p verschieden wäre, so würde es durch 
y^ nur 2 Ebenen geben, welche ihren entsprechenden Punkt auf y 
enthielten, nämlich die Ebene »/J/i F^ l[ und die dem Punkte Zi^yy^ 
entspreclieude; während n. V. jede Ebene von £, durch ibren homo- 
logen Punkt in 27 geht. 

Folglich ist jede Gerade von (X, li) mit ihrer entsprechenden 
identisch; daraus ergiebt sich aber, dass die Ebene, welche, in 2^, 
irgend einem Punkte von 1,, als Punkte von 2^, entspricht, durch die 
Gerade geht, welche ihn mit X verbindet, und also durch X; d. h. X, 
als Punkt von S^, entspricht der 1^, wenn sie zu 2? gerechnet wird. 

Wir haben jedoch noch festzustellen, dass cj«e solche Correlation 
mit äuichiveg inddmtm entsprechenden Pimhten und Ebenen iiberhaupt 
moghch ist 

Eine Correlation ist bekauntlieh eindeutig festgelegt durch 5 
Punkte des einen Raumes und ihre homologen Ebenen im andern. 
Wenn nun ABCDE ein räumliches Fünfeck ist, so lassen wir jeder 
der Ecken, als einem Punkte von S, die Ebene der beiden in ihr zu- 
sammenstossenden Seiten, die Winkelebene der Ecke, entsprechen, 
also der A die EAB, der B die ABC u. s. f. In A, als Punkt von 2^,, 
schneiden sich die Ebenen DEA, EAB, ABC, also muss ihm in 2,' 
die Ebene correspondiren, welche deren entsprechende Punkte ver- 
bindet, die Ebene EAB. 

Hinsichtlich der 5 Punkte A, . . . E haben wir also schon in- 
volutorischea Verhalten; daraus folgt durchgängiges derartiges Ver- 
halten. Denn durch die gegebenen Paare entsprechender Elemente 
sind die übrigen correspondirenden Elemente bestimmt; die Vertau- 
schung der beiden Räume ändert jene nicht, mithin auch nicht diese. 

Wie bei den gegebenen, so findet aber auch bei den weiteren ent- 
sprechenden Elementen durchweg In cidenz statt. Ersichthch entsprechen 
die 5 Seiten d»s Fünfecks sich selbst; aber auch der Strahl im Büschel 

der Lage (Nürnberg 1847) g 24 nnd Beitrüge zai- Geometrie der Lage, 3 Hefte 
(ebenda 1856—60) § 34. — Eine interessante UeberfOhrung eines Polarsyatema 
in ein Nullsystem hat G. Hauck bemerkt: Zeitsohr. für Matheni. Bd. 31 S. 362. 
Das Polarsystem ist dasjenige eines Kotationeparaboloids und die Ueberfiihrung 
geschieht durch Spiegelung in der Selieitel-Berührungs ebene und Drohung um 
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(Ä, EAB), welcher die Gegenseite CD von A trifft, entspriclit sich 
selbst, weil sein eotsprech ender auch zu (Ä, EAB') gehören und CD 
treffen muss. Folglich hat dieser Büschel 3 sich selbst entsprechende 
Strahlen. 

Alle Strahlen der 5 Büschel [Ä, EAB), {B, ABC), . . . ent- 
sprechen sich selbst. Jeder Punkt in einer dieser 5 Ebenen EAB, . . . 
liegt daher in seiner entsprechenden Ebene; mithin incidiren auf jeder 
Geraden 5 Punkte mit ihren entsprechenden Ebenen im correapon- 
direnden Büschel, und demnach müssen es alle thun. 

Damit ist die Möglichkeit des Nullsyatems nachgewiesen.*) 
^o Im Vorangehenden hat sich ergeben, dasa jeder Strahl eines durch 

PunM und entsprechende Ebene bestimmten Büschels sich selbst entspricht. 
Obwohl wir co^ solche Strahlenbüsche! haben, umfassen ihre Strahlen 
doch nicht oo* sondern nur oo^ Strahlen, indem für jeden Punkt 
eines solchen Strahles auch die entsprechende Ebene durch ihn geht 
und er also zu oo' derartigen Strahlenbüscheln gehörte 

Mithin erzeugen diese oo^ StroJden, welche man die Leit- oder Null- 
strdhlen des Nullsystems nennt, einen Complex. Derselbe ist 1. Grades, 
denn jeder beUebige Strahlenbüschel (X, i;) enthält einen, nämlich die 
Schnittlinie von i; mit der X entsprechenden Ebene |,**) die ja durch 
2 geht. Da auch rj durch X. geht, so muss, nach der Eigenschaft 
der Correlation, der 7] entsprechende Punkt Y in % und, wegen des 
Nullsystems, auch in i? liegen, also auf '%■)}, so dass der Strahl gi; sich 
auch auf die duale Weise als XZ" ergiebt. 

So sind wir zu einem Complexe 1. Grades gelangt, der aligemeiner 
ist als das StrahlengebOsche. 

Wir nennen die im Nullsysteme einem Punkte X zugehörige 
Ebene | seine Nuüebene und X den Nullpunkt von |; vielfach werden 
dieselben Benennungen: Pol und Poiarebene, wie bei dem Polarsysteme 
und der allgemeinen Correlation, gebraucht; Chasles sagt: foyer und 
plan focal. 

Der Complexltegel des linearen Complexes der NullstraJilen aus einem 
beliebigen Funkte X ist der Sirahlenbüsdid (X, |) in der X mgehörigen 

*) Vergl. Staudt, Geometrie der Lage Nr. 326; Beye, Geometrie der Lage 
2. Abth. 10. Vortrag der 2. Aufl.; unter „Reje, G. d. L. 11" ist stets diese Auf- 
lage verBtauden. 

**) Weil die Beziehung involutorisct und es also gleiehgiltig iat, ?.\i welchem 
Eanme ein Element gehört, ist der Zeiger 1 überflässig geworden; entspreehende 
Punkte und Ebenen bezeichnen wir deshalb durck entap rechende lateinische und 
gviechisehe Buchstaben, entsprechende Geraden dui'ch denselben Buchstaben, bei 
der einen aeceiituirt. 
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NuUebene |, die Complexcurve einer Ebene | ist der Sirahlenbilsdiel in 
ihr um ihren NuUpunkt 

Bewegt sich X auf einer Geiaden g so dtehf sid) die NuUebene 5 
um die entdeckende Geiadi, g 

Da jeder Punkt von g ait illen diesen ^ liegt so geht bcme 
Nullebene durch alle i. also durch g fiJil I Jdbni Ji le itn C 
roden g und g' reciproJbett Verhalten 

Sie sind windsdiief gegen einander weil sonst nicht m ^l ch wue 
dass jede Ebene durch die eine ibreo Nullpunkt auf der andern hat 
Sobald sie einen Funlt gemein Jiiben fallen bie gan,, ubammen denn 
die Nullebene des gemeinsamen Punktes geht durch beide also werden 
sie Leitstrahlen; diese aber ent&jrecheu Sich selbst. 

Wir nennen zwei solche im N ill ysteme einander entsprechende 
Geraden am einfachsten und richtigsten Polate» von einander in Bezug 
auf das Nullsystem ebenso wie man entsprechende (reraden der all 
gemeinen Correlation Polaien nennt bisweilen weiden sie zugeordnete 
oder conjugirte Geraden genannt 

Ist also ein Punkt mit der emen von zwei Polaien incilent, so 
ist seine Nullebene mit der andern meident und umgekehit 

Die Polaren der rrer^den in d& m endlicf fetnen Ebene @ heisseu 
die Durdimesser des Nullsystems ste sind alle untei emandet paiallel 
da sie nach dem Nullpunkte von IS hingehen Die ^uUebeneti äet 
versdtiedenen PunJcte e nes DuichtneSbeis sind unter etnaiider payallel 

Der Durehmesser zu dem die Nuliebenen seiner Punkte noiiual 
sind, dessen Polare (m Bezug auf das Nullsystem) also zum Nullpunkte 
von @ nach dem unendlich lernen K.ugelkreia oder nach der absoluten 
Curve S^*) polar ist heisst die Äxe (oder Hauptaxe) des NuUsystems 

Jeder Leitstrahl ds Niilhystems uilchci die ene ton guei Polaitn 
trifft, schmeidet auch die andere 

Jede Gerade, welüic swei Polaten tnjft ist ein Lcttstt iM 

Folglich trifft jeder der 00^ Strahlen, welche zwei Polaren und von 
einem weiteren Paare von Polaren die eine schneiden, auch die andere. 

Demnadi sind zwei Paare von Polaren des Nnlhysiems immer 
4 Gerade einer Megelschaar. Die vnihnndene Hegelsehaar besteht aus 
lauter Leitsfrdhlen. Jede weitere Gerade aber der ersteren Pegelschaar 
hat ihre Polare ä)enfalls in derselben, weil die Polare diese Leitstrahlen 
auch treffen muss. 

*) The Absolute nennt ihn Cajley in dem Sixth Memoir npon Quantics 
(Pkiloa. Trausactions für 1859 lid. 149) Nr. 309—230; bei Staudt heiast er Nor- 
malkreis (Beitr, zur Geoni. der Lage Nr. 194), coiirbe omLiiicale bei franaösisclien 
Schrift steilem. 
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Wegen des reciproken Verhaltens poliirer Geraden folgt weiter, 
dass die ersiere Schaar durch die Paare der Polaren invöltitorisch wird 
und in den Dqppelstraklen dieser Involution zwei Leitstraftlen eaßiait. 

Beide RegeUchaareu sind durcii 3 Strahlen der zweiten Schaar 
bestimmt; also: 

Die durch i) Leihtrahlen eines Niiüsystems bestimmte Hegelschaar 
bestellt aus lauter Leitsiraklm und gehört daher ganz sum linearen Com- 
l}lexe; die verbundene Schaar besteht aus einer Involution von msammm- 
gehörigen Polarmi und enthält äwei Leitstrahlett. 

Jede swei Polaren sind die Leitlimen eines Strahlennetzes (Nr. 7) 
von lauter Leitstrahlen, das also vollständig mm Complexe gehört; solcher 
Strahlennetse giebt es also ao*. 

Singegen gieht es co^ Pegelsehaaren von Leitstrahlen; denn man 
kann aus den c»^ Leitstrahlen des Nullaystems auf oo" Weisen drei 
zur Bestimmung einer Hegelschaar herausnehmen, jede dieser ßegel- 
schaaren aber kann auf oo^ Weisen aus 3 ihrer Geraden abgeleitet 
werden. 
9 Vier beliebige Funkte A, B, C, D und ihre Nullebenen a, ß, y, S 

geben 3 Tetraeder T und T, von denen jedes dem andern um- und ein- 
geschrieben ist.*) 

Denn nicht nur gehen «, ß, y, ö bezw. durch Ä, B, C, D, son- 
dern, da aßy, aßd, ... die Nullpunkte von ABC, ABB, ... sind, 
so liegen auch jene bezw. in diesen. 

Sind aber die Gegenkanten AB und CD polar, so fallen beide 
Tetraeder zusammen, und jede zwei Gegenkanten sind polar. 

Die Ebenen BCD, CDA, DAB, ABC seien mit «', ß', y, d" 
bezeichnet und ihre Nullpunkte ßyd, yda, daß, aßy mit A!, B', C, IX. 
In a' = BCD liegen B, C, D, Ä, in « = B'CD liegen £', C\ D', A; 
folglich enthält das Ebeuenpaar aa alle 8 Ecken der beiden Tetra- 
eder und ebenso liegen sie in ßß', yy, öd'. 

Die S Ecken der leiden Tetraeder sind also die Grundpunkte eines 
Fläehennetzes 2. Ordnung oder 8 associirte Punkte, die 8 Ebenen 8 asso- 
ciirte Ebenen. 

Die für das Folgende nichtige Vertheilung der 8 Punkte in den 
S Ebenen ist: 

«: B-, C, ly, A; ß: C, D', Ä, B; y. D, A', B', C; ö: A', B, C, D; 
cc'. B, C, D, A'; ß': C, D, A, B ; y: D, A. B, t , ö' A, B, C, D\ 

*) Die Mögliolilieit solcher awei Tedraeder eikaaute aueist Möbius, wes- 
halb wir sie MÜbiun'eche Tetraeder nennen woUen Ge-ammelte Werke Bd. 1 
S. 439 (Journal fSr Matheni. Bd. 3 S. 273, 182ä), vtrgl auch f-teiner, Sj-ste- 
matische Entwickelung Kr. 58 (Gesammelte Werke Bd 1 S 405) 
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Die 3 ersten Punkte sind je die Ecken des Tetraüders, zu dem 
die Ebeoe gehört, der vierte ist ihr Nullpunkt. 

Zwei Ecken, wie A und A', zu verschiedeneu Tetraedern gehörig, 
vou denen jede der Nullebene der andern gegenüberliegt, sollen ent- 
sprechend heissen, ebenso ihre Nullebenen a und «'. 

Bei einem Tetraeder, wie ABGD, besteht nuu der folgende Satz:*) 

Der Punktwurf, in welehem eine belid>ige Gerade die Seilenflächen 
eines Tetraeders sdineidet, ist stets m dem Ehenmwurfe projectiv , durch 
welchen aus derselben Geraden die Gegenecken prtyidrt werden. 

Die Gerade g schneide die Ebenen a' ^ BGB, ß', /, d' in ?t, 9i, 
ß, 35; dieser Puuktwurf 31S8ES) werde aus B auf d" projicirt nach 
Sf', S9', 6', S); 31', S8', E' liegen auf BC, CA, AB. 

Diesen neuen Punktwurf projicirt man aus A auf .BC in SCCiiS)"; 
also ist: 

ff («', ^, /, ö') = 91^62) A rS-e-S) A WCB^". 

Aus dem Ebenenwurf g{A, B, C, B) entsteht durch Schnitt mit 
S' der Strahlenvrurf 'S>(A, B, C,W); denn DStSt' liegt m gB. Sein 
Schnitt mit BC ist ®"j9C9t', da S>" auf A'S) liegt. Also ist: 
g(A, B, C, 7)) A S) (A B, C, W) A ©"BCSl' A St' CBS"; 
und demnach: 

s{B',/i',/,(r)Aj(^,jj, c,ii). 

Kehren wir zu unsern beiden Tetraedern zurück unt! nehmen an, 
dass g ein Leitstrahl des Nullsystems sei; so sind g {a , ß' , y S') die 
Nullpunkte von g{Ä,B',C',B'), also, infolge der Cor relations-E i gen- 
schaft: g{a, ß', y, d') A ff{-Ä', ß', C, B'). 

Demnach: 
g {A, B, C,I))7\g («■, ß', y, ä-) A g U'- -ß'. C'> iy)7\<J («, ß, 7, Ö). 

Die Ecken unserer beiden Tetraeder T und T' werden also aus den 
Leitstrahlen des NtiUsystetns oder den Slrafilen des Complexes 1. Grades 
durch projecUve Ebenenwürfe prc^icirt, wobei entsprechende Ebenen der 
Würfe nach entsprecJienden Ecken gehen. 

Dual, die Ebenen de»- beiden Tetraedei- schneiden die näjnlichen Ge- 
raden in prtyectiven Punkkmrfen, tvobei ebenfalls entsprechende Punkte 
in entsprechenden Ebenen liegen. 

Alle vier Würfe, die sich bei einem Leit- oder Conq'ilexstraldc er- 
geben, sind projectiv. 

Nun ist aber der vollständige Ort der Strahlen, auf welchen die 
beiden Tetraeder T und T' mit ihren Ebenen projeetivc Purikiwürfc ein- 

*) Staiidt, Beiträge zur Ceomttrie der Lage Nr. 35. 
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schneiden und welche, wegen des Staudt' sehen Satzes, nach den Ecken 
derselben pr(^ectwe Ebenenwürfe senden, ein Complex 4- Grades. 

Denn bekanntlich umhüllen alle Strahlen einer Ebene, welche 
von einem in der Ebene gelegenen Vierseite in einem Punktwurfe 
geschnitten werden, der zu einem gegebenen Wurfe projectiv ist, 
einen Kegelschnitt. Also entsteht in einem Strahlenbüschel (P, ra), 
dessen Ebene « die beiden Tetraeder in den Vierseiten abcd, a'b'c'd' 
schneide, eine Correspondenz [2, 2], in der zwei Strahlen x und x' 
einander entsprechen, bei denen x(a,h, c, d) 'J\ x'{d, h', c, d'). Die 
4 Coincidenzen (Nr. 12) beweisen den Grad des genannten Compleses. 

Zu diesem Complexe 4. Grades gehört in unserem Falle der lineare 
Complex der Leilslrahlm des Nullsystents. Weil beide in sieh dual sind, 
so muss es auch der yerbleihende Complex 3. Grades sein. 

Eine gerade Linie auf einer Fläcbe F eines Plächennetzes 2. Ord- 
nung wird von einer andern Fläche des Netzes in zwei Punkten ge- 
schnitten, die auf allen Flächen des beide verbindenden Büschels des 
Netzes liegen; also wird die Gerade von allen Flächen des Netzes in 
derjenigen Involution geschnitten, in der irgend ein Büschel des Netzes, 
welcher die F nicht enthält, ihr begegnet. 

Folglich wird jede Gerade m auf einer Fläche des Netzes durch 
die 8 Punkte A, B, . . . D' von den 4 Ebenenpaaren aa, ßß', yy, dS', 
die ja zum Netze gehören, in 4 Punktepaaren geschnitten, die in In- 
volution sind; also; 

uia,ß,y,d)T{u{a;ß',y,d'). 

D. h. der cuhisdie Complex dei Getadeft auf den FUt(htn totscus Netzes 
(A, B, . . ., D') (Nr. 6) ist d&) ergänzende CompUx 3 Gtades 

Und da er in sich dual ist so ist er zugleich der cubische Com- 
plex der Geraden auf den Fhehen dei fechaarschaar {aß ,8). 

Bas Neig der Fluchen 2 Gtadet, F, die duich die 8 Ecken unserer 
beiden Möhius' sehen Tettaeäet gehen und die Scliaai scliaa} der Flächen 
2. Grades O, welche amen 8 Ebenen betaJtren, haben auch die Besiehung, 
dass jede Gerade, welche auf emei Flache des einen Systems sich heßndet, 
auch einer Fläche des andern angehört, odei kiiizer der citbische Com- 
plex ihrer Geraden ist ihnen gemeinsam 
50 Zu den beiden Systemen dei F und der ^ gehören diei leicht 

nachweisbare einmanteiige Hyperboloide. 

AB und aß^C'jy, CD und yd^A'B' sind zwei Paare von 
Polaren des Nullsystems ; also gehören die beiden Paare von ent- 
sprechenden Gegenkanten AB, CD; A'B', C 1/ von T und T' zu 
einer Regelschaar; die Trägerfläcbe geht durch alle 8 Ecken und be- 
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rührt alle f? Ebenen, Die andere Schaar besteht daher aus lauter 
Leitstrahlen; der durch Ä gehende muss in « liegen uni3 die Spur JB' 
von Ä' B' in « enthalten und deshalb in die ß' fallen. Folglich ge- 
hören zur andern Schaar: 

AB', BÄ\ CB\ BC, 
welche wir auch als aß', ßa, yö', Sy bezeichnen können. 

Die 3 Hyperboloide enthalten daher in ihren beiden Schaaren je 
die Geraden: 

{E^ AB, CD, ÄB; C'B'; AB', BÄ, CD', DC; 
{H^) AG, BD, A'C, B-D'; AC, CA', BD', DB'; 
(fig) AD, BC, Ä'D', B'C; ABf, DA, BC, CB'. 

Weil das Vierseit ABA'B' auf S^ liegt, so sind seine Diago- 
nalen äA', BB' polar in Bezug auf H^, und ebenso CC, DD'. 

Es seien mm q, q die Treffgeraäen dieser 4 Verbindungslinien 
a ^ AÄ, h ^ BB', c ^ CC, d ^ Dlf entsprechender Eeken der beiden 
Tetraeder. 

Die Polarebenen, in Bezug auf H^^, der vier Punkte q(a, h, c, d) 
gehen durch h, a, d, c; d. h. die Polare von q nach ^i ist q; ebenso 
sind q und q' polar nach H^^ und ^3. 

Die beiden Treffyeraden sind daher gemeinsame Polarett für alle 
Flaclien F und *,- äe theilen also alle 4 Strecken AA', BB', CC, DD^ 
harmonisdi. 

Sie treffen aber auch die 4 Schnittlinien a^'^ar^, b^^^ßß', Ci^yy, 
dl ^ SS' und trennen die Ebenenpaare aa, . . . harmonisch. 

Denn weil diese Ebenenpaare zum Netze der F gehören, so müssen 
die Polaiebenen irgend eines Punktes von q, welche sich ja in q' 
schneiden, bezw. durch a^, bi, c,, dj gehen, also schneidet q' und 
ebenso g diese 4 Geraden.*) 

Zwei Tetraeder, deren Ecken 8 assoeiirte Punkte bilden, sind, 
nach Hesse's Satz, stets Polartetraeder einer und derselben Fläche 

2. Grades.**) 

Demnach führen die 4 Tetraoder-Paare: 
ABCD, ÄB'CD', 
ABC'jy, ÄB'CD, 
AB'CU, A'BCD, 
AB'CD, A'BCD', 

*) Vergl. Schi-ötei-, Journal für Mathematik Ed. 93 S. 143. 
*•) Eease, Vorlesungen ■über analytiäcte Geometrie des Eaumea S. 198 der 

3, Auflage; synthetische Beweise des Umkehrnnge- Satzes, aus denen leicht der 
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von denen das erste aus unsern 'J'etraedern T, T' besteht, und welche 
durch ihre Ebenen bezeichnet 

aß'y'd', ecßyä, 

ßad'y, ß'aöy, 



heissen, zu vier Flächen 2. Grades S, Si, ä^, Sg. 

Auch die 3 neuen Paare bestehen aus zwei Möbius'sehen Tetra- 
edern; denn z. B. in den Ebenen ß, a, S' , y des linken Tetraeders 
des zweiten Paares Hegen die Ecken A, B', C, D des rechten und 
in den Ebenen ß', a, d, y des rechten die Ecken A, B, C, I)' des 
linken. 

Sie haben dieselben entsprechenden Ecken und Ebenen, .wie T 
und 2", führen also zu denselben Verbindungs- und Schnittlinien 
«,..., d^ und denselben TrefPgeraden 5 und q. 

In Bezug auf S sind a^AÄ und a^TT2aa polar, ebenso h und h^ , 
c und Cj, d und d,. Der Punkt o, ß hat aB" ^AA'B' zur Polar- 
ebeue; in ihr liegt AB':^aß' uud damit der Punkt auß' t^z a^ß'. 
Demnach sind a^ß und «1^, a,y uud a^y , a^d und a^d' in Bezug 
auf S conjugirt; da aber die Treffpunkte von «^ mit q, q' zu denen 
mit ß, ß'; y, y; d, tf harmonisch sind, so liegen jene und ebenso h,q, 
\ Q, . ■ . auf S und folglieh die ganzen Geraden q, q'. 

Die ieiden Geraden q, q' sind allen 4 Flächen S, Si, S^, iSg, ge- 
meinsam; in Bezug auf S^ sind a und &;, b und et,, ... polar; zum 
Punkte a, ß ist polar die Ebene bA^BB'A, welche auf B' A ~' aß' den 
Punkt aa ß' ^£: a^ß" enthält, der also auch hier zum a^ß conjugirt ist. 

In der geschaart-involutorischen CoUineation, von welcher q und q' 
die Äxen (Ordnung slinien, Invoiutionsasen) sind und zwei Punkte ein- 
ander entsprechen, die auf einer die Äxen treffenden Geraden liegen 
und durch die Axen harmonisch getrennt werden , *J sind A und 
A', ..., a und a.', ... entsprechend. Lassen wir dieser CoUineation 
das Polaraystem in Bezug auf S folgen (oder vorangehen), in dem dem 
A' die a entspricht, so erhält man eine Correlation, in welcher den 
8 Ecken ihre Nullebenen in unserm Nullsystem correspondiren, also 
d 15 Nullsystem selbst 

ÜPweiB für den obigec '^ntz abgekilot werden kann, sehe man: Bischoff, Annali 
dl Matematica Sei II Bd b S 232, Si,hrötet, Theorie der Oberflächea a. Ord- 
nung 8 707 

*) Siaudt, Geometne dei Lage | 17; Eeje, G. d, L. 11 17. Vortrag. — 
Icli will diese CoUineation, die bei Reye „geacbaart-involntoriaches System" 
beiBst, kurzer, nach dem Beispiele italienischer Geometer, tvindscMefe Involution 
(mTolozione gobba oder rigata) nenntn. 
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Eine Gerade von S, die zur andern Seliaar gehört, als q und q', 
wird sowohl durch die windschiefe Involution, als auch durch das 
Polarsystem, mithin auch durch das Nullsyatem in sieh selbst trans- 
formirt Folglich gekört die q und q nickt enthaltende Sckaar von S 
mm Complexe der Leitstraklen des Nullsystems. 

Ich beschränke mich hier darauf, blos noch zu erwähnen, dass 
von den drei andern Flächen S,, S^, S^ gerade die q, q' enthaltenden 
Regeischaaren zum genannten Complex gehören und dass jede der 
4 Flüchen S zu sich selbst polar ist nach jeder der drei andern, so 
wie nach den 3 Hyperboloiden H^, S^, S^*) 

Behufs der Bestimmung eines Nullsystems kann man zu zweiÖ 
Punkten A, B die Nullebenen a, ß beliebig durch sie hindurchgehend 
geben. Ist nun C ein dritter Punkt, so ist der Strahl c aus ihm, 
weicher AB und aß trifft, weil diese polar sind, ein Leitstrahl, also 
müssen wir die Nullebene y von C so geben, dass sie durch c geht. 

Weil c in die Ebene ot^ABC fällt, so kommt diese Bedingung 
für y darauf hinaus, dass der Punkt 7^ aßy der Ebene o angehört, 
welche ja seine Nullebene werden muss. 

Sind nun A, B, C und ikre Nullehen&i a, ß, y so gegeben, dass 
der Funkt aßy in die Ebene ABC fällt, so ist das Nullsystem voll- 
ständig und rnndefutig bestimmt. 

Wenn B, F die Schnitte von a, ß mit einem beliebigen Strahle 
des Büschels (C, y) sind und B ein beliebiger Punkt auf aß ist, so 
bestimmen wir, nach Nr. 47, das Nullsystem vermitteist des Fünfecks 
ADBFE. Die Punkte A und B haben dann in der That EAD^a, 
DBF^ß zu Nullebenen, AB und aß sind polar, also ist der Strahl 
c aus C, welcher beide trifft, ein Leitstrahl; EF, der durch C geht, 
ist es als Seite des Fünfecks ebenfalls, und demnach ist y, welche 
beide verbindet. Nullebene von C**) Jedem weiteren kniete X ist 
eine einsige Ebene zugeordnet: sie enthält die 3 Strahlen aus X, welche 
bezw. BC und ßy, CA. und ya, AB und aß schneiden, und ist durch 
zwei von ihnen bestimmt. 

Die 3 Strahlen fallen in der That in eine Ebene. Wenn nämlich 
A', B", C ihre Schnittpunkte mit ßy, yu, aß sind, so sind die beiden 
Tetraeder ABCX und A'B'G'O einander ein- und umgeschrieben. 
Von den Ecken des zweiten liegt in ABC, A! in BGX, da XA' 

*) Man sehe zum Beweise den Aufsatz von Caporali und Del Pezzo, dem 
ich Nr. 49, 50, mit einigen Aenderungen, entnommen habe: Introduzione alla 
teoria delli) spado rigato (Caporali, Memorie di Geometria, Neapel 1388, S, 270); 
ioli werde ihn künftighin kuta Caporali-Del Pezzo eitiren. 
**) Reye, G. d. L. H S. 72. 
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die BC trifft, ebenso B' und C in CAX und ABX\ von den Ecken 
des ersten liegen A, B, G in B'C'O, C'ÄO, A'BO bezw,, d. h. in 
ft, ß, y. Es bleibt noch darzuthun, dass X in A' B' C liegt, womit 
dann aueli unsere Behauptung bezüglich der 3 Strahlen bewiesen ist. 

Auf der Schnittlinie s der beiden Seitenflächen o^ABC und 
A'B'C liegen die Schnittpunkte der 6 Kanten, welche sich in diesen 
Ebenen befinden, 

St, S8, S mit BC, CA, AB, 
?l', SS', 6' mit BC, CA', AB. 

B, C liegen beide in a, welche ra in OA schneidet; also sind 
St', So', ©' die Schnittpunkte von {A, B, C) mit s, und 

9t, r; S8, SB'; ©, S' 
sind, als Schnittpunkte der Gegenseiten des vollständigen Vierecks 
OABC, involntorisch gepaart. 

Folglich müssen in der Ebene A'BC, weil Sl', ^, (5' die Schnitte 
von s mit den Seiten von A'B'C sind, die 3 Verbindungslinien der 
zu ihnen gepaarten Punkte St, S8, S je mit den Gegenecken A', B, C 
in einen Punkt zusammenlaufen, der A' B C zum Vierecke ver- 
vollständigt. 

A'% jß'SS, Ce sind aher die Spuren, in A'BC, der Ebenen 
BCX, CAX, ABX; folglich ist der Schnittpunkt X dieser 3 Ebenen 
der erwähnte Concurrenzpunkt, also, wie behauptet, in A'B' C gelegen.*) 

Ebenso laufen, dual, in jeder Ebene | die Verbindungslinien der 
Spuren von BC und ßy, CA und ya, AB und uß in einen Punkt 
Kusammen: den Nullpunkt von |. 

Wenn also das Tetraeder A' B'C'B' ^. aßyä gegeben ist, so legen 
wir A, B, C so in die Ebenen a, ß, y, dass die Ebene ABQ durch 7/ 
geht. In dem durch A, B, C; k, ß, y bestimmten Nullsysieme sei D 
der Nullpunkt von S, dann ist ABCD ein Tetraeder, das dem ge- 
gebenen zugleich ein- und umgesehriehen ist, — 

Da nun, wenn A, B, C gegeben sind, ce, ß je in oo^, y dann aber 
nur in oo' Lagen gewählt werden kann, so folgt; 

Es giebt öo" NttlJsyslemc und gu ihnen gehörige lineare Complexe. 

Zu dem nämlichen Ergebnisse gelangen wir auch vermittelst der 
Fünfecke, bei denen jeder Eckpunkt seine Winkelehene zur Nullebene 
hat (Nr. 47). Jedes Nullsystem besitzt deren oo'"; denn die erste 
Ecke kann in oo' Lagen gewählt werden, für 3 weitere ist eine 
Ebene, die Nullebene der vorangehenden, vorgeschrieben, in der sie 

*) Vergl. Caporali-Pezzo. 
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liegen soll, für die letzte zwei Ebenen, die Nullebeuen der vierten 
und der ersten; also sind jene in (X)*, diese in oo^ Lagen wahlbar, 
und jedes Nnllsystem lässt sich also auf oo^" Weisen nach Anleitung 
von Nr. 47 herstellen. Da es nun ao^° Fünfecke im Baume giebt, so 
folgt, dass oo'^'" Nullsysteme möglich sind, — 

Es seien 1, 2, 3, 4, 5, 6 sechs beliebige Punkte; durch das Fünfeck 
12 345 denken wir ein Nullsystem bestimmt; in Bezug auf dasselbe 
sind 2 5 und (12 3, 4 51) polar und demnach bat die Ebene 52 6 den 
Punkt (123, 451, 526) zum Nullpunkt, welcher in der Nullebene 
von 6 liegt. 

Oonstruirt man also aus 6 heUeUgen Funkten 1, 2, 3, 4, 5, 6 die 
5 Funkte: 

(123,451,526), (234,512,136), (345,123,246), 
(451,234,356), (512,345,416), 
so liegen diese alle in eine? durch 6 gehenden Ebene *) 

Durch 4 Gerade da nämlichen Fegehchaai, weJdie iniiei Faare Po- 52 
laren l, V ; m, m' hilden sollen, ibt das NuUsyslem ebenfalls eindeutig be- 
stimmt. Wir legen Ä, B auf l, die Nullebenen a, ß also durch l', 
G auf m; dann gehört die Geiade c aus C, welche AB^^l und aß^it 
trifft, der andern Sehaar an und wird von der Ebene Cm' in sich 
aufgenommen, so dass diese die Nullebene y sein kann. Das durch 
Äf a; ß, ß; C, y bestimmte Nuiisystem hat l, V zu Polaren; die 
Polare von m muss in y liegen, andererseits aber der Regelsebaar 
{^Tm)**) angehören, folglich muss sie m sein. 

Durch die Paare IV , mm ist die Involution in der Eegelschaar 
(Nr. 48) vollständig bestimmt. Jede Ebene schneidet sie in einer co- 
nischen, d, h. auf einem Kegelschnitte gelegenen Involution, die Ver- 
bindungslinien gepaarter Punkte derselben sind, weil sie zwei polare 
Geraden zugleich treffen, die in die Ebene fallenden Leitstrahlen, und 
das Centrum dieser eonischen Involution ist also der Nullpunkt; die 
duale Construction führt zur Nullebene eines Punktes. 

Damit ist die Eindeutigkeit der jetzigen Bestimmung dargethan. 
Auch aus ihr ist es leicht, die Mannigfaltigkeit 5 der Nullsysteme 
abzuleiten. 

Jedes Nuiisystem hat, wie wir wissen, co*^ Kegelschaaren von 

*) Den dualen Sata hat Schröter durch elementar stereometrisclie Be- 
traehtangen bewiesen Journal f Mathematik Bd. 100 S. 241 

**j Die Eegelaohaai, in wekhei die Geraden a, b, c gehoiea, soll künftig 
durch (uttl, diejenige aher, /u deien Leitachaar a, &, c gehöien, durch [ahc] 
bezeichnet meiden, die gemeinsamv Trägerfläche ebenfalls mit iabi) 
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Leitstralilen , also ebenso viele involutorische Regelsehaaren von Po- 
laren- Paaren. Dies ergiebt sich auch daraus, dass es auf oo^-^ Weisen 
möglich ist, zwei Polaren-Paare Basammenzustellen, jede durch zwei 
solche Paare definirte Involution aber in oo^ Weisen so bestimmt 
werden kann. 

Auf jedem Gebilde, das eine Involution tragen kann, kann man 
ferner oo^ Involutionen herstellen; also giebt es os*+'^ involutorische 
Regeischaaren, und demnach oo^'~^ Nullsysteme. 

Ein Specialfall der nun betrachteten Bestimmung ist der, bei 
welchem in dem einen Paare von Polaren die beiden Geraden zusam- 
menrücken, also die Bestimmung des Nullsystems durch ein Faar von 
Polaren und einen Leitstrahl. Die 3 Geraden bestimmen noch die 
Rftgelschaar; was nicht mehr der Fall ist, wenn auch die beiden an- 
dern Polaren sich vereinigen. 

Statt zweier Polaren hann man 3 Punkte und ihre Nullebenen oder 
ztvei Straklertbiischel des Compkxes gehen. 

53 Die interessanteste Bestimmung aber des Nullsystems ist die durch 

5 Leitstrahlen. 

Wenn a, i, c, d, e dieselben sind, so bilden wir aus ihnen zwei 
Quadrupel abcd, aOce; jedes hat 2 Treft'geraden Z, l' ; m, m' ; die- 
selben gehören alle 4 zur Regelsehaar [fl^jc], also ist durch sie als 
2 Paare von Polaren das Nullsystem bestimmt, und alle Strahlen, 
welche l und V oder m und m' treffen, darunter die 5 gegebenen 
Geraden, sind Lei t strahlen desselben. 

Oder man benutzt bloa das eine Quadrupel abcd und seine Treff- 
geraden l, V , legt A, B auf l, a, ß durch l', C auf e und y so durch e, 
dass aßy auf ABC fällt. 

Will mau die etwaige Imaginarietät von l und l' umgehen, so 
verbinde man zwei reelle Punkte der Flächen (abc), (cde) durch die 
Gerade r, welche von jeder der Regeischaaren (abc), (cde) zwei reelle 
Geraden öJj, b^; Cj, d^ trifft; durch diese ersetzt man a, b, c, d und 
hat dann ein Quadrupel mit zwei reellen Treffgeraden r, r . Zu dem 
durch a,, b^, c^, d^, e bestimmten Nullsystem gehören die Regel- 
schaaren (%, b,, e), (c,, d^, e) von Leitstrahlen und in ihnen die ge- 
gebenen Geraden.*) 

Jedes Nulisystem hat oo^-^ Quintupel von Leitstrahlen, an sieh 
enthält der Raum, oo*-^ Quintupel von Geraden; folglich haben wir 
oßSo— 15 Nullsysteme. 

*) Eoje, G. d. L. 11 S. 72. 
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Die 5 Geraden a, h, c, d, e bilden insgesammt 5 Quadrupel: 
bcäe, cdea, deah, eahc, abcd; 
nennen wir die zugehörigen Paare von Treffgeraden : 

Ist nun X ein beliebiger Punkt, so sind die 5 Strahlen 
d, h', c, ä, e, 
welche von ihm ausgehen und diese Paare bezw, treffen, Leitstrahlen 
und müssen also in eine Ebene, die Nullebene von X, fallen, Sueben 
wir dies direct zu heweisen, 

"ij <^i! hl h befinden sich in der Begelsehaar \cäe], ebenso 
a,, Ojii Ci, c^ in [bde] und b,, b^, c,, c^ in [ade]. Die beiden Geraden 
f, g, welche dj, b^, q, c^ treffen, befinden sieb also in den Schaaren 
(bde) und {ade), treffen auch a^, b^ und gehören also auch zu {cde). 
Die Ebene dV schneide nun die Flächen (ade), (bde), (cde) in den 
Kegelschnitten S«, S,,, S^. Bezeichnen wir die Schnitte der Ebene 
mit den Geraden durch die entsprechenden grossen Buchstaben, so 
liegen auf Ä„: F, G, B„ B„ C„ C,, auf S,: F, G, C„ 0^, Ä^, Ä„ 
auf Sc: F, G, A^, Ä^, B^, B^. Weil diese Kegelschnitte also 2 Punkte 
F, G gemeinsam haben, so laufen die Verbindungslinien je der beiden 
übrigen Punkte, die ihnen zu je zweien gemeinsam sind, in einen 
Punkt zusammen:*) das sind AiA^, BiB^, C^C^. Die beiden ersten 
sind d, b', folglich ist X dieser Punkt und OC^ ist eine in der Ebene 
dV durch ihn gezogene Gerade, welche c^ und Cg trifft, also die c', und 
ebenso fallen d', e in die Ebene db'**) 

Damit ist auch die eindeutige Bestimmung des Nullsystems durch 
5 Leitstrablen dargethan. 

Ein specielier Fall dieser Bestimmung ist diejenige durch ein 
Fünfeck ABCBE, denn dessen Seiten sind Leitstrahlen; die 5 Paare 
Polaren sind gebildet durch je eine Diagonale und die Schnittlinie der 
Winkelebenen der Endpunkte, 

Wenn die 5 Geraden so hegen, dass sie alle von der nämlichen 54 
Geraden l getroffen werden, dann fallt aus jedem der 5 Paare a^, %; ... 
eine Gerade nach l und folglich treffen auch d, b', ... die l; d. h, die 
jedem beliebigen Punkte zugehörige Nullebene geht durch l, sie wird 
sogar unbestimmt, wenn X auf l liegt, jede beliebige Ebene durch ihn. 

Die Leitstrahlen treffen alle die Gerade l, ihr Complex wird das 
Gebüsche der sich auf l stützenden Strahlen, welches wir, ebenso wie 

*) Steiner-Schrötcr'E Vorlesungen über sjntb. Geometrie 2. Aufl. S. 248. 
**) Ed. Weyr, Nout. Aanales de Mathematiqaes Ser. II Bd. 9 S. 324. 
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die Regelschaar [Imn} nu^ das Strahlennetz [htt] mit den Leitgeraden 
l, m, n, bezw, l, m, durch [l] bezeichnen wollen. 

Beim Fünfeck ABCDE erhalten wir diesen Fall, wenn wir zwei 
Ecken auf ihrer Seite zusammenrücken lassen. 

Wir gelangen ebenso sunt Strahlmgebüsche, wenn wir, bei der Be- 
stimmung des Nullsysteras durch 2 Paare von Polaren, dieselben die 
eine Gerade gemein haben lassen, oder wenn wir 3 beliebigen Punkten 
A, B, C 3 Ebenen a, ß, y als Nullebenen zuordnen, welche durch die- 
selbe Gerade l gehen (von deren Punkten ja einer in ABC fällt) oder, 
dual, 3 Punkten A, B, C, die in gerader Linie liegen, 3 beliebige 
Ebenen. Im ersteren dieser beiden Fälle haben sieh nämlich die Ge- 
raden ßy, ya, tcß in die l vereinigt und diese wird also von den 
3 Geraden aus einem Punkte X getroffen, welche BC und ßy, . . . 
schneiden; d. h. die Nullebene von X geht durch l. 

Wie ist aber das Nullsystem, als Gorrelation, heschajfen, wenn seine 
Leitsfrahlen ein Gebüsche bilden? 

Da jede Ebene durch die Leitgerade l des Gebüsches alle ihre 
Punkte zu Nullpunkten hat, so kann die Correlation nur eine aus- 
geartete sein, und zwar von den Ausartungen erster Ordnung (Typus): 
mit je einem singulären Punkte oder einer singulären Ebene oder einer 
singulären Axe in jedem der beiden Räume (central, planar, axial 
Correlation)*) nur die letzte. Eine solche Correlation mit zwei sin- 
gulären Axen ; und l, hat folgende Eigenschaften: Die Punktreihen 
auf ihnen, sovfie auch die Ebenenbüschel um sie sind projectiv be- 
zogen. Jedem Punkte X von 2^, der nicht auf l liegt, entspricht in 
2J, diejenige Ebene durch l^, die in der Projectivität der Ebenen 
bUschel l und l^ zu der Ebene IX homolog ist. Einem Punkte 
auf l correspondirt jede beliebige Ebene durch denjenigen Punkt auf t^ 
welcher jenem in der Projectivität der Punktreihen l und ^j entspricht, 

Nur diese von den 3 Ausartungen ermöglicht durchgängige In- 
cidenz von Punkt und Ebene, die sich entsprechen, also ein Null- 
system, und zwar müssen dazu nicht blos die singulären Axen in eine 
Gerade l zusammenfallen, sondern auch beide Projeetivitäten in Iden- 
titäten übergehen: jeder beliebige Punkt hat dann zur Nullebene die 

*) Hirst, Proceed. London Math. Society Bd. 6 S. 7 uad ausführlicher Bd. 21 
S. 92; vergl. auch Fiedler, Darstellende Geometrie 2. Anflöge S 167, 7. 8. — 
Mao erhält diese drei auagearteten Correlationen, wenn rnan den Eaum in Bezug 
auf einen Kegel 2. Grades, einen Kegelschnitt oder ein Ebenen -Punkte-Paar (als 
Ausartungen einer Fläche 3. Grades) polarisirt und dieser Transformation noch 
eine Collineation folgen l'äast. 
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Ebene, die ihn mit l verbindet, jeder Punkt auf l jede beliebige durch 
ihn gehende Ebene 

Die MecJiaml hiekt guei ini&easante £eispi£le des Auftretens einest 



T) Bei einem raumhchen Systeme %on Kiuften 

Dasselbe kann bekanntlich auf oo^ Weisen auf eine Eesultirende 
und ein resultirendes Paar zurückge fahrt werden. Lässt man jene 
durch einen beliebigen Punkt X gehen, so ist unter den c»' parallelen 
Ebenen, in welchen das resultirende Paar liegen kann, die durch X 
gehende die Nullebene dieses Punktes. Das Kräftesystem kann ferner 
auf oo* Weisen auf ä windschiefe Kräfte zurückgeführt werden; die 
beiden Wirkungslinien sind stets Polaren des NuUsystems. Die Durch- 
messer desselben sind die Wirkungslinien der verschiedenen Resul- 
tirenden, die, wie eben gesagt, mit einem Paare zusammen dem Systeme 
äquivalent sind. Die Ase des NuUsystems ist die Wirkungslinie der- 
jenigen von diesen Resultirenden, welche mit einem Paare in zu ihr 
senkrechter Ebene (und vom kleinsten Momente) zusammengehört 
(Poinsot's Centralase, Möbius' Hauptlinie des Kräftesystems). 

Die Leitstrahlen endlieh des Nullsystems haben die Eigenschaft, 
dass in Bezug auf sie das Moment des Kräftesystems null ist. Die 
Nullebene eines Punktes ist also diejenige Ebene durch ihn, welche 
alle durch ihn gehenden Geraden in sich aufnimmt, in Bezug auf 
welche das Moment null ist; der Nullpunkt einer Ebene der Punkt in 
ihr, in den alle in sie fallenden derartigen Geraden zusammenlaufen. 
So sind die Namen: Nullejstem, Nullpunkt u. s. w. entstanden.*) 

2) Bei der unendlich Meinen Bewegung eines räumlichen starren 



NulJebene (plan focal) jedes Punktes ist die Normalebene in ihm 
an sein (unendlich kleines) Bahnelement, Nullpunkt (foyer) einer Ebene 
derjenige einzige Punkt in ihr, dessen Bahnelement ku ihr senkrecht ist. 

Die Leitstrahlen des Nullsystems haben die Eigenschaft, zu den 
Bahnelementen aller ihrer Punkte senkrecht zu sein, so dass die Or- 
thogen al-Projectionen dieser Elemente auf sie ist und also auch 
durch diesen Specialfall die Benutzung des Wortes „null" gerecht- 
fertigt wird. 

Die infinitesimale Bewegung kann auf oo* Weisen in zwei Drehungen 
zerlegt werden, deren Axen polar in Bezug auf das Nullsystem sind, 
in oo^ Weisen in eine Drehung und eine Verschiebung; die Axe der 
Drehung ist ein Durchmesser des Nullsystems. Geschieht die Drehung 

*) Möbius, Lehibiicli der Statik, a. in Nr. 47 a. 0, 
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um die Axe des Nulisystema, so geschieht die zugehörige Verschie- 
bung — welche eine Drehung um die unendlich ferne Gerade der zur 
Verschiebungariehtuug senkrechten Ebenen ist — längs derselben: 
wir haben die unendlich kleine Schraubenbewegung, als welche jede 
unendlich kleine Bewegung ja aufgefasst werden kann,'^') 

II. 
56 Wir verallgemeinern den Begriff des Nulhy^tetns 

Als EUinrnte, welche in Correspondeng gebdet uetden, nehm&i wir 
nach wie vor Funlcte und Ebenen und halten da}aH fest, da^s ent- 
sprechende Elemente dtM'chweg incident sind, geben abei, im aUgemeinen, 
das gegenseitig eindeutige Entsprechen auf Wir haben dann zu- 
nächst givei Charaktenätiken eines hoheten Nvllsyste^iis **) 

1) die Zahl a dei Ebenen, die etmm Funkte, 

3) die Zahl ß de) Funkte, die etnet Ebene enisptechtn. 

Beim gemeinen Nullsysteme, wo a ^ ß ^1 fanden wir, dass die 
oo' Strahlenbüftche], die durch entsprechende Elemente bestimmt wer- 
den, nur oo^ Stiahlen haben, weil jeder Stiahl, dei zu einem von ihnen 
gehört, in co^ sich befandet 

Bei den höheren Nullsystemen erfüllen diese oo^ Strahlenbüschel 
den ganzen Strahlenraum, und eine beliebige Gerade gehört zu einer 
endiichen Zalil von diesen Büscheln. Diese Zeäil y, welcfie angieht, me 
oft eine beliebige Gerade mit einem Funkte und einer von seinen Null- 
ebenen zugleich incidirt, nehmen wir als dritte CkaraJcteristik des Nullsysfems. 

Es empfiehlt sich, einige Eeispieh von höheren Nullsystemen vor- 
zuführen, bei denen wir jedoch den Nachweis der angegebenen Cha- 
rakteristiken dem Leser überlassen. 

1) Jeder Ebene des Raumes wird der Mittelpunkt des Kegel- 
schnitts zugeordnet, welchen sie aus einer gegebenen Fläche 2. Grades 
sehneidet; a ^ ß ^ y = 1. 

2) Jedem Punkte wird die Ebene zugeordnet, die in ihm senk- 
recht steht auf dem von ihm ausgehenden Strahle des Strahiennetzes 
[l, m]; « = ^=1, j/ = 2. 

*} Möbius, Lehrbucli der Statik g 183; Journal f. Matliem. Ud. 18 S. 189 
(1838) (Gesamnielte Werke Bd. 1 S. 545); Chaslea, Comptes rendus Bd. 16 
S. 1420 (1843); Jonc[uieres, Mulanges de Geometrie pure (Paria 1856), Kap, I. 
**) Das älteste Beispiel eines höheren NuUsysteins ist wohl dasjenige, auf 
welches Cremona bei der BeBpreehung der aWiekelbaren Fläche 4. Klasse 
5. Ordnung aufmerksam machte; Comptes rendus Bd. 54 S. 604, {18(i2). — So- 
dann sehe man Math. Annnlcn Bd. 28 S. 277 (mit weiterer Literatur- Angabe). 
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3) Ein Dreiflach ist gegeben; jeder Ebene ist der Schwerpuükt 
des Dreiecks zugeordnet, in dem sie das Dreiflach scbneidet; auch hier 
ist K = /3 = 1, j' = 2. 

4) Jedem Punkte des einen von 3 collinearen Räumen ordnen wir 
die Ebene zu, welche ihn mit den beiden entsprechenden Punkten 
verbindet; wir haben ebenfalls u ^ ß =^ 1, y = 2. 

Bei diesen Nullsysteraen besteht also noch gegenseitige Eindeutig- 
keit, vom gemeinen Nuüsysteme unterscheiden sie sieh durch den von 
verschiedenen Werth von y. 

5) Wenn ein Raum auf zwei andere correlativ bezogen ist, so 
ordnen wir jedem seiner Punkte die Ebene zu, die ihn mit der Schnitt- 
linie der beiden homologen Ebenen verbindet; « = 1, (3 = 3, y = 2. 

6) Jedes einfach unendhche System von Flächen, in welchem jt 
Flächen durch einen Punkt gehen, p eine Ebene und v eine Gerade 
berühren, giebt ein höheres Nullsystem, wenn jedem Punkte seine 
Beruh rungsebenen an die durch ihu gehenden Flächen des Systems 
zugeordnet werden; a = {t, ß = Q, y = v. 

Zum Flächenbllsehel 2. Ordnung gehört also ein Nullsystem mit 
den Charakteristiken: k^I, ^ = 3, j-^S; wenn aber die Flächen 
des Büschels sich längs eines Kegelschnitts berühren, dann ist auch 
^ = j- = 1 (hiervon ist 1) ein Specialfall); durchschneiden sie sich 
in einem Vierseite, dann /3 = 1, y = 2. 

7) Jedes zweifach unendliche System von Raumcurveu führt zu 
einem Nullsysteme, in welchem jedem Punkte die Ebenen entsprechen, 
die in ihm sieh an die durchgehenden Curven des Systems schmiegen. 

Das einfachste System 2. Stufe von cubischen Eaumeurven ent- 
steht durch alle diejenigen, welche durch 2 gegebene Punkte gehen, 
in ihnen zwei gegebene Tangenten und zwei gegebene Schmiegungs- 
ebenen haben; beim zugehörigen Nullsysteme ist ß ^ /3 ^ 1, y = 2*) 

8) Bei einem Strahlencomplexe 2, Grades können wir jeder Ebene 
den Pol der Spur einer festen Ebene in Bezug auf den in jener be- 
findlichen Complex-Kegelschnitt, beispielsweise dessen Mittelpunkt zu- 
ordnen. Wir werden später sehen, dass für das so entstehende Null- 
system K = 3, ^'^j'^l ist. 

9) Zxt den für uns interessantesten Nullsystemen fuhren die Strahlen- 
congrtiengen. Ist m die Ordnung und n die Klasse einer Congruenz, 
so sind jedem Punkte die \m (m — 1) Verbindungsebenen der m von 

*) E, Heinrichs, lieber den Bündel derjenigen cuhisclien RaumcurTen, 
welche ein gegebenes Tetraeder in derselben Weise anm Schmiegiingatelraeder 
haben. Dissertation von Münster 1887. 
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ihm ausgehenden, jeder Ebene die ^n (n — 1) Schnittpunkte der n in 
sie fallenden Congruenzstrahlen zugeordnet.*) 

Die ärilfe Charaicteristih gieht eine dritte Zahl für eine Congruens, 
die Zähl, me oft eine gegebene Gerade mit uwei Str(^len der Congruens 
gti dem nämlichen StraMenhüschel gehört, eine Zahl, die von WickUgJceit 
für die Charakterisirung einer Congrueng ist — 

Jedes Nullsystem giebt unmittelbar Veranlassung zu 4 Oerlem, deren 
Gradsahlen — su je zweien gUieh — sich einfach durch die Charakteri- 
stiken ausdrücken lassen. 

Die Klasse der abwickelbaren Fläche, welche von den NuUebenen 
der Punkte einer Geraden l eingehüllt wird, ist a -\- y, denn durch jeden 
Punkt der / gehen zunächst seine a Nullebeneu und dann die Ebenen 
der y StrahlenbBschel des Nullsystems, in denen sich l befindet; also 
y Ebenen des Torsus gehen durch l. 

Da durch einen beliebigen Punkt P u -{- y Ebenen dieser Fläche 
gehen, so folgt sofort: 

Der Ort der NuUjiunkti' der EhniP» einrs Bundeis T ist eine 
Fläche (T) von der Ordnung « -j- y, tielche den bcheitel T zum a-fachm 
Punkte hat. 

Dual dazu haben wir: 

Der Ort der Nvil/punkte der Ebenen eines Büschels id eine Curve 
von der Ordnung ß -h y, welche der Axe des Bitschelb in y Punkten 



Die Nullebenen der Punkte eines Feldes s unihiiüen eine Flache (e) 
von der Klasse ß -{■ y, für welche die Tragettbene des Feldes ß-fache 
Berükrungsebene ist. 

In den Fällen, wo a = ß = 1, j'>0, haben wir also eine ein- 
deutige reciprote Beziehung von höherem Grade, nicht Correlation (oder 
Keciprocität im engeren Sinne). 

Zwischen den Flächen (T) uud den Flächen (s) findet folgende 
Beziehung statt: 

Die Fläche {s) ist der Ort der Punkte T, deren Flächen {T) die 
Ebene a berühren. 

Die Fläche {T) ivird von denjenigen Ebenen e tangirt, deren Flächen 
(s) durch den Funkt T gehen. 

Es genügt, das eratere zu beweisen. Die Berühruugs ebenen von 
(ö), die durch T gehen, haben ihre in £ gelegenen Nullpunkte auf der 
Schnittcurve yoii {T) mit s; fällt T auf (s), so wird die Eei-übruugs- 

*) R. Schumacher, Untersuchangen über das Strahl ensy st em 3. Ordnung 
uud 2. Klasse, Dissertation vou München, 1885. 
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ebene in ihm an diese Fläche doppelte B er ührungs ebene des Tangen- 
tialkegels aus T an (e), also ihr in b gelegener Nullpunkt Doppel- 
punkt des Schnitts Yon (T) mit e; d. h. (T) berührt i. 

III. 

Wir haben im Vorangehenden gesehen, dass das (gemeine) Null-"' 
System durch den Inbegriff seiner Leit- oder Nullstrahlen zu einem 
Strahlencomplexe 1. Grades führt; wir haben nun noch darzulegen, 
dass es keine andern linearen Complexe giebt, als die auf diese Weise 
entstehenden. 

Die Definitions-Eigenschaft des linearen Complexes*) ist, dass in 
einem beliebigen S trab lenbü sehet sich nur ein Strahl von ihm befindet, 
dass also ein Strablenbüschel, der zwei Strahlen des Complexes ent- 
hält, ganz demselben angehört. 

Daraus folgt, dass von jedem Punkte des Raumca em Strablen- 
büschel an den Complex kommt, jede Ebene emen zum Complexe 
gehörigen Strablenbüschel enthält. Infolge dessen wiid daich den 
Complex jedem Punkte eine durch ihn gehende Ebene, jedei Ebene 
ein in ihr befindlicher Punkt zugeordnet, mit jedem bnearen Com- 
plexe ist also ein in beiderlei Sinne eindeutigts Nullfystem vetbunden. 

Es seien X^, X^ zwei Punkte auf einer Geriden l und l die Schnitt- 
linie der zugehörigen Ebenen |j, ^^. Duich einen behebigen Punkt 
Y von V gehen also zwei Complexatrahlen nach X,, X folglich ist 
die sie verbindende Ebene, welche durch l gebt die Ebene 7} des Com- 
plex- Strahl enbüs eh eis aus Y. Demnach geht duich jeden Punkt von l 
ein von Y und ebenso ein von jedem anderu Punkte von 1 kommender 
Complexstrahl; d. b. die Nullebene jedes Punktes lon l ^eht durch 
jeden Punkt von l', und umgekehrt. 

Wenn also ein Punkt X sich auf einer Geraden bewegt, so dreht 
sich die ihm im Nullsyateme des Complexes entsprechende Ebene | 
um eine Gerade, und durchläuft der Punkt diese Gerade, so dreht sich 
die Nullebene um jene. 

Demnach ist die Beziehung zwischen X und | Correlation (lineare 
ßeciprocität) und das Nullsystem ein gemeines. 

Mit jedem linearen Strahlencomplexe ist daher ein gemeines Null- 
system verbundeUj für welches die Comp! ex strahlen Leitstrahlen sind. 



*) Die erste aynthetisohp Behandlung des linearen Complexes erfolgte durch 
Reje (Journal f Mathem Bd 69 S 365, Bd. 74 S. 1, G. d. L. II 10. Vortrag), und 
Silldorf (Zeitschriit für Mathem Bd 20 S. 118). Ich verweise auf diese Schriften 
zur Vergleichnng, sowie auf de Paolis, Fondamenbi di una teoria dello spaaio 
generato dii compleasi Imeari (Hemorie dell' Accademia dei Lincei Ser. IV Bd. 1). 
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Es gieht Iteme andern linearett StraJümcomplexe als die, welche durch 
gemeine Ntdlsysteme gdiefert werden. 

Wir behalten aucL für den linearen Complex die bequemen Namen 
Ntdl^iene und NullpunM bei; zwei solche Gerade, wie ( und l' , von 
denen jede eine Punktreihe, die andere den zu ihr perspectiven Ebenen- 
bflschel der zugehörigen NuUehenen trägt, nennen wir polare Geraden 
oder Polaren in Bezug auf den Copiplex.*) 

Wir halten es nicht für überflüssig, Sätze, die wir für das Null- 
System gefunden haben, nun für den linearen Complex zu wiederholen, 
indem wir sie zugleich vervollständigen. 

Jeder Strahl des Complexes, weldier die eine von swci Polarm trifft, 
schneidet auch die andere. 

Jeder Strahl, welcher swd Polaren zugleich trifft, ist ein Strahl des 
Complexes. 

Zwei Polaren sind windschief M einander oder sie fallen msammm 
M!i(? 2war in einen Sti-ahl des Cotnplexes. 

Jeder Strahl des Complexes ist su sich selbst polar und Trein anderer. 
(Vergl. Nr. 48). 

Wenn zwei Strahlen ^j und g^ des Complexes mit Bwei Polaren l 
und V in einer Megelschaar sich befinden, so sind sie sti ihnen har- 
monisch. 

In der That, es sei g eine Gerade der Leitschaar, welche aiso, 
weil sie l und l' trifft, zum Complexe gehört; der Ebenenwurf g(ll' g^g^) 
ist projeetiv zum Punktwurfe g(ll' g^g^^ der Berührungspunkte seiner 
Ebenen mit der Trägerfläche beider Schaaren, andererseits aber auch 
projeetiv zum Punktwurfe gQ'lgigi) der Nullpunkte seiner Ebenen in 
Bezug auf den Complex; also: g{ll' g^gg) 7\ 9{l'l gi9a)- 

Dreht sich die eine von swei Polaren um einen Punkt, so "bewegt 
sich die andere in einer Ebene, der Nidkbene des Punktes; wnd um- 



*) Flacker hat sie „conjugiite (zugeordnete) Polaren" genannt, woraus 
dann „conjugirte Geraden" entstaüden ist. Es scheint aber doob empfeiilenswerth, 
ihnen im Complexe und im Nullsysterae denselben Namen zu geben. Im Null- 
systeme, als einem Speoialfalle der Correlation , sind sie nicht eonjugiri, sondern 
polar. In einer Correlation sind zu einem Punkte, einer Ebene, einer Geraden 
polar eine Ebene, ein Punkt, eine Gerade, und conjagirt sind zwei eolche Ele- 
mente, von denen eines und dann jedes mit dem polaren des andern incident ist; 
conjugirt ku einer Geraden ist also jede Gerade,, welche die Polare derselben 
selineidet. Vergl. die masFgebende Staudt'sclie Definition (Geometrie der Lage 
Kr. SIS— 320) polarer und conjugirter Elemente beim Polarsystem, die sofort auf 
die allgemeine Correlation und also auch auf das Nullsystem Übertragen werden 
kann. — Auch ist es ermüDEcht, wenn ea möglich wird, die grosse Zahl von Be- 
deutungen, welche das Wort „conjugirt" nachgerade schon hat, zu vermindern, 
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gekehlt Da Buiiäel und äas Feld, die so ananäei zugeordnet w.eiden, 
sind, ah, mitsptecliende Figuren des NulJsystcms, cotielatw f^ie liaben 
einen Büschel von (hmplexUrahlen gemein, welclie alle m diesei Coiie- 
lation Sic/i beibat entspi echen 

BetchreM fernet die eine von smi Polaten einen Strahlmhuscliel 
{X, 71), so let,ck>eiht die andere einen zu ihm projtctiim Strahlet^ubckcl 
(I, Y) tn der NuUehefne | von X wm den Ntdlpunlt Y von i; Da 
Complexstrahl XY^%ii ist beiden Büscheln gemeinsam und cwisjpjiffi^ 
m diesei P>ojeciiiitat sidi selbst 

Jedes Faar polatet Getaden l und l liefert nn pnm Complexe ge-5S 
höriges Strdhlemiete [/i] Solcher Netze haben un also oo* im Complexe. 

Unter ihnen befinden sich f^^ mit giiei in einein Compleasstrahle g 
vereinigten Leitgeraden Der Comples zeigt uas deutheb , wie man 
dieses specielle Strahlennetz m der einfachsten Weise coustruiren kann. 
Es entsteht durch die Stralil^nbiischel aus den Punkten des Complex- 
strahles g in deren auch mit g incidenten Nullebenen Nun ist aber 
— wegen des NuIIsystems — die Reihe jener Punkte zum Büschel 
dieser Ebenen projectiv; wir erhalten daher folgende Herstellungsweise 
eines Strahlennetzes mit zwei vereinigten Leitgeraden: 

Man beziehe die Punktreihe auf einer Geraden projectiv auf den 
Ehenenbüschel um dieselbe. Die Strahlenbüschel, deren Scheitel und 
Ebene entsprechende Elemeute dieser projectiven Beziehung sind, er- 
zeugen ein solches singulare Strahlennetz.*) 

Diese Strahle nuetze mit vereinigten Leitgeraden im Complexe 
bilden den üebergaug zu denen mit conjugirt imaginären Leitgeraden, 
auf welche wir jedoch hier noch nicht eingehen wollen. 

Jedes von den oo^ Strahlennetzeii des Complexes enthält co^ cu- 
bische und oo* biquadratisehe Regelfiächen, welche seine Leitgeraden 
auch zu Leitlinien haben (Nr, 39, 40), der Oomplex demnach cso", 
bezw. co^^ derartige Regelfiächen. 

Zwei Faare polarer Geraden gehören derselben Begelschaar ; jede 
iveitere Gerade dieser Schaar hat ihre polare ebenfalls in ihr, und alle 
diese Paare bilden eine Involution. 

Die Doppelstrahlen derselben gehören mm Complexe. Auch hieraus 
folgt, dass zwei Strahlen des Complexes, welche mit zwei Polaren 
desselben zur nämlichen Regelschaar gehören, harmonisch zu ihnen sind, 
ae»- involutorisehen Megelsdtaar besieht aus lauter 



iiberf., KalkiU der alKllhleiiJeii Geometrie S. 188. 
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Jede Megelschaar , welche durch 3 Strahlen des Complexes geht, ge- 
hört ihm ganz an. 

Es gieht oo^ Eegelschaaren im Compkx. 

Die verbundene Sehaar einer jeden trägt eine Involution, deren 
gepaarte Geraden polar in Bezug auf den Comples sind, nud enthält 
zwei Strahlen des Complexes. 

Die beiden Eegelschaaren einer und derselben Fläche 3. Grades 
Jcönnen nicht ^i dem nämlichen linearen Complex gehören. Denn jeder 
Punkt dieser Fläelie würde dann seine Berührungsebene zur Nullebene 
haben; der Schnittpunkt aber von 3 beliebigen Berührungsebeneu fällt 
nicht in die Ebene der Berührungspunkte (Nr, 51). 

Nehmen wir an, dass 4 Complexsirahlen ^, , g^, g^, g^ zwei reelle 
Treffgeraden l und l' haben; dann gehören sie zum Strahlennetze [W]. 
Die Polare von l niuss ebenfalls die 4 Geraden g treffen, also ist sie V. 
Folglich gehört das ganze Netz [W] zum Complexe. 

Es sei [?y ein beliebiges Strahlennetz, l', ly die Polaren der 
beiden Leitgeraden in Bezug auf den Complex, so gehört die Regel- 
schaar, in deren Leitsehaar sich die beiden Folaren-Paare befinden, 
zum Complexe, sowie zum Netze. 

Ein Strahlennetz hat also mit einem linearen Complexe eine Regel- 



Dies folgt auch aus dem Sat5;e am Schlüsse von Nr. 35. 

Der Satz aber von Nr. 36 lehrt: 

Ein linearer Complex und eine Hegelscltaar haben 3 Gerade geniein. 

Suchen wir dies direct zu beweisen. 

Wenn l, \, l.^ drei Gerade aus der Leitschaar der Regelschaar 
sind und X die Polare von l nach dem Complexe ist, so müssen die 
gemeinsamen Geraden alle vier Geraden l treff'en, und umgekehrt, die 
2 Strahlen, welche es thun, gehören zum Complexe, weil sie l und l', 
zur Regelsehaar, weil sie l, Z;, l^, treffen. 

Jede CongruenB, die sich in einem linearen Complexe befindet, hat 
gleiche Ordnung und Klasse, 

Jede Baumcurve , deren sämmtliche Ta/ngenten zu einem linearen 
Complexe gehören, hat gleiche Ordnung und Klasse. 

Beide sind in sieh dual, da sie durch Polarisirung in Bezug auf 
das Nullsystem des Complexes in sich selbst übergehen. 

Bei der Congruenz bedeuten Ordnung und Klasse die Anzahl der 
Strahlen derselben, die sich in einem Strahl enbüschel des Complexes 
befinden. 

Der lineare Strahlencomplex ist eindeutig bestimmt: 
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durch 3 Funkte und ihre Ntdlebeneti, wofern nur die Verhinäungs- 
ebme jener und der Sdmiitpunkt dieser incident sind; 

durch 2 Faare Polaren, wertn dieselben sü,r nimXiehen Begelschaar 
g^ören; 

durch 1 Paar Polaren und einen Strahl, der mm Complexe ge- 
hören soll; 

durch 5 Strahlen, die dem Complexe angehören sollen. 

Davon ißt ein besonders interessanter Fall, wenn diese 5 Strahlen 
die Seiten eines räumlichen Fünfecks sind. 

Wenn zwei der gegebenen Strahlen sich schneiden, so ist för 
den Complex ein Strahlenbüschel gegeben, und umgekehrt, dass ein 
Büschel gegeben ist, ist damit gleichbedeutend, dass zwei Strahlen 
gegeben sind. 

Zwei gegebene Büschel sind mit einem Paare Polaren gleich- 
bedeutend, von denen die eine die Scheitel verbindet, während in der 
andern die Ebenen sich schneiden. 

Zu allen linearen Complesen, die zwei Strahlenbüschel gemein 
Laben, gehören dann auch alle Strahleubüschel, welche aus einem 
Punkte einer der beiden polaren Geraden die andere projieiren, oder 
durch die beiden Büschel ist ein Strahlennetz bestimmt, das allen 
jenen Complexen gemeinsam ist. 

Es giebt oo^ lineare Strahlencomplexe. 

Wir fanden in Nr. 41, dass die Doppelsecanten einer cubischen 
Raumcurve D^, welche gleichzeitig zn einem linearen Complese ge- 
hören, eine Regelfläehe 4. Grades erzeugen, auf welcher D^ doppelt ist. 

Umgekehrt, jede Regelfläehe 4. Grades mit einer döbelten cubischen 
Eaumcurve S^ (Art IJI) ist vollständig in einem linearen Complesce 
enthalten. 

Denn der lineare Complex, der durch 5 von ihren Erzeugenden 
bestimmt ist, scheidet aus der Congrnenz der Doppelsecanten der D^ 
eine ebensolche Regelfläche aus; da aber eine involu torische Corre- 
spondenz [2] durch 5 Paare entsprechender Elemente eindeutig be- 
stimmt ist (Nr. 18), so sind die Correspondenzeu, welche beide auf D^ 
hervorrufen, weil sie die von den 5 Erzeugenden herrührenden Paare 
gemein haben, identisch und infolge dessen auch die Regelflächen. 

Danach enthält der lineare Complex <x>^^ Segelflächen 4. Grades mit 
einer cubischen Doppelmrve , also ebenso viele unicursale , als solche 
vom Gesehleehte 1, 

Beim Strahlengebüsche nannten wir die von allen seinen Strahlen 5i 
getrofi'ene Gerade seine Leit- oder Tre/fgeradef) 

*) Den dritten Namen „Axe" wollen wir vorläufig noch vermeiden. 
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Die Nutllebeue eines beliebigen Punktes in Bezug auf Jas Ge- 
büsche geht durch sie, der Nullpunkt einer beliebigen Ebene liegt auf 
ihr. Sie ist daher su jeder Geradm polar. 

Die Nullebene aber eines auf der Leitgeraden gelegenen Punktes 
ist jede beliebige Ebene durch ihn, der Nullpunkt einer durch sie 
gehenden Ebene jeder beliebige Punkt auf derselben. 

Schneidet man aber die Nullebene eines beliebigen Punktes mit 
der unbestimmten Nullebene eines Punktes der Leitgeraden, oder ver- 
bindet man den Nullpunkt einer beliebigen Ebene mit dem un- 
bestimmten Nullpunkte einer Ebene durch die Leitgerade, so ergiebt sich: 
Die Polare, in Besag auf ein StrahlengMlscite , einer Geraden, 
tvelche die Leiigerade desselben schneidet, ist jeder beliebige Strahl des 
StrahlenMschels, den beide bestimmeti. 

Die Zahl der StraMengebüscIie*) ist cxj*. 

Demnach ist diese Ausartung für den linearen Complex eine ein- 
fache Bedingung und ein oo*- System von linearen Complexen enthält 
oo'—'-, ein einfach unendliches System eine endliche Zahl v<m GebUsdteit. 
Vier gegebme Strahlen gehören m 3 Strahlengebüschen, ivelche ihre 
Treffgeraden m Leitlinien haben. 

Im Räume „von fünf Dimensionen", dessen Grundelement der 
lineare Complex ist, bilden die Gebüsche oder, wenn wir so sagen 
wollen, die Geraden einen Raum „von 4 Dimensionen" imd zwar einen 
quadratischen, wie wir später erkennen werden. 

Dies ist vergleichbar mit dem quadratischen Eaume von 4 Di- 
mensionen, den im Räume von 5 Dimensionen, welchen die Curven 
2. Ordnung in fester Ebene erzeugen, die Parabeln oder die Kegel- 
schnitte K^ bilden, die zu einem festen Kegelschnitte C^ in der Be- 
ziehung stehen, dass oo^ Dreiecke dem C^ um-, einem K^ eingeschrieben 
sind; jeder Büschel von Kegelschnitten enthält 2 Parabeln oder zwei 
solche Kegelschnitte K^ (Nr. 25). Wir kommen hierauf zurück. 

Während der allgemeine lineare Complex lauter gleichartig« 
Strahlenbüschel hat, zerfallen die des Gebüsches in zwei Systeme: die 
einen haben ihren Scheitel in einem beliebigen Punkte und senden 



*) Man bat diesea Gebilde bisher mit einem Namen bezdchuet, der für ein 
so einfaclies und fundamentales Gebilde viel au umatändlicli iat; specieller linearer 
Comdex odec linearer Complex von besonderer Art (Plücker). 

Schubert hat im „Kalkül der abzählenden Geometrie" S. 4 daa Wort 
„Strahlenaxe" gebraucht; doch, glaube ich, ist man bei dieaem Namen eher ge- 
neigt, aa die gemeinsame Leitgerade, als an den Inbegriff der oo' treffenden 
Geraden zu denken. 
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ihre Ebene durch die Leitgeiade, die andern haben eine beliebige 
Ebene, abei ihren Scheitel auf der Leitgeradcn 

Die Oidnung einer im Gebuoche befindlithen Cougruenz ist die 
Zahl ihrer Strahlen in einem Büschel der eraten Art, die Klasae hin- 
gegen die Zahl ihrer btiahlen in einem Büschel der zweiten Art. 

Für eine m einem btiahleyigehHbdte enthaltene Congniens gilt also 
der Salz von der Gletckheit von Ordnung und Klasse, den wir oben 
beim allgemeinen linearen Complexe fanden, nicht. Damit er für eine 
Congruenz des Gfebiiacbes gelte, ist nothwendig, dass die Vielfachheit 
der Leitgeraden als Kante aller der von ihren Punkten ausgehenden 
Congrueuzstrahlen-Kegel dieselbe sei wie ihre Vielfachheit als Tangente 
an den Congruenzstrahlen-Curven in den Ebenen durch sie; insbesondere 
hat eine im Gebüsche enthaltene Congruenz, zu der die Leitgerade 
nicht gehört, gleiche Ordnung und Klasse. 

IV. 

Em Imeatet Lomplex hat <x> Du}chmPt,se> sie sind polar zu den ßO 
unendlich fernen <?Lraden und gehen dmeh den Nullpunkt der uuen 1 
hch lernen Ebene ® 

Dusett w-icktigen unemlltch faneti Punkt, dtc Mtclttunij da sammt 
hchen DunhtneSbe», wollen wir mit 11 bezeichnen und seine Polaie nach 
dei abboluten Guive ft , welche den zur Duichmessei Richtung senk 
rechten Ebenen gemeinsam ist, mit ii 

Die Ebomi d da GompUi StraMenhuschel , uclüte im den tet 
aclnedetien PtmJien eimis Diirchmes--ers d atisgelien, siml alle pmdlUl, 
weil sie die Polare d co 'on d gemein haben 

Jedem DiiicJimesser it,t also eine gewisse btelhmy guqeo^dnd und die 
OojnplexsttaUen, welche ihn bcJmeidnt smd su diese} Stellung jxitallel 

Ztcei hehebige Folaten l und l und etn Dmch?ne>,scr d gehoien zu 
dt/selheit patdboloidibcheii Itcgtlschaat deren unendlich ferne Geradt die 
d oo i'^t 

Ditnh jede det ^ (.TetaJin las^'t ükI» aho eim Lbaii lejen pamllcl 
SU den beid n andetn, odei durch alle drei lassen »ich zu einandei 
pai-illete Ebenen legen Die ubiigcn Polarenpaaie der Eegelsehaar 
sind zu diesen Ebenen ebenialls parallel Diese Ebenen A sind die 
einen und die d die andern Leitel enen des Piraboloids Die vei 
bundene Eegelt.i,bair, welche zu den d pirallel ist besteht aus lauti-i 
C mplex s ti ahl en 

Derjenige Ihochmestei de Coinplexes dm zir Geiadeu u polar, 
also sw den Ebenen « dfi hon bevnen Pimlten ausjeliendcn Coniplex 
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Sirahlenhuschel normal ist, heisst die Axe (HauptHuie) a des Complexes; 
so dasB wir u auch als a'^o bezeichnen können. 

Alle SiraJden eines linearen Complexes, tvelcke die Axe treffen, 
schneiden sie rechtwinklig; und umgekelirt jeder Strahl, der die Axa recht- 
winklig S(^rmdet, gehört mm Complex. 

Die Nullebene jedes Punktes geht durch das Loth aus ihm auf die Axe. 

Wenn eine Gerade 4 Strahlen eines linearen Complexes rechtwinklig 
schneidet, so ist sie dessen Aä;e; in der That, die zweite Treffgerade 
der 4 Strahlen ist einerseits die unendlich ferne Gerade der zur ersten 
senkrechten Ebenen, andererseits aber die Polare der ersten in Bezug 
auf den Complex, 

Das Paraboloid, su, dessen einer Sohaar die Axe a und gtvei Po- 
laren l und V gehören, ist ein gleichseitiges, weil die Leitebenen X und a 
zu einander senkrecht sind. In der andern Schaar befindet sich das 
gemeinsame Loth zwischen a und l, welches also zum Oomplexe ge- 
hört; dasselbe ist senkrecht zu den Ebenen X und schneidet mithin 
alle Geraden der ersten Schaar rechtwinklig, insbesondere also auch V. 

Das gemeinsame Loth swisciien der Axe a eines linearen Complexes 
und irgend eine}- Geraden l schneidet auch deren Polare l' orthogonal. 

Und da es nur ein gemeinsames Loth zwischen l und V giebt, 
so hat man auch: 

Das gemeinsame Loth mviscken zwei Polaren l und V schneidet die 
Axe rechtwinklig. 
11 Beim StraMengebUsche ist die Leitgerade l, wie wir fanden, polar 

zu jeder Geraden, also auch zur uuendlich fernen Geraden der zu l 
normalen Ebenen; diese ist die U, da der unendlich ferne Punkt von l 
der U ist; also ist l die Axe und wird deshalb gewöhnlich so genannt. 

Eine unendlich ferne Gerade, welche die l trifft, hat oo' pokire Durch- 
messer, alle Parallelen zu l in der Ebene durch l nnd die Gerade. 

Wenn die Treffgerade eines Gehüselies die (^solute Curve Ä* schneidet, 
so hat das Gebüsche nicht Mos die Treffgerade mr Axe, sondern jeden 
Strahl des Büschels, den sie und die Tangente des S* im Treffpunkte be- 
stimmt; denn jeder von diesen Strahlen ist sowohl polar zur genannten 
Tangente nach dem Gebüsche, als auch geht er durch den Pol der- 
selben nach S^ 

Deshalb empfiehlt es sich, für die von allen Strahlen eines Ge- 
büsches getroffene Gerade die Namen „Leitgerade" oder „Treffgerade" 
beizubehalten. 

Es giebt sogar Gebüsche mit oo^ Axen; nämlich jedes Gebüscbe, 
dessen Treffgerade l unendlich fern ist, hat so viele: man kaan erstens 
alle unendlich fernen Geraden als Äsen bezeichnen, denn zu jeder von 
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ihnen giebt es in dem Strahlenb lisch el, den sie mit l bildet, einen 
Strahl, durch dessen Po! nach S^ sie gebt; zweitens kann man alle 
Strahlen, die nach dem Pole von l in Bezug auf B^ geben, als Axen 



Es sei P^ ein ßotationscylinder, welcher die Äxe eines linearen 62 
Compleses zur Drehaxe hat; sein Radius sei jo. Seine BerUhrungs- 
ebenen gehen also durch U, daher liegen die Scheitel der in ihnen 
befindlichen Complex-Strahlenbüsehel in der unendlich fernen Ebene (J, 
der Nüllebene von U, und erfüllen den Kegelschnitt (P, der, im Null- 
systeme, dem Cylinder P^ entspricht 

Die beiden unendlich fernen Kanten desselben sind die Tangenten 
I', f aus der Spitze U an S^; sie sind Leitstrahleu des Nullsystems, 
gehen in sich selbst über und berühren also auch den &. Die Axe 
a ist, als Äxe von P^, der Polarstrahl von @ nach P^; folglieh gehen 
die Berührungsebeuen des P^ längs jener Kanten durch ß, und dem- 
nach liegen ihre Berührungspunkte mit ©^ die ihnen im Nullsysteme 
entsprechen, auf der Polare U von o; da diese auch Polare von U 
nach Ä* ist, so berühren sich S* und S^ in den Punkten U (!', I"). 

Folglich ist (P der unendlich ferne Schnitt eines gewissen Eota- 
tionskegels (aus beliebigem Punkte), dessen Axe zu a parallel ist. 
Wenn ^ der Winkel der Kanten desselben gegen die Axe a ist, so 
haben auch die Complexatrahlen in den BerÜhruugs ebenen des Oylin- 
ders P^, welche je zu einer Kante dieses Kegels parallel sind, alle 
dieselbe Neigung fp gegen die Axe. 

Nun ist p die kürzeste Entfernung aller dieser Complexstrahlen 
von «; also: 

Alle Strahlen eines linearen Coirtplexes, weldie gleiche Mirseste Ent- 
fernung von der Axe haben, haben auch gleiche Neigung gegen dieselbe. 

Es sei X ein Punkt auf P^, der auch die Entfernung p von a 
hat; seine Nullebene ^ geht, wie wir wissen, durch dieses Loth /t; 
der zu dem Lothe senkrechte Strahl g in dem Complex-Strahlenbüsehel 
(X, S) berührt den Cylinder und hat also die Neigung ip gegen a. 
Nennen wir A die durch X gehende Cy linderkante, so ist h senkrecht 
zur Berührungs ebene ^fc, und diese also senkrecht zu ^ und g die Pro- 
jection von Je auf |, folglich -^ (n, |) = Qc, |) = Qc, g) = (a, g) ^= ip- 

Für alle FimMe, welche dieselbe Entfernung von der Axe eiites 
Imeaien Complexes haben, sind die Nullebenen qkidh geneigt gegen dieselbe 

SeichteM also durch Drehung um a ein PzmJt X einen Kreta k^, 
dessen Ebene [t •^enhechi sii a und dessen Mitfelpunlt M auf a gelegen 
ist, so umhtllt du NuUebene g etnfji Iwtatiomlegel um die ixe mit di> 
Spttse tn M 
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Man kaun dies auch so erkenaen: M und die unendlich ferne 
Gerade u von fi sind polar in Bezug auf S^; also sind ft und a, die 
zu ihnen im Nullsysteme polar sind , polar in Bezug auf den von g 
umhüllten Kegel; d. h. a ist eine Axe desselben. 

Die rechtwinklige Involution conjugirter Durchmesser des ]c^ geht 
durch das Nullsystem, welches alle diese Durchmesser zu Leitstrahlen 
hat, in sich selbst über; folglich enthält (i eine rechtwinklige In- 
volution conjugirter Strahlen in Bezug auf den Kegel und ist eine 
cjclische oder Kreisebene desselben, so dass ihre Parallelebenen ihn 
in Kreisen schneiden. Wenn aber eine eyclisehe Ebene eines Kegels 
zugleich Symmetrieebene ist, so ist er Rotationskegel.*} 

Durch eine Drehung um die Axe eines linearen Complexes wird 
jeder Punkt und seine Nullebene in einen andern Punkt und seine 
Nullebene übergeführt, also jeder Complex- Strahlenbüschel in einen 
andern. 

Hin linearer Coniplex geht durch eine DrehmKj um seine Axe In 
sidi selbst über. 
G3 Da die Complex Strihlenbusche! m den zui A\e piiallelen Ebenen 

(Durchmesser Ebenen) lus Par^llelBtrahlen bestehen, so bringt eine 
Verachiebuug lin^b dei Axe jeden Strahl des Comjlexes in einen 
andern Strahl desjenigen von dicken Pii-iUel St lahlen huscheln, zu dtni 
er gehört 

iiso auoh oim VerbcUiehing lamjb beute} Axe odet in da Dmdi- 
messet nchtung fuhrt einen Jineaten Complex m ateh selbst ahei 

Eme Vereinigung beider Bewegungen giebt bekanntlich eine 
Schiaubenbeweguug um die Axe 

Folglich fuht auch jede Schiaubenbeuegung hm du Aj.c einen Imeann 
Complex in i>tch selbst übet 

Und es macht kt&^n leinen Untet bohied , ob die bet einet sohlten 
Bewegung von einem Fitnlto bebcht lebenett ^rhravheaümmi linkb oder 
rechts gebunden sind 

Wir wollen uns aber n«n überzeugen, dass det eint Woiduni/b 
sinn iH einet mmgeren Btcuhung sum Complexe bteht 

Kehren wir zu dem Rotationscyhnder P^ um die A.\e a und dem 
Kegehchnitte G" m der unendlich fernen Ebene zuiutk, der durch 
die Scheitel der aus Parallelstiahlen bestehenden Complex Strahlen 
hßschel in den Beiiihiun^sebenen von P gebildet wud Von einem 
Punkte ;t des G kommen an siuh 2 Tingcntiilebenen an P, welche 
zu einander parallel und gleichweit von a entfernt smd Aber nur in 

*) Vei-gl, Reje, G. d. L. II S. 74, 
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einer von ihnen kann (Jui- zum Punkt 3c gehörige Compl ex-Strahlen- 
büschel liegen; der in der andern Ebene hat seinen Scheitel in dem 
zweiten Schnitte der Geraden U3£ mit E^. 

Denken wir uns in die Äxe a einen positiven Sinn gelegt und 
auf die Strahlen der beiden eben erwähnten Parallel- Strahlenbüschel 
ebenfalls einen positiven Sinn und zwar so, dass der Winkel mit dem 
positiven Sinne der Axe ein spitzer ist, so wird für einen Beobachter, 
der in die Axe so gestellt ist, dass deren positiver Sinn von den 
Füssen nach dem Kopfe geht, und welcher je nach dem Büschel hiii- 
blickt, der positive Sinn auf allen Strahlen des einen wie des andern 
Büschels nach rechts oder auf allen nach links gehen. 

Von der Willkür der Festsetzung des positiven Sinns auf der 
Axe ist dies Resultat Übrigens unabhängig; denn kehrt man den po- 
sitiven Sinn auf der Axe am und damit auch den auf den Büschel- 
strahlen und die Stellung des Beobachters, so bleibt das Ergebniss: 
gingen die positiven Sinne auf den Strahlen vorhin nach rechts oder 
links, so geschieht es auch nun. Der Beobachter betrachtet in jedem 
Falle den für ihn obei-n spitzen Winkel, 

Der continuirliehe üebergang von diesen beiden Büscheln zunüchst 
zu denen in den übrigen Berührungsebenen von P" und dann zu denen, 
die bei den weitereu Rotationseylindern um a sich ergeben, zeigt, dass 
dasselbe für alle Strahlen aller dieser Büschel gut; diese co^ Strahleu- 
buschel erfüllen den ganzen Complex, da jeder Strahl desselben einen 
dieser Cyhuder berührt So erhalten wir folgenden wichtigen Satz 

Es )iiht (/estaltlich ::uci uebmüiclt lersclitiAene Att&t %on linearen 
Coiiiplexcn tecAU gewundene tirtd Imhs geiviindene *) 

Bw oo^ Sttahlen des Complexes, ueJeJic deit namlicJien Eotaüonb 
cyhnder P^ mj» a ieitiliten, smd die Tangenten lon co' auf ditubelhen 
gelegenen eoiigruenten und also gleich — bummfluh i cldb od/i öammtheh 
liiiks — g^uinäenen Schtauienlmtcn 

Denn beiuhrt einei von diesen Stiahien, 7, den Cjlindei in P 
und i'it P der unendlich nahe Punkt auf (/ neben P, so giebt es in 
dei Ebene, welche den Cyhnder längs der duich I' j,ebenden Rinte 
berührt, einen duich P gehenden Complexstrahl g, dei, weil er eben 
P^ tangirt, mit dei Axe den nimlichen Winkel bildet wie g, folglich 
die g m P berührende Schriubenlinie auf P auch berührt Weiter 
fortschi eitend , durchliufen wu die Tangenten dieser fediraubenlinie 
Durch einen Punkt des Gjlmdeis, den Neigungswinkel dei Tangenten 
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gegen die Axe und den Win du ngs sinn ist bekanntlich die Schrauben- 
linie eindeutig bestimmt. 

Die Schmiegungsebene eines Punktes einer solchen Complex- 
Schraubenlinie ist eraicbtlicb dessen Nullebene im Complex ; die 
Schmiegungsebenen einer Schraubenlinie in ihren Schnitten mit einer 
Ebene laufen also in einen Punkt dieser Ebene, ihren Nullpunkt, zu- 
sammen. *} 

Sie dreifache Unendlichkeit der Strahlen eines linearen Complexes 
Icönnen wir mm in einer sehr ansckaxihclien Weise dnrcJischrdten: 

Wir gehen von den oo^ Taugenten einer Complex- Schraubenlinie 
auSj verschieben diese dann auf ihrem Cylinder und wiederholen dies 
auf allen Cylindem. 
64 Für diesen Uebergaug von einem Oylinder zu einem andern ist 

es nothwendigj die Beziehung zwischen dem Cylinderradius p oder, 
was dasselbe ist, der kürzesten Entfernung der den Cylinder berühren- 
den Complex strahlen von der Axe und dem Neigungswinkel ip dieser 
Strahlen gegen die Axe, oder auch zwischen der Entfernung p eines 
Punktes X von der Axe und der Neigung ^ seiner Nullebene | gegen 
die Axe zu ermitteln. 

Auf einer Geraden h, welche die Axe a senkrecht schneidet und 
daher Complexstrahl ist, seien Xg, X^c, X, X' der Fuespunkt auf 
der AsCj der unendlich ferne Punkt und zwei beliebige Punkte; wir 
setzen X^X^p, XgX'=p'. Die Nullehene ^ von X^ ist senkrecht 
zu a, diejenige loo ™n -^co geht durch a, weil X^o auf der Polare a 
von a liegt; die von X und X' seien | und |' und bilden mit a oder, 
was dasselbe ist, mit |,x> die Winkel <p und ^'. Nun ist, weil der 
Punktwurf auf h und der Ebenenwurf um 7t einander im Nullsysteme 
entsprechen : 

also: 



p tang q> =p' tang 9', 

Bei der Ableitung dieser Formel ist vorausgesetzt, dass p und 9) 
die Vorzeichen ändern, wenn X durch a geht. Wir können uns aber 
darauf beschränken, X auf h blos auf der einen Seite von a zu be- 
wegen, weil er damit schon auf alle Rotationscylinder um a gelangt; 
d. h, wir nehmen p absolut; ip hat dann bei demselben Complexe 

*) Keje, Zeitschrift f, Mathematik Bd. 15 S. 64. 



y Google 



Der lineare Complei oder das Strahlengewinde. 93 

durchweg dasselbe Vorzeichen, und dies Vorzeichen bestimmen wir 
nun so, dass <p und also p tang 90 positiv oder negativ ist, je nach- 
dem der Complex rechts oder links gewunden ist. 

Auf die Formel hat es keinen Einfluss, ob >p und tp von |oo 
nach I uud ^' gemessen werden oder umgekehrt. Wir wählen letzteres; 
dann können wir <p = |§oo auch beschreiben als den spitzen*) Winkel 
vom Complexstrahl nach einer Parallelen zur Äxe, zu welcher am 
besten die Berührungskante der den Strahl enthaltenden Berührungs- 
ebene des Cylinders P^, der ihn tangirt, genommen wird. Es ist wohl 
jetzt meistens üblich, den der Uhrzeiger- Drehung entgegengesetzten 
Sinn als den positiven anzunehmen. Für einen in der Ase befindliehen 
Beobachter wird dann — gl eich giltig welches der Sinn von den 
Füssen nach dem Kopfe ist — der Sinn und das Vorzeichen des 
Winkels (p positiv oder negativ sein, je nachdem der erste Schenkel 
des für den Beobachter oberen spitzen Winkels, d. h. der auf dem 
Complexstrahle liegende rechts oder links vom zweiten, dem auf der 
Berührungskante liegenden, sich befindet; d. h. je nachdem der Com- 
plex rechts oder links gewunden ist. Danach hat sich folgendes Re- 
sultat ergeben; 

Für alle Strahlen eines linearen Complexes ist das Prodmt aus der 
absoluten Umge der kargesten Entfernung von der Äxe in die Tangente 
des nach der ob^en Vorschrift mit einem Yorseicken behafteten spibsen 
WirJiels vom Complexstrahle nach der Axe (oder einer ihn schneidenden 
Parallelen zu der Axe) constant und swar positiv oder negativ^ je nach- 
dem der Complex rechts oder linlcs gewunden ist. 

Diese constante Grosse nennt man, nach Plücker, den Para- 
meter Je des Complexes. 

Auch das Product aus der Entfernung eines beliebigen Punktes 
von der Axe in die Tangente des Winkels seiner Nullebene mit der 
Ase hat den nämlichen Werth. 

Und endlich ist der absolute Werth des Parameters auch gleich 
dem doppelten Verhältnisse des Querschnittes irgend eines der Bota- 
tjonscylinder P^ zur Ganghöhe seiner Complex-Schraubenlinien; denn 
ist M die Ganghöhe, so ist (absolut): 

Wenn p zunimmt, nimmt y ab und H zu. 

Bei jeder Schraubenbeweguug durchlaufen alle bewegten Punkte 
Schraubenlinien von gleicher Ganghöhe. 



*) Wegen obigei' Festsetzung über die positiven Sinne. 
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Fuhrt man ilöo einen Imeiren Comples duich eine Schrauben 
bewegiiiig um '^eiiie \xe m »ich selbst über, die im Wmduugssmne 
mit ihm üheiemstimmt, 10 werden auf einem, aber nui emem dei mit 
ihm eoa\ialen Rotations lj linde 1 die Complex fachraubeuhuien lu sich 
selb-it verschoben 

De) Geatalt nach isi der lineare Complex äunh tetneii {tmf einem 
Vmeewhen behafteten) Farametei vollständig bestimmt, gestaltlich haben 
lar albo nur 00^ lineare Complexe Der Get,tält und Lage nacfi ist ea 
<huch die Ace und den Paiametet odei dmch die Axe und einen seiner 
Strahlen oder dwch eine von seinen Sckraiibenlimen beätimmf 

Die 00* Lagen , welche die Axe einnehmen, und die 00* Werthe, 
die dej Paiametei haben kinn, fuhren zu den 00° hneaien ( omplexen 

Die im Voi ingehenden eiorteiten Eigenschaften des Imeaien 
Complexes haben mith veraula-ist, fui denselben, der, ebenso wie die 
übrigen Gebilde 1 Grades, eines einfacheren Namens bedaif, die Be 
nennung ,Sf)aMengeumde" odei kurz „Gettmdc' duzunebmeu, und naeb 
dem dieselbe (sowie die Nimen „fetriblennetz' und „Strahl engebusche") 
den Beifall einiger Fachgenossen gefunden, erlaube ich mii, dies Wort 
den deutschen Geometern vorzuschlagen,^) und hoffe, dass es auch in 
Bezug auf die Uebei setzbarkeit glücklich gewählt sei 

Ich habe zwar denselben Namen vor einiger Zeit für den spe 
eiellen linearen Complex oder, wie ich ihn nun nenne, das btnhlen 
gebuache vorgeschlagen Der jetzige Voiochlag scheint mii ibei dei 
bessere, eben wegen dei Beziehung des Namens „Gewinde' auf die 
„Windungs" Eigenacbaf ten deis allgemeinen lineaien Complexe"« 

Der 'ipecielle, doö Geiusche, %st getade ,nicM geuunden sein Para 
meter ist 0, denn bei den die Leitgeiide oder Axe im Endlichen 
schneidenden Strahlen ist j) = 0, bei den zu ihr parallelen 9 ^ 

Die Strahlengäiwche bilden den Jjehejgang von den teckts gemmdenen 
cu den Itnls getiundenen hneaien Complexen 

Diejenigen Strihlen eines Gewindes bei denen du. kuize&ten Ent 
ieinuugen von der Axe den nämlichen FusspunLt auf der Axe und 
dieselbe Lange haben, und welche deshalb lucb j,leirh geneigt sind 
gegen die 4xi, bilden ei&icbtlich die eine Re:;elachair eines itotations 
Hypeiboloids um die Axe 

J\ir etMlttn w co Ars Guimdi- mit ihm erneu Schaaren oftdUnde 



*) Auch die ungefällige ZaBammenstellung: „lineares System ■ 
Complescn" macht eine einfucliere Bezeichnuni^ erwünscM. 
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Rotations' Hyperboloide, die bei jeder Drehung um die Axe in sich selbst 
übergehen.*) 

Der Satz über die Coustanz von _p taug <p für alle Strahlen eines 65 
Gewindes läast eine Verallgemeinerung zu. 

Wenn p die kürzeste Entfernung einer beliebigen Geraden l von a 
und rp der WinVA ihrer polaren Geraden V mit der Axe ist, so ist 
auch, aber nur absolut: 

P taug q>' :=k= p' tang 9; 
wo p auf X, ip auf l sich besieht. 

In der That, ea sei t eine Gerade, welche a, l, V trifft, also ein 
Complexstrahl, L der Punkt U und X^tl' seine Nuilebene, ferner 
As die durch l gehende zu a und V parallele Ebene (Nr, 60)-, ihr Null- 
punit ist der unendlich ferne Punkt von ('. Bewegen wir also l in 
dem Büschel {L, A„), so bewegt sieh V in A um den eben genannten 
unendlich fernen Punkt, also zu sich parallel, dabei behält l seme 
kürzeste Entfernung p gegen », ^' seinen Winkel <p' mit a bei; also 
bleibt p tang tp fest und da es in {L, A„) einen Strahl des Gewindes 
giebt, in dem sich dann l und V vereinigen, so zeigt sich, dass 
p tang ip den Werth hat, der ihm bei den Complesstrahlen zukommt, 
also den constanten Werth ^1:. 

Jedoch gilt das, wie gesagt, nur absolut. Wenn die Involution 
der Polarenpaare in der Regelschaar {aW) elliptisch ist, also l und V 
durch a getrennt sind, so wechselt 9', sobald V von der einen Seite 
von a auf die andere übergeht, sein Vorzeichen; folglich ist dann: 
p tang (p' = p' tang 9) = — Z:. — 

Wir haben noch: 

pp tang ,, fang v - V, y - ^tg^. ■ 

Die Gerade \, als Complexstrahl, bestimmt ein mit dem gegebenen 
Gewinde coaxiales Gewinde, ebenso V \ diese beiden Gewinde nennt 
Plilcker Folar-Complexe in Bezug auf den gegebenen Complex; ihre 
Parameter sind p tang ip und p' tang 9)', also ist ihr Product gleich 
dem Quadrate des Parameters des gegebeneu Gewindes; sie sind des- 
halb stets von derselben Windungsart. 

Durchläuft l den einen Complex, dann beschreibt l' den andern. 

Wir wollen die erhaltenen Formeln etwas deutlicher schreiben, 
indem wir in üblicher Weise den Winkel zweier Geraden l und ff 

*) Vergl. auch Sctoute, Vecslagen en Mcdedeelingen der Akademie zu 
Amsterdam S'" Reihe J lieil V S. C6. 
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durch lg, die absolute Länge der kürzesten Entfemung aber durch 
(lg) = (ffT) bezeichnen. 

TFe«n also g ein Strahl des Gewindes ist, so ist: 
(ag) tang^« = Ä; 
sind l und V zwei Volaren in Jiezttg auf dasselbe, so ist: 

(aV) tang l'a = (aV) tang io = + Je, 
und zwar + oder —, je nacMent die involutoriscJie Jtegelscliaar (av., W) 
hyperbolisch oder elliptisch ist. 

Jedenfalls haben die Winkel la und l'a dasselbe Vorzeichen. 

66 Unter dem Winkel zweier Geraden l und g verstehen wir, wenn 

der Beobachter in l sich befindet und die Gerade g und eine sie 
sehneidende Parallele zu l betrachtet, den obern spitzen Winkel mit 
dem Sinne von g nacli der Parallelen, positiv, wenn dieser Sinn der 
Uhrzeiger-Drehung entgegengesetzt ist, negativ im andern Falle. Wir 
wissen schon, dass keine Aenderung eintritt, wenn der Beobachter 
umgekehrt in l stehend gedacht wird; er betrachtet dann den Scheitel- 
winkel. Aber es tritt auch keine Aenderung ein, wenn sich der Be- 
obachter in g befindet und den obern spitzen Winkel von l nach einer 
sie schneidenden parallelen Linie zu g betrachtet. Demnach ist 
zwischen den Bezeichnungen gl und lg, bei welchen der Beobachter in l, 
bezw. in g gedacht wird, kein Unterschied. 

Wenn wir mit der g das ganze Gewinde, mit den l und l' den 
ganzen Raum durchlaufen, so dürfte die obige Feßtsetaung, wie das 
Vorzeichen des Winkels zweier Geraden zu bestimmen und dass die 
kttrze&te Eatfernung zweier Geraden immer absolut zu nehmen ist^ 
wohl die angemessenste sein. 

AVenn man aber z. B. nur Polarenpaare l, X betrachtet, welche der- 
selben, auch a enthaltenden, paraholoidischen Regelschaar angehören, 
so liegen erstens alle kürzesten Entfernungen (aX), {al') auf derselben 
Geraden h der Leitschaar und die Winkel zwischen den l, V und a 
können alle in dieselbe, zu h senkrechte. Ebene A" gebracht werden; 
und dann ist es wiinschenswerth, jene überhaupt, und diese in der 
üblichen Weise mit Vorzeichen zu behaften. Wir legen also auf Ä 
einen positiven Sinn und betrachten die Ebene A**, in der wir uns den 
Winkel hegend denken, so, dass wir in der positiven Eichtung von h 
auf sie zu sehen; die kürzesten Entfernungen (al), . . . lassen wir auf 
a anfangen. 

Es sei die Involution («u, W) hyperbolisch, dann schneiden l 
und V die h beide auf der positiven Seite oder beide auf der ne- 
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gativen; im ersteren Falle sind {al), (aV) beide positiv und die Winke! 
la und V a bekommen hier dasselbe Vorzeichen, wie bei der früheren 
Bestimmung; im zweiten Falle werden [aT), {al") negativ, und die 
Winke! erhalten andere Vorzeichen wie früher; also bleibt die Formel: 

{al) tang V a = {al") tang la ^li 

bestehen. Ist die Involution elliptisch, so dass etwa l die /* auf der 
positiven und V sie auf der negativen Seite schneidet, so wechseln 
also (aT) und -^ V a ihr Vorzeichen gegen früher, und in der bis- 
herigen Formel 

(al) tang V a = (aV) taug ia = — 7c 
geht — k in k über, so dass in beiden Fällen dieselbe Formel gilt. 

Da es sich um die Tangente handelt, so ist es nicht einmal 
erforderlich, am spitsm Winkel festzuhalten; denn der spitze und der 
stumpfe Winkel la haben, weil sie ungleiches Vorzeichen besitzen, 
dieselbe Tangente, auch dem Vorzeichen nach. Wichtig ist nun aber, 
Anfangs- und Endschenkel zu unterscheiden. 

Unter dem Momente zweier Geraden g und l versteht man be- 
kanntlich das Product aus" der kürzesten Entfernung derselben in den 
Sinus ihres Winkels; bezeichnen wir es mit m{t, g), so ist: 
m{l, g) = m{g, l) = (gl) sin//?. 

In Bezug auf das Vorzeichen des Winkels gl gilt folgendes: Beiden 
Ueradeii werden positive Sinne gegeben; dann wird von einem in I 
befindlichen Beobachter der Winkel beobachtet, der die positiven 
Schenkel der g und einer sie schneidenden Parallelen zu l zu Anfangs- 
und Endschenkeln hat; die Vertausehung von l und g ändert das Vor- 
zeichen nicht. Den Factor {gl) nehmen wir absolut. 

Es sei (S, b) ein Strahlenbüschel, g ein beliebiger Strahl desselben, 

t aber derjenige von seinen Strahlen, der eine gegebene Gerade l in 

L trifEt. Die Parallele fir, durch L zn g fällt in 6; T sei die (Ortho- 

gonal-)Projection von S auf die Ebene ^y =Blgi. Dann ist: 

{lg) ^ST^SL sin SLT = SL sin ty, 

m{l,g) = SL sin ty sin lg = SL sin ty sin Ig^ 

= SL sin (tlg,) = SL . sin tg . sin tl . sin {tl, e); 

vfo sin {tlg^) der Eckensinus des Dreikants tlg^ ist. 

In dieser Formel für m(l, g) nehmen wir SL, tl und {tl, a) ab- 
solut, tg aber mit einem Vorzeichen behaftet an. Sie lehrt, dass, 
während ^ im Strahlenbüschel (S, g) sieh bewegt, »«(i, g) ku sin tg 



also: 



y Google 



98 Dar lineare Coiiiplex oder das Strahlengewinde. 

sich proportional verändert und zwar, da beide zugleich durch gehen, 
auch dem Vorzeichen nach. Also ist für alle Strahlen von (S, e) 

m{l,g) : sin tg 
constant. 

Wenn ferner t eine heliebige Ebene durch ( und g^ die Projection 
Ton (7j auf sie ist, so lehrt das Dreikant tg^g^, dass absolut: 

sin er ^^^ß-, 
Bin tg ' 

daher sind, während ff den Büschel (S, ö) durchläuft, die absoluten 

Werthe vou m(lf({) und sin iß proportional und derjenige von 

eiue Constant e. 
67 Es gehöre nun (S, a) zu einem gegebenen Gewinde T, ah l 

nehmen wir einen Durchmesser d desselben, als t die Nullebeae Ö des 
Punktes D^^dt (des bisherigen L), welche i in sich aufnimmt. 
Während also */ den Bflschel (S, o) von F durchläuft, bleibt 

sin Sg " ^^^' Bin Sy 
fest. Sei g' ein beliebiger anderer Strahl von F, g der von ihm ge- 
troöene Strahl von (S, ö), {S', e') der ebenfalls zu F gehörige Büschel, 
den ff und g' bestimmen, und (' der Strahl dieses Büschels, der den 
Durchmesser d trifft, so ist die Nullebene von dt' zu ä parallel. Also 
ändert sich bei g, wenn wir von einem der beiden Büsche! {S, s), (S', <?') 
zum andern Obergehen, nichts an unserm Ausdrucke. Demnach hat 
derselbe für alle Strahlen des Gewindes denselben Werth. 

Wenn mithin d ein Durchmesser eines Gewindes und ä die Stellung 
der Nullehenen seiner Punkte ist, so ftat für aUe Sirahleti g des Gewindes 

sin dg ^^^> sm Sg 
denselben Werth; darin sind zunächst alle 3 Grössen (dg), dg, dg ab- 
solut. Aber es empfiehlt sieh, dem Winkel dg dasselbe Vorzeichen 
zu geben wie dem mit ihm gleichen ag, also das positive oder nega- 
tive, je nachdem der Comples rechts oder links gewunden ist. Wir 
wollen diese jedem Durchmesser d mgekörige Conslante, von gleichem Vor- 
zeichen mit dem Parameter, mit Äd bezeichnen. 

Bei der Axe a wird, da a und die u senkrecht zu einander sind, 
unser Ausdruck 

(ag) ta.og ag, 
also der Parameter k; man kann daher J: auch den Umiptparametei- oder 
den Parameter der Axe und kj den zum Durchmesser d yehörigm Pant- 
meter nennen. 
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Es sei zweitens {S, ß) wiederum ein Büschel von F, l aber eine 68 
beliebige Gerade, l' ihre Polare, welche auch von t getroffen wird; 
dann aind m(l, g) : sin tjf und m(t, g) : sin tg im Büschel (ä, e), also: 

m{l,g): m(l',g) 
für aile Strahlen von F constant 

Alle Strahlen eines Oeumdes hüäen mit zuei m ßemg auf dasselbe 
polaren Geraden Momente, deren VefJudtniSb emm coiistantm Werih }taf 

Diese jedem Polaren-Paate svgelunige Ckmstante nennt man dessen 
Modulus. 

Umgekehrt, es seien g, g zwei sich in S schneidende Geraden, 
welche in Bezug auf l und I auch dem Voi/eichen nach denselben 
Modulus haben; i! die Gerade aus S, welche l und l triftt in Z und 
i'; in der obigen Formel fui mQ, g) geben wir nun nicht tg, sondern 
dem Flächenwinkel {tl, ö) oder {tl, tg) ein Voizeichen, derartig, dasi> 
seine positiven Hatbebenen die positiven Halbstrahlen von g und l 
enthalten und er sein Vorzeichen zugleich mit tn(l,g) wechselt. Daher ist: 
, „ ,., SL .Biutl . sin (tl, tg) 

j ,, ,., SL . am tl . am(tl,tg') 

mod ft 1 V - si. :^,rr.s^irw> ' 

also: 

sin (tl, tg) ^ sia.j^,tg-) _ 
sm((r, tg) am{tr,tg')' 
d. h. die Ebenen tg und ig' sind identisch. 

Durch l und l' als Polaren und g als zugehörigen Strahl ist ein- 
deutig ein Gewinde bestimmt, welchem ( und also der ganze Büschel 
tg und nach dem eben geführten Beweise auch g' angehört; da jeder 
andere Strahl, der in Bezug auf l und l' denselben Modulus hat, einen 
Stiahl d eses B seheis tr ät so gehört e aucl lern (, ew nde an AI o 

Alle St aJlet welche n JBe g a f we gegebete Getaden l } d f< 
selbe Mot e te Verl alt ss oder dei eiber Mod lis h ier e eugez er 
Gel de Be g a f Icles U he 7e GeaJe l l l jol s J 

Man kann d r h a e ne Ebene legen welche zu den be leu 

Pola en l und l parallel st es se g der n 1 ese Eb nc lallende 

Strahl !eö Ge v nde der vom Fes j unkte auf a des ku ze ten Lothe 

zw s hen d i un U ausgeht Ers chtl cl st {gl) = (al) iß) ^ H 

Bilden wir nun den Modulus in Bezug auf l und V vermitfelst dieses 

Strahles g, so ist: 

, ,, ,,. _ (gi)ai° (gOi _ («Osmjsa + al), (al) tmal sin (5«), 

mod {1,1)- ^^.^ ^.^ ^- ;,j^_ - j^^,j ^.^ ^^^-_^ ^,,j^ _- ^-^^^-—^^^^—^^ , 

weil g '/AI a normal ist; hierin bedeuten die angefügten, aber bei den 
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Cosinussen nicht noth wendigen Zeiger t , V, dass die betreffenden 
Winkel, in ui liegend gedacht, aus l, bezw. V betrachtet werden. 

Schreiben wir die frühere Formel aus Nr. 6fi auch mit dieser 
genaueren Bezeichnung so haben wir: 

also; siii(ai), sin (ifö); 

Bei hyperbolischer Involution (au, W) und auf derselben Seite 
von Ki gelegenen l, V können wir unmittelbar die Zeiger weglassen; 
wenn aber die Involution elliptisch ist und l, l' auf verschiedenen Seiten 
von ßj liegen, dann ist sin {aX')i- = — sin {al')i, sin {gd)i,' = — sin {gd)i\ 
demnach ist in beiden Fällen: 

mod {1, l') = - — |, , 
wofern die Winkel al und at von derselben Seite von a, betrachtet werden. — 

Bei einem Durchmesser d fanden wir für alle Strahlen ff des Gewindes 

constant. Wir finden dann, ebenso wie in Nr. 6ö, dass, venn I. xnd l' 
Polaren sind, 

^0 -\- oder — su nehmen ist, je nachdem die involutorische Eegelschaar 
(d^oo, ^0 hyperloliseh oder elliptisch ist. 
69 Wir haben nun noch die Beziehung zwischen dem Hauptpara- 

meter h und dem zu einem Durchmesser ä gehörigen h^ aufzusuchen. 
Die Gerade t schneide a und d in A und D und zwar rechtwinklig; 
also ist sie ein Strahl von V; die Nullebenen a und Ö von A und B 
gehen durch ihn, eratere ist senkrecht zu a und d, der spitze Winkel 
der letzteren gegen die Durchmesser-Richtung sei e^- Wir ziehen aus 
A und 1) bezw. in a, ö die Complexstrahlen ff, ff', welche zu t senk- 
recht siud; g' ist die Protection von d auf ö, also ^dg' = ea; die 
Projection von ff auf ä ist zu g' parallel, mithin •^dff = -^ — £,;. 
Wir bilden nun ftj mit Hilfe von g, h^ h„ mit Hilfe von g'. 

ha = (clg) 1^ f^=AD. '-^ , h = («/) . tang ay = AD . taug a.,; 

also: l^d = ^i^~ ' 

Die^e Besiehuni) besteht also stmschen dem Jlaupljiatamctet, detii auf 
einen Bmdmiebset besughchen Parametet und dem Aetgungsunnkel der 
Nitllehenen dn Punkte dieses Burchmessei s geg/nt die Putchmebsvr Richtung. 
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Die Formel für k lehrt, dass alle gleicliweit von a entfernten 
Durchmesser denselben Neigungswinkel Sa und denselben Parameter Ic^ 
haben und dass, wenn die Entfernung von a zunimmt, e^ kleiner und 
: wird. 



Wird dem Gewinde F eine Fläche 2. Grades W adjuugirt, so 70 
kann mau nach den Geraden fragen, die gleichzeitig uach F und nach 
9t" polar sind 

Lasst man zwei Geiade entapiechen, von denen die eine l zu 
emei Geraden l polai ist uach F, die andere J zu dei selben Geraden I 
polar ist nach St^, so erhalt man coirespondirende Geraden emei Gol- 
lineation, dieselbe hat b aich selbst entsptechende Geraden, welche 
die Kanten eines Tetraeders bilden Vier von ihnen sind ersichtlich 
die Strahlen, welche F mit den beiden Rdgelscliaaren von 3t gemein 
hat (Nr 5S), diese bilden em Vieiseit und die beiden übrigen Ge 
raden, die Diagonalen dieoes Vierseits, sind zu eiuaudei polai in Bezug 
aut Sr* und auf F 

Ils gtd>f em etnpigeb Paat mn h^etadm, nelrhe 3u emandet polm 
hmd sowohl m Bezug auf em gegebenes Geumde als auch m Beäug auf 
(.tue gegebene Flache 2 Gtades 

feie sind ersichtlich auch zu einander polar in Bezug auf das 
Gewinde F^, das aus F duich Polarisiiung in Bezug auf 2( sich er 
giebt, und sind demnach, wie wu hier, voi ausgreifend, erwähnen 
wollen, die Leitgeraden des Strahlennetzes, das den beiden Gewinden 
gemeinsam ist. 

Verallgemeinert man die Massbeziehungen projectiv, d. h. ersetzt 
man die ausgeartete Fläche 2. Grades S^ durch eine allgemeine Fläche 
9i*, 80 wird man die beiden eben erhaltenen Geraden als die Axen 
des Gewindes F (und zugleich des Gewindes F^) bezeichnen. In der- 
selben Weise kann man auch die vorangehenden Formeln verall- 
gemeiuem, was hier jedoch nicht geschehen soll.*) 

Wenn aber die eine Eegeischaar von 91^ zu F ganz gehört, so 
giebt es oo^ der %^ aufgeschriebene Vierseite (mit zwei festen Gegen- 
seiten), welche dem F angehören, und in ihren Diagonalen -Paaren haben 
wir dann oo^ Axen-Paare des Gewindes F. 

*) In Beaug auf die im Vorangebenden behandelten metrischen Eigun- 
schaften des linearen Compleses sehe man; Plücker, Neue Geometrie dea 
Raumea, Nr. 47ff.; Zenthen, Mathem. Annalen Bd. 1 8.443; von Brach, ebenda 
Bd. 2 8. 135; ßeye, G. d. L. II 10. Vortrag; d'Ovidio, Ätti dell' Accademia delle 
Scienze di Torino Bd. 16 (Nota suUe proprietä fondamectali dei oomplesai lineari) 
und, für die prujective Verallgemeinerung: Rendiconti dell' Istitutü Lombardo 
Ser. II Bd. 14 (Teorenii sai complessi lineari nella metrica projettiva). 
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1 Wii wenigen uns zu d'n üt s'tugungen rfes SUahlptiqeumdeb 

Die Ets ugunq teimtüeht Pines NiiüsifstetHi, ist him eiLhentl erörtert. 

Fernei geben die mvolutonschen ßegelschairen \oii Polareiipaaren 
eine Eizeugung 

Jede invdlutmisdte Begelschaar fuhrt zu anem Geumde, Sit dem- 
selben gehören alle Straklm, welche swei gepalte Geraden det JRegehchaar 
zugleich heifeii 

Die involutorische Regelschaar ruft auf der Schnittcurve eiuer 
beliebigen Ebene mit der Trägerfläche der Eegeischaar und um den 
Taugentiaikegel aus einem beliebigen Punkte an dieselbe eine conische 
Involution her^for; das Involution seeutrum der ersteren, der Punkt, in 
den die Verbindungslinien gepaarter Punkte zusammenlaufen, ist der 
NuUpiinkt der Ebene, die luvolutionsebene der letzteren, d. i. die Ebene, 
in welche die Schnittlinieu gepaarter Ebenen fallen , die Nullebene 
des Punktes. 

Wir können diese Erzeugung des Gewindes die Chasles'scke Er- 
zeugung nennen; denn Chasles*) construirte schon 1839 thatsächlich 
den linearen Comples, indem er die Erzeugenden der einen Schaar 
eines Hyperboloids paarweise einander zuordnete vermittelet der sie 
treffenden Strahlen eines Strahlenbüschels und dann die Gesammtheit 
aller Geraden betrachtete, welche zwei einander so zugeordnete Ge- 
raden treffen. 

Bei dieser Erzeugung entstellt das Gewinde durch oo' Strahlen- 
netze. Ist die Involution hyperbolisch, so haben zwei von ihnen ver- 
einigte Leitgeraden: jedes dieser Netze besteht aus sämmtliehen Tan- 
genten der Trägerfläche der Kegekchaar, welche auf dem betreffenden 
Doppelstrahle der Involution berühren. In diesem Falle geben die 
reellen Paare der Involution noch nicht das vollständige Gewinde, unter 
den erzeugenden Strahlennetzen sind auch solche mit conjugirt ima- 
ginären Leitgeraden. In construetiver Beziehung ist also diese Er- 
zeugungsweise nicht vortheilhaft. 

Jedes Gewinde kann auf co^ Weisen so erzeugt werden (Nr. 58), 

Zwei projective StrahlenbÖschel derselben Ebene werden bekannt- 
lich von allen Strahlen, welche durch den Schnittpunkt der beiden 
Strahlen gehen, die dem gemeinsamen Strahle in beiderlei Sinne ent- 
sprechen, und nur von diesen Strahlen in involu torischen Punktreihen 
geschnitten; denn auf jedem von ihnen entsprechen der genannte Punkt 
und der Schnittpunkt eines dieser Strahlen mit dem 

*) Liouvüle'a Journal 1. Serie Bd. 4 S, 348, 
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Strahle sich in beiderlei Sinne in den entstehenden projectiveu Puiikt- 
reihen. 

Demnach erzeugen alle Strahlen, welche swei gegebene projeciive Ebenen- 
büschel in involutorischen FunMreihen schneiden, (d. h. alle Strahlen, 
welche, wenn |, |[ und j;, ij^ irgend zwei Paare homologer Ebenen 
der beiden Büsche! sind, die Geraden |jji und tj^^ zugleich treffen) 
ein Gewinde. 

Denn die in eine Ebene fallenden derartigen Strahlen bilden 
einen Büschel. 

Ebenso entsteht, dual, ein Gewinde durch alle Strahlen, aus denen 
z,wei gegebene projective Punktreihen durch involutorische Ebenen- 
büsehel projicirt werden. 

Diese Erzeugung kann man leicht aus der Chasles' sehen ableiten,*) 

In der That, es seien g und g^ zwei Gerade der Leitschaar der 
involutorischen Regelschaar, welche ja vollständig zum erzeugten Ge- 
wiode gehört, so verbinden wir g je mit der einen von 2 gepaarten 
Geraden l und V der Involution und g^ mit der andern, dann werden 
die Büschel um g und g^ projectiv. Eine Gerade aber, welche l und l' 
sehneidet , trifft in den Schnittpunkten sowohl die entsprechenden 
Ebenen gl und gj', als auch die entsprechenden Ebenen gl' ünA gj, 
so dass sich in den conjectiven Punktreihen, in denen sie von den 
Ebenenbüscheln geschnitten wird, ein involutorisches Paar ergiebt. 

Wir können also ein gegebenes Gewinde auch auf folgende Weise 
herstellen. Wenn g, g^ zwei Strahlen desselben, l, l, zwei sie treffende 
Geraden und l', 1/ deren Polaren sind, so beziehe man die Ebenen- 
büschel g und g^ so projectiv auf einander, dass den Ebenen g{l, l^, i') 
die Ebenen g,{l',li',l) homolog sind. Auch gl^' und g^l^ entsprechen 
sich, und das Gewinde der Geraden, welche von diesen Ebenenböscheln 
in involutorischen Punktreihen geschnitten werden, hat mit dem ge- 
gebenen die Netze [W] und {IJi'] gemein, ist also mit ihm identisch, 
da zwei verschiedene Gewinde nur eine Oongruenz 1. Grades gemein 
haben können (Nr. 7). 

Wenn die beiden Ebenenbüschel sich in ausgearteter Projectivität 
befinden, so erzeugen sie ein Strahlengebiische, dessen Leitlinie die 
Schnittlinie der beiden singulären Ebenen ist, weil jeder von diesen 
jede beliebige Ebene im andern Büschel entspricht.**) 

Zwei beliebige Geraden / und l, und ihre Polaren V und 1/ in 12 
Bezug auf ein Gewinde F führen, wie wir wissen, zu einer involu- 

*) Vergl. Caporali-del Pezzo. 
**) Vergl. die eine Anm, zu Nr. 10. 
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torischen Regelscliaar und zur Erzeugung von F vermittelst derselben. 
Diese Regelschaar artet aas, wenn l und J^ einander schneiden und 
also auch V und l^'. Jene und diese bestimmen einen Büschel, und 
diese beiden Büschel sind projectiv mit zwei zu einander polaren 
Geraden als homologen (Nr. 57); jeder Strahl von f trifft zwei ent- 
sprechende Strahlen. Wir haben schon erkannt, dass die Büschel einen 
gemeinsamen Strahl haben und dieser in der projectiven Beziehung sich 
selbst entspricht: es ist dies der zu F gehörige Strahl von beiden. 

Daraus ergiebt sieh eine Erzeugung des Strahlen gewin des, welche, 
ebenso wie die durch das Nuilsystem und die Chaales'sehe, von 
welcher sie ein besonderer Fall ist, in sich dual ist und welche man 
wohl als die einfachste Erzeugung bezeichnen darf: 

Zwei jorojective Strahlenbüschel mit einem gemeinsamen und in der 
PrqjecHvität sich selbst entsprechenden Strahle sind gegeben; alle StrMen, 
welche swei homologen Strahlen zugleidi begegnen, erzeugen ein Gewinde. 

Der Mangel, welcher der allgemeinen Chaslea'sehen Erzeugung 
anhaftet, dass man, um das vollständige Erzeuguiss zu erhalten, ev. 
mit conj'ugirt imaginären Strahlen zu thun hat, ist hei dieser Er- 
zeugung nicht vorhanden. Alle erzeugenden Strahlennetze haben reelle 
Leitgeraden. 

Die vorliegende Erzeugung wurde von Sylvester bemerkt.*) 

Jede Ebene § schneidet die beiden projectiven Strahlenbüschel in 
zwei perspectiven Punktreihen, und das Perspeetivitäts-Centrum ist der 
Nullpunkt X von |. Aus jedem Punkte X werden sie durch zwei 
perspective Ebenenbüschel projicirt, und die Perspectivitäts-Ebene, auf 
der sich die homologen Ebenen sehneiden, ist die Nuliebene | von X, 

Zur Bestimmung des Nullpunktes X von | {oder der Nuliebene 
S von X) genügen zwei Paare homologer Strahlen a^ und li, a^ und b^ 
der beiden Büschel (J., a), {B, ß), die Verbindungslinie der Spuren 
von ßj und b^ und die der Spuren von «j und b^ in | treffen sieh im 
Nullpunkte. 

Mit dieser Aufgabe ist dann auch die Aufgabe gelöst; dm in 
einen gegeben&i Strahlenbüschel {Y, |) fallenden SiraM des Gewindes su 
construiren. Die Construction ist, wie nothwendig, linear. 

Dreht sich | um eine Gerade l, so bewegt sieh X auf der Ge- 
raden t, welche den Hyperboloiden (la^ &,), {la^ l^), ausser den B 
Geraden l, {Ä, Iß), {B, la), gemeinsam ist. 

Zwei Lagen von X bestimmen T; wir nehmen die Nullpunkte 



*) Coniptee rendus Bd. 52 (1861) S. 741; vergl. auch Plücker, Ün a new 
Geometry of Space, Transactions of the Cambridge Philns. Society Vol. X[ Part. 1. 
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der beiden Ebenen durcb J, welche A, bezw. S enthalten; den ötralilen 
von (A, a) und (B, ß), welche bezw. in diese Ebenen fallen, mijgen 
b', a entsprechen; dann sind Q?', lA), (a, IB) die beiden t bestim- 
menden Punkte. Die beiden perspectiven Punktreihen, iu denen lÄ 
oder IB die Strahlenbüschel trifft, sind von ausgearteter Projeefcivität, 
so dass jede einen singulären Punkt besitzt, dem alle Punkte der 
andern Reihe correspondiren. 

Fassen wir l als Ort von Punkten X auf, so sind b', a auch 
die Strahlen, welche zu den von l getroffenen Strahlen der Büschel 
homolog sind. Die Gerade, um weiche sich die Nullebene | dreht, 
ist die Schnittlinie der Ebenen (b', la), (a, Iß); man wird sich leicht 
überzeugen, dass sie mit der Verbindungslinie der Punkte (b', lA), 
(«', IB) identisch ist. 

Jede zwei homologen Strahlen a und b der beiden projectiven 
Strahlenbüschei (A, «), (J5, ß) hefern ein zum Gewinde gehöriges 
Strahlennetz [a, &]. Also müssen es auch die beiden in s^AB=~aß 
vereinigten homologen Strahlen thiin. Zu einer exacten Bestimmung 
dieses Strahiennetzes [s, s] mit zwei vereinigten Leitgeraden gelangen 
wir in folgender Weise: 

Wenn wieder zunächst a und b zwei beliebige homologe Strahlen 
von (ji, a) und {B, ß) sind, so sind die Punktreihe auf a und der 
Ebenenbüsehel um b projectiv mit solchen entsprechenden Elementen 
Z und £, welche mit einander incidiren. Das Strahlennetz [a, b] des 
Gewindes ist dann der Inbegriff aller Strahlenbüschei (Z, £;). Die 
Projection von (B, ß) auf a aus einem beliebigen Punkte V ist ein 
zu {A, a) perspectiver Büschel; dem Punkte, in dem a dem perspec- 
tiven Durchschnitte begegnet, entspricht in der ProjectivitUt zwischen 
den Z auf a und den ^ durch b die Ebene bV; folglieh entspricht 
dem Begegnungspunkte 3} des genannten Durchschnittes mit s in der 
Projectivität zwischen der Punktreihe auf s und dem Ebenenbüschel 
um s die Ebene sF; ein zweiter Punkt W führe in derselben Weise 
zu 33 auf s; und folglich ist die eben genannte Projectivität bestimmt 
durch die 3 Paare entsprechender Elemente; A und ß, 33 und sFj SB 
und s W. Sämmtliche Strahlenbüschel , deren Scheitel und Ebene 
weitere entsprechende Elemente sind, erzeugen [s, s]. Wir werden 
später uns mit dem Oompiexe 2. Grades der Strahlen beschäftigen, 
der bei zwei beliebigen projectiven Strahienbüscheln sich ergiebt; von 
demselben hat sich in unserem Falie das Strahlengebüsche [s] ab- 
gelöst; beim Übrig bleibenden Gewinde ist jedoch von diesem Gebüsche 
das eben beschriebene Netz geblieben. 

Läsat man die beiden Strahlenbüschel in {A,a) zusammenfallen, so 



y Google 



106 Per lineare Compies oder das Strahlengewinde. 

dass je zwei entsprechende Strahlen sieh decken, so wird (A, a) ein 
Büschel des Gewind lle eugenden Strahlennetze haben vereinigte 
Leitgeraden (Nr. 5fe) n de dann für die endgiltige Festlegung eines 
solchen Netzes ert I 1 h n P ojectivität auf und um einen Strahl 
von (_A, ß) entspr h n s h Punkt von « and seine Nullebene. 

So ergiebt sieh (N ob) fol nd Herstellung des Gewindes. 

Ein Strahlet^äschel (A, «) isi gegehm. Man besiehe das Feld a so 
correlativ auf dm Bündel A, dass jeder Sh-ahl von {Ä, a) sich selbst 
entspricht. Jeder Punkt von k fallt dann in seine entsprechende Ebene 
von A. Die oo^ auf diese Weise bestimmten Strahlenbüschel ereeugen 
ein Gewinde.*) 

In der That, wenn (X, |) ein beliebiger Strahlen hüschel ist, so 
geht vom Ebenenbüsche! in A, der in der Correlation der Punktreihe 
ß| entspricht, eine Ebene durch X und schneidet in (X, |) den Strahl 
ein, der zum erzeugten Complexe gehört. 

73 Aus der Sylvester'schen Erzeugung lässt sich leicht ersehen, 

dass, wenn g^, g^, g^ mm Gemnde gehören, die ganze liegelschaar 
(i'iffsS's) sicA in demselben befindet. 

In der That, ea sei g^ der gemeinsame Strahl der beiden erzeu- 
genden Strahlenbüschel (A, sc), {S, ß), von denen der eine ein be- 
liebiger g^ enthaltender Strablenbüachel, der andere der zu ihm nach 
dem Nullsystem polare ist; l^, l^ seien die beiden Geraden der Leit- 
schaar [ffi^g^a], weiche sieh in a, bezw. ß befinden. Dann stimmen 
die beiden Projectivitäten, welche auf l^, l^ einerseits durch die liegel- 
schaar (gig^ga), andererseits durch die beiden projectiven Büschel {A, «), 
{B, ß) hervorgerufen werden, überein, weil die auf g-^, g^, g^ liegenden 
Punkte in beiden einander entsprechen. Folglich trifft jeder Strahl 
von {g^g^g^ zwei entsprechende Strahlen von {Ä, a) und (B, ß) und 
gehört zum Gewinde. 

Zur Axe gelangt man, wenn diese Erzeugung zu Grunde gelegt, 
wird , in folgender Weise : Wenn «^ , ftj ; «^ , Z»2 zwei Paare ent- 
sprechender Strahlen der beiden erzeugenden Büschel sind, so seien 
h{, h./ die Parallelen zu b^, b^ aus A, die unendlich fernen Geraden 
der Ebenen «,&/> <^ih' ^'"'^ '^^^'i Strahlen des Gewindes und ihr 
Schnitt der unendlich ferne Nullpunkt U, die Schnittlinie der beiden 
Ebenen ist also ein Durchmesser. Nun hat man noch in irgend einer 
zu demselben senkrechten Ebene den Nullpunkt zu eonstruiren, der 
dann der Fusspunkt der Axe ist, und hat man diese, so kann man 



, Zeitschrift für Mathematik Bd. 27 S. 357. 
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mit Hilfe des Strahles AB des Gewindes die Art der Windung be- 
ll rth eil eu. 

Hält man die erzeugenden Büechel fest und zur Bestimmung der 
l'rojeetivität, ausser dem sich selbst entsprechenden Strahle s, noch 
ein Paar homologer Strahlen «j, 6j, so hat man oo' Gewinde, welche 
offenbar das Strahlennetz [a^, b^] gemein haben. Unter den oo' Pro- 
jeetivitäten giebt es 2 ausgeartete, von denen die eine a-^ in (A, a), 
AB in (JB, f), die andere AB in {A, a), 6, in (B, ß) zu singulären 
Strahlen hat; durch die so projectiv bezogenen Büschel entstehen die 
Gebüsche [a^\ und [ij]; die obige Constrnction wird zu den Leitgeraden 
«j, 6j als Axen führen. 

Bleibt endlich nur die Vorschrift, dass der gemeinsame Strahl s 
sich selbst entspricht, so erhält man oo^ Gewinde, zu denen allen die 
beiden Büschel {A, ß), {B, a) gehören ; dies giebt aber nur einen 
apeciellen Fall des Netzes von Gewinden, mit dem wir uns später 
zu beschä,ftigen haben werden. 

Da man zur Erzeugung eines gegebenen Gewindes den einen 
Strahlenbüschel ganz beliebig annehmen kann, der andere aber als der 
zum ersten in Bezug auf das Gewinde (oder zugehörige NuUsystem) 
polare vollständig bestimmt ist, so Mnn man jedes Gewinde mif oo^ 
Arteit ncu^i. Sylvester's Emeugimgsweise herstellen. Nun giebt es aber 
CO* Paare von Strahlenbüscheln mit einem gemeinsamen Strahle und 
bei jedem Paare oo^ Projecti vi täten, bei denen dieser Strahl sich selbst 
entspricht; und so sehen wir von neuem, dass es oo*+^~^ Gewinde giebt. 

Oder kürzer, zu einem gegebenen Strahlenbüschel giebt es oo^, 
die mit ihm einen Strahl gemein haben, und zwischen ihm und jedem 
derselben oo^ Projectivitäten. 

Sind zur Bestimmung eines Gewindes zwei polare Geraden l, t 
(oder zwei Strahlenbüschel, die ihm angehören sollen) und ein Strahl 
g gegeben, so sei s eine Gerade, welche l und l' trifft; (A, a) ist 
dann durch s und l, (B, ß) durch s und V bestimmt und die Projec- 
tivitäfc durch das Entsprechen: s, s; /, /'; a, h, wo a, h die von g ge- 
trofPenen Strahlen der Büschel sind. 

Vor allem eignet sich die Sylvester' sehe Ereeugungsweise dazu, umlA 
aus 5 gegebenen Strahlen ^i, g^, g^, ^4, g^ das Gewinde herffiistelle^t. 
Die Coustruction bleibt frei von imaginären Elementen, die bei den 
ErzeugungsweJsen durch eine involutorische Eegelschaar oder durch 
zwei projective Ebenenbüschel oder Punktreihen (Nr. 71) auftreten 
können, wenn man sie für 5 gegebene Strahlen einrichten will. Im 
ersteren Falle z. B. bedarf man, wenn man etwa die 
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Il/iffa^s] involutorisch machen will, die beiden Geraden derselben, welche 
g^, sowie die, welche g^ treffen. 

Es sei {^Ä, a) ein Strahlenbüschel, weicherer, enthält, und «3, Og, 
a^, Ö5 diejenigen von seinen Strahlen, welche g^, g^, g^, g^ treffen. 
lii jeder Ebene ß durch ^j erhält man dann einen und nur einen 
Punkt B', der so beschaffen ist, dass B'(g^, \, \, \,) J\ A{gy, a<^, a^, a^, 
wo &2, 63, 6j die Strahlen von B' nach den Spuren B^, B^, B^ von 
Oi> 9s> 9i i^ ß sii"i- Oonstruirt man nämhch auf der Geraden B^B^, 
welche ^i in B^ treffe, den Punkt B^ so, dass B^S^B^B* A gi^h^h^n 
so schneidet die Gerade B^Bf die g^ im gesuchten Punkte B'. 

Vertauscht man g^ mit ^5, so erhält man in ähnlicher Weise 
B,^,B^miAB", für welchen letzteren B'(ßi, \, f-j, h^)J\Ä{gy, Og, a^ja^). 
Wenn für eine von a verschiedene Ebene ß die beiden Punkte B' und 
B" in einem Punkte B sich vereinigen, dann haben wir zwei Strahlen- 
büschel {A, k) und (B, ß), welche, wenn sie so projectiv bezogen sind, 
dass (/j sieh entspricht und die ^3, g^ treffenden Strahlen des einen 
den dieselben Geraden sehneidenden des andern entsprechen, auch die ^4, 
sowie die ^^ treffenden Strahlen zu homologen haben ; also enthält 
das durch sie erzeugte Gewinde alle 5 Strahlen, 

Dreht sieh nun ß um g^ , ao durchläuft B^ B^ die Regelschaar 
[?i?ä?s] '^^'^ ^^^ Punkte B*, B,* durchlaufen zwei Geraden g^*, g^* 
der verbundenen Schaar (g^g^g^); also sind die Punkte B', B" je die 
Schnitte von j?, mit den in ß liegenden Geraden der Schaaren [gigig*], 
bezw. [ßig^g*]; und die Punktreihen, die von B' und B" auf g^ be- 
schrieben werden, sind zum Ebenenbüschel der ß und daher auch 
unter einander projectiv. 

Man erkennt unmittelbar, dass, wenn ^ in « fällt, B' und B" 
nach A fallen. Demnach ist A der eine sich selbst entsprechende 
Punkt der beiden conjectiven Punktreihen der B' und B" auf g, oder 
der eine Berührungspunkt der beiden Hyperboloide (ffigigt*) und 
(ffig^g*), welche sich ja auf der gemeinsamen Geraden g^ zweimal 
tangiren müssen. Der andere ist der gesuchte Punkt B, und die ge- 
meinsame Berührungsebene die zugehörige ß. Man wird also iu zwei 
von ß verschiedenen Ebenen ß durch j/j die Geraden construiren, 
welche g^ und g^, g^ und g^* treffen ; in ihren Schnitten mit i/i hat 
man dann zwei Paare entsprechender Punkte der Conjectivität auf j/j. 
Durch diese und den sich selbst entsprechenden Punkt A ist dieselbe 
festgelegt. Man ermittelt — was linear geschieht — ■ den andern sich 
selbst entsprechenden Punkt B, und die Gerade aus ihm, welche g^ 
und g* (oder g^ und grf) trifft, giebt, mit g^ verbunden, die Ebene ß. 

Selbstverständlich kann man aucli dual verfahren. 
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Einfacher wird die Construction, wenn zwei von den 5 Strahlen, 
etwa g^ und g,^, sich schneiden, so dass dann ihr Büschel zum Gewinde 
gehört. Wir nehmen in diesem Falle den Scheitel desselben als A, 
die Ebene als /3; a sei dann eine beliebige Ebene durch A imd s der 
Schnitt aß. Sind a^, a^, «3 die von ß,, g^, g^ getroffenen Strahlen 
von {Ä, k) und B^, B^, JB3 die Spuren von ^,, ^3, g^ in (S, so ist der 
noch fehlende Seheitel B derjenige Punkt auf s, für welchen 
B(Bj, B^, B.^,s) A «1 «B««s. 

Eine weitere Construction eines Gewindes aus 5 von seinen Strahlen 
soll besprochen werden (Nr. 93), nachdem erkannt sein wird, dass 

4 Strahlen — mögen ihre Treffgeraden reell oder imaginär sein — 
stets eine Congruenz 1. Grades bestimmen. 

Wie hängt die fünffach unendliche Mannigfaltigkeit der Gewinde 
mit der Bestimmung des Gewindes durch 5 Strahlen zusammen? 

Aus den 00^ Strahlen eines linearen Complexes kann man auf 
(3o3.s 'Weisen 5 Strahlen herausnehmen und ihn also in so vielen 
Weisen bestimmen. Ans den ex* Geraden des Raumes kann man 

5 Geraden auf oo*-^ Weisen herausnehmen, also ist die Mannigfaltig- 
keit der Gewinde c»^-5— s-5 

Schliesslich möge noch das Auftreten des linearen Com^exes leilb 
zwei correlativen Bäumen erwähnt werden, das man auch als eine Er- 
zeugung desselben ansehen kann. 

Wenn zwei Felder der nämlichen Ebene correlativ (reciprok) sind, 
so ist der Schnittpunkt X' der beiden Polaren, welche einem Punkte X 
in beiderlei Sinne entsprechen, dem X doppelt oder in beiderlei Sinne 
conjugirt; die beiden Polaren von X' treffen sich auch in X und auf 
der Verbindungslinie XX' liegt dann eine Involution doppelt con- 
jugirter Punkte. Alle diese Verbindungslinien laufen in einen Punkt W 
zusammen, den einzigen Punkt der Ebene, dem in beiderlei Sinne die- 
selbe, aber nicht durch ihn gehende Gerade entspricht: den Berührungs- 
pol (Schnittpunkt der gemeinsamen Tangenten) der beiden bekanntlich 
sieh doppelt berührenden Kernkegelschnitte der Correlation.*) 

Bei einer Correlation zweier Räume hat jeder Punkt 00' ihm 
doppelt conjugirte Punkte: die sämmtlichen Punkte der Schnittlinie 
der beiden Polarebenen. Die Verbindungslinien doppelt conjugirter Punkte, 
deren jede aitch hier eine Involution solcher Bunhtepaare trägt, erzeugen 
ein StraMeM/emnde, weil die in eine Ebene fallenden einen Strahlen- 

*) Schrötor, Journal für Mathematik Bd. 77 S, 105; Theorie Am Obei-- 
ttächen 2. Ordnung § 50. 
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böschel bilden, denjenigen nämlich, welcher iJen beiden reeiproken 
Feldern zugehört, die durch die Ebene aus den reeiproken Räumen 
ausgeschnitten werden. Der aus einem Punkte kommende Strahlen- 
büschel dieses Complexes ist der der Strahlen, die ihn mit den ihm 
doppelt conjugirten Punkten verbinden, 

Ebenso bilden, dual, die Schnittlinien doppelt conjugirter Ebenen 
zweier correlativer Räume einen linearen Oomplex. 

Hieraus lässt sich ableiten, dass, wenn bei zwei reeiproken Räumen 
6 nicht zu demselben Gewinde gehörige Verbindungslinien doppelt 
conjugirter Punkte (oder Schnittlinien doppelt conjugirter Ebenen) 
vorhanden sind, dann jedes Paar in dem einen Sinne conjugirter Paukte 
oder Ebenen es auch in dem andern Sinne ist und daher ein Polar- 
system in Bezug auf eine Fläche 2. Grades vorliegt.*) 



Die lineare Con^rnenz oder das Strahleiineiz mid der Büschel 
von Gewinden.**) 

I. 

76 Unter einer linearm CongruenB versteht man eine solche, welche 

zugleich 1. Ordnung und 1. Klasse ist. 

Der Durckscknitt sweier Gewinde ist eine solche Gongruenz (Nr, 7), 
Die Geraden einer linearen Gongruens, welche sich auf eine gegebene 
Gerade l stützen, müssen nach Nr. 34 eine Regelfläche 2. Grades, also 
(Nr. 10) eine Eegelschaar \l} erzeugen, zu deren Leitschaar / gehört. 

Es sei g^ ein Strahl der Congruenz und Oj, Og seien zwei auf 
ihm gelegene Punkte. Jede Ebene des Bündels 0^ enthält einen Con- 
gruenzatrahl und dieser bestimmt eine Ebene in dem Bündel O^. Daher 
befinden sich die beiden Bündel in einer eindeutigen Beziehung ihrer 
Ebenen. Durchläuft die Ebene in Oj einen Büschel, so beschreibt 
der je in ihr enthaltene Strahl der Congruenz eine Regelschaar {l^}, 
die sich auf die Axe li des Büschels als Leitgerade stützt und zu 
welcher g^ gehört; daher wird dieselbe aus dem auf g^, gelegenen 
Punkte Og durch einen Ebenenbüsehel projicirt, dessen Axe die durch 
O2 gehende Leitgerade der Regelschaar ist. In unserer eindeutigen 



*) Vergl. Mathem, Annalen Bd. 19 S. 475. 

nan die in Nr. 57 erwähnten Schriften 
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Beziehung dei beiden EbeiiPobundel Oj und 0^ entspricht also jedem 
Buscliel ciea einen ein Bu^chei im andern; folglich ist diese Beziehung 
eine Coihneation 

P» ojicit t nian die Sfraklen etner Unearen Congrmng aus swei J^nÄ;fen 
eines ton tknen, g,,, so erhalt man zwei colUneare Ebeneubwndel, in denen 
sieh zu.€i Ehenett enhptechen, die nach demselben Congruenestrdhl gehen. 

Jedem von g^ verschiedenen Strahle l^ von 0^ ist em bestimmter 
ebentalls von g,^ verschiedener Strahl l^ von 0^ entsprechend, der 
Ebene l^^g,^ also die Ebene ?_(/„, und wenn i,', f^' zwei weitere ent- 
sprechende Stiahlen sind, der Ebene l^g^ die Ebene ^'^o' 

Tolglick enispiicht m dteset CoUineation der Strahl g^ sicli selbst. 

Jeder Ebene duich ihn entspricht eine im allgemeinen von ilir 
verschiedene andere durch ihn 

Zweimal veremigen sich also zwei solche durch g„ gehende ent- 
sprechende Ebenen. Wenn s eine derselben ist, so haben wir in ihr 
zwei perspectiv gelegene entsprechende Strahlenbüschel der beiden 
Bündel mit g^ als sieh selbst entsprechendem Strahle. Es sei u der 
perspective Durchschnitt derselben und U ein beliebiger Punkt auf u; 
sind dann i^, l^ die beiden in f/sich treffenden entsprechenden Strahlen 
von Oj und 0^, so gehen durch U die Schnittlinien alier Paare ent- 
sprechender Ebenen der beiden Büschel l^, \, also oo^ Strahlen der 
Congruenz. 

Es giebt demnach bei einer Unearen Congruenz zwei gerade Linien 
u, V von der Beschaff enheU, dass von jedem ihrer Funkte oo' Strcdtlen 
stir Congriienz gehoi. 

Die beiden Ebenen von 0, und 0^, welche nach einem beliebigen 
Strahle g der Congruenz hingehen, schneiden s in zwei entsprechenden 
Strahlen der beiden perspectiven Büschel und ihr Schnittpunkt, d. i. 
der Punkt ge, liegt auf u. 

Alle Strahlen der Congruenz treffen jene beiden Geraden ti und v. 

Demnach hat jede lineare Congruenz zwei Leitgeraden (Directricen), 
welche von allen Strahlen derselben zugleich getroffen iverden. 

Oder jede lineare Congruenz ist ein Sbrahlennetz. 

Die <x>^ Strahlen der Congruenz, die von einem Funlzte einer der 
beiden Leitgeraäen ausgehen, liegen in der Ebene, die ihn mit der andern 
verbindet, und bilden also einen Strdhlenbüschel. 

Zu den uns bisher nur bekannten Strahlen netzen mit zwei reellen 77 
Leitgeraden kommen daher als zweite ebenso allgemeine Art diejenigen 
mit swei conjugirt imaginären Leitgeraden. 

Denn die Ebenen e können conjugirt imaginäre sein. 
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Das Strahlennetz mit zwei vereinigten reellen Leitgeraden ("Nr. 58) 
bildet den Uebeigang \oii der einen allgemeinen Art zur andern 
Wu bedienen uns also von jetzt ab des AVortLS „Strahlennetz" tn detn 
allgtmeineren Sinn, ilasi die Letlgeiaden autli imagtna} Dem l-onnen 

Da die Bedingung der Begegnung zweier Geraden in sich dual 
ist, so folgt, dass auch das kttahlmnetz em m sich dualts Gebilde (S/ 
und daher auch Congruen^ 1 Grades (Nr 5) genannt werden kinn 

Dies ergiebt sieh aber auch lus dem zum obigen batze dualen 
Satze, den man selbständig und dual ebenso ableiten kann 

Zuei Ebenett, uelche durch demselben Shah! g^ etitet Imeaten Con 
(Itucns oder eines Strahlennetzes gehen neiden durch dasselbe so colhnmi 
gemacht, dass je die beiden SpwttH tmes ':,trahles dei jSetce? mtsptecliaidc 
Piinkie sind 

Db ShoM ^, entspttcht sich selbst 

Durch die beiden reellen odei conjugirt imaginwen sich selbst 
entsprechenden Punkte auf ihm gehen bezw zwei Gerade ^on denen 
jede lu jpder ihrer Ebenen ac'- Congruenzbti vhlen eiitbilt und die zu 
gleich von allen Strahlen der Congruenz getroffen werden, also die 
beiden Leitgeraden. 
78 Es seien g,, g.^, <j^ 3 Strahlen des Netzes, dann enthält die Schaar 

{OiStOil ^^^ beiden Leitgeraden, und folglich treffen alle Geraden der 
Regelschaar (^i^stfa); ^"^ '^^i' 3^°^ ^ Geraden gehören, die Leitgeraden 
und gehören Kum Netze. 

Aber man kann dies auch einsehen, ohne die ev. imaginären 
Leitgeraden zu benutzen. 0^ sei ein reeller Punkt auf der Fläche 
2. Grades {'f,gigi) und 0^ der zweite auch reelle Schnitt derselben 
mit dem von 0^ kommenden Congraenzstrahle %, dann sind, nach 
dem oben Gesagten, in den collmeaien Bündeln O,, Oj die Büschel 
um die Geraden ?[, ^ der Schaar [gj'l^g^], welche durch Oj, bezw. 0^ 
gehen, entsprechend und dann die bezw nach j/j, 'y>, g^ gehenden 
Ebenen, also, infolge der Eigenst-haft dei beiden Kegelschaaren eines 
Hyperboloid--, auch die nach den übrigen Geraden von (ffiffaft) gehen- 
den, folglieh sind diese Geladen auch Strahlen des Netzes, 

Die dittch 3 bUahlen eines Sl> ahlennetze'^ 'lehende Üpqelschaar gehört 
gans dem Netse an 

Das SitaMennets enthalt oo^ Bj'gelschaat en , da die oo^ Strahlen 
des Netzes auf oo^ Weisen zu je 3 zusammengestellt werden können, 
jede Regelschaar aber auf oo^ Weisen durch 3 von ihren Strahlen be- 
stimmt wird. Das in sich duale System der Trägerflächen ist linear; 
allen sind die beiden Leitgeradeu gemein. Wir werden dies System 
später untersuchen. 
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Wenn die beiden Punkte Oj und 0^, aus denen die lineare Con-79 
gruenz projicirt wird, nicht auf demselben Congruenzstrahle liegen, so 
bleibt die Yerwandtachaft der beiden Ebenenbündel noch eindeutig, 
aber sie ist nicht mehr Collineation, sondern eine quadratische Ver- 
wandtscfiaß; denn einem Ebeuenbüsehel l^ des Bündels 0, entspricht 
dann der Büsche! der Berührungsebenen eines Kegels 2. Grades, 
welcher aus 0^ tangential an die Trägerfläehe der Regelschaar [?,] 
kommt,*) 

Die 3 Hauptebenen im Bündel 0^^ sind die Ebene nach dem aus 
Ojj kommenden Strahl der CongrueuK und die Ebenen nach den Leit- 
geraden: der ersten Ebene entspricht jede beliebige Ebene durch den 
genannten Congruenzstrahl, jede der beiden andern Ebenen aber ent- 
hält cxD^ Congriienzstrahien und hat deshalb je oo^ entsprechende Ebenen. 

Ebenso werden, dual, zwei beliebige Ebenen ra^, a^ durch das 
Strablennetz quadratisch verwandt gemacht; Hauptpunkte in cj, sind 
der Spurpunkt des in Oj gelegenen Congruenzstrahles und diejenigen 
der beiden Leitgeraden.**) 

Umgekehrt erscugen ewei colUneare Bündel eine Congrueng 1. Ord- 
nung durch die Schnittlinien ihrer entspredtenden Ehernen. 

Wenn nämlich l^ und t^ die beiden durch einen behebigen Punkt 
X gehenden Strahlen der beiden Bündel sind und l^, i/ die ihnen 
entsprechenden, so ist die Schnittlinie der entsprechenden Ebenen l^l-^ 
und l^l^ der einzige durch X gebende Strahl der erzeugten Congruenz. 

In einer beliebigen Ebene | rufen die beiden Bändel zwei colli- 
neare Felder hervor, und deren 3 sich selbst entsprechende Geraden 
sind die in | fallenden Congruenzstrahlen; also ist die erzeugte Con- 
gruenz 5. Klasse. 

Mit diesem allgemeinen Falle, in welchem die Strahlen der Con- 
gruenz die Doppelsecanten einer eubischen Raumcurve sind, werden 
wir uns noch später zu beschäftigen haben. 

Wenn aber bei den beiden collinearen Bündeln der Verbindungs- 
strahl der Scheitel sich selbst entspricht, dann haben wir durch den- 
selben zwei sich selbst entsprechende Ebenen und ihre Spuren in § 
sind zwei der sich selbst entsprechenden Geraden in dieser Ebene, 
und nur die 3'^ Gerade ist ein in sie fallender Congruenzstrahl; also 
ist die Congruenz in diesem Falle t. Klasse; abgezweigt haben sich 
die Strahlen felder in den beiden genannten Ebenen. 



*) Keje, Geometrie der Lage Aljth. II lü. Vortra<j der 2. Auflage. 
**) Steiner, Sjatematische Kntwickeliinff Nr. G9ft'. (daü älteste Beispiel e 
quadratischen Verwandtschaft). 



y Google 



114 Die lineare Coiigruenz oder das Strahlennetz und der Büschel v. Gewinden. 

Duales gilt für die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
eollinearer Felder in allgemeiner Lage und in der speciellen, dasa die 
Schnittlinie der beiden Ebenen sich selbst entspricht. 

Die Erzeugung des Stralilennetzes vermittelst eollinearer Bündel 
(oder Felder) zeigt am einfachsten die eindeutige Bestimmung des Netzes 
durch 4 Strahlen g^, g.^, g^, g^. Auf einen von ihnen, etwa g^, legt 
man die Scheitel 0^, Og der erzeugenden Bündel und bezieht diese so 
coUinear auf einander, dass g^ sich selbst entspricht, die Ebenen nach 
^g, ^3, ?i aber einander. Die Collineation ist damit bekanntlich ein- 
deutig festgelegt; denn diese Bestimmung lässt sich ja, wenn man die 
Ebenen des einen und des andern Bündels durch ihre 3 Schnittlinien 
ersetzt, zurückführen auf die Bestimmung der Collineation zweier 
Bündel durch 4 Paare entsprechender Strahlen. 

Weil aber das erzeugte Strahlennetz auch aus zwei beliebigen 
andern Punkten von g^ oder aus zwei Punkten von g^, g^ oder g^ 
durch collineare Bündel projicirt wird, so erhellt, dass die willkürliche 
Wahl der Punkte Oj, 0^ auf ^i die Eindeutigkeit der Lösung nicht 
beeinträchtigt. 

Es seien nun aber g^, g^, g^, g^ beliebig aus einem Strahlen- 
gewinde P herausgegriffen; wir denken uns dasselbe nach Sylvester's 
Erzeugungsart vermittelst zweier projectiver Strahlenbüschel {A, a) 
und {B, ß) hergestellt, welche Qi entsprechend gemeinsam haben 
(Nr. 72 ff.). Die Geraden g^, g^, g^, als Strahlen des Gewindes, müssen 
dann homologe Strahlen a^, a^, a^ bezw. h^, \, i^ der beiden Büschel 
treffen. Wir machen die beiden Bündel A, B in derselben Weise col- 
linear, wie oben. Alsdann sind die beiden Ebenen a und ß auch 
entsprechend. Denn es ist ^i «^ Oj «^ A ^i ^a ^3 ^i- Andererseits aber 
muss die Ebene, welche in der Bündel-Collineation der Ebene a ent- 
spricht, ebenfalls den 3 Ebenen B{g^, g^, g^ in 3 Strahlen &„', 63', 64' 
begegnen, so dass ?i«g«sß4 A 5iVW' ^^"^ giebt es aber durch einen 
Strahl eines Bündels nur eine einzige Ebene, welche 3 Ebenen des- 
selben in 3 Strahlen schneidet, die mit jenem Strahle einen Wurf 
bilden, der zu einem gegebenen Wurfe projectiv ist (vergl. den räum- 
lich dualen Satz in Nr. 74); also ist ß die a entsprechende Ebene. 

Daraus folgt, dass Jede zwei entsprechende Ebenen der Bündel 
A und B die Büschel (A, a), (B, ß) in homologen Strahlen schneiden 
und der Schnittstrahl jener diese Sti-ahlen trifft. Also: 

Das durch 4 Strahlen eines Gewindes hestimmte Nets gehört gans 
ilem Getvinde an. 

1 Wenn die Leitgeraden u, v eines Strahlennetzes reell sind, dann 
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bilden die Strahlen des Netzes, welche eine Gerade l treffen, die 
Kegelschaar [htv]. Construirfc man zu jedem Punkte X von l auf 
dem je von ihm ausgehenden Strahle von [luv], welcher u und v in 
U, V treffen möge, den Punkt X' so, dass der Wurf UYXX' einem 
gegebenen Wurfe W projectiv ist, (oder ein gegebenes Doppelver- 
hältnisa hat), so bewegt sich X', nach bekannter Regelschaar-Eigen- 
schaft, auf einer Geraden T der Schaar (luv). Da die Punkte X und 
X' sich gegenseitig eindeutig bestimmen und sich gleichzeitig auf 
Geraden, wie l und V, bewegen, so ist ihre Zuordnung eine Collineation, 
und zwar eine specielle; denn während eine allgemeine nur 6 sich 
selbst entsprechende Geraden hat, welche die Kanten eines Tetraeders 
— des Tetraeders der 4 sich selbst entsprechenden Punkte und der 4 
sich selbst entsprechenden Ebenen — bilden, Jiat unsere CoUineation alle 
oo^ Strahlen des Netzes su sich selbst entsprechenden Geraden; in der 
That, wenn X einen solchen Strahl durchläuft, dann thut es auch X\ 
Man nennt diese Strahlen in ihrer Beziehung zur Collineation 
die Leüsia-aMen derselben, m und v aber die Äxen der ColliueatJon, 
und infolge dessen die Collineation selbst „Collineation mit Axen". 
Ersichtlich entsprechen alle Punkte auf M und v sich selbst. 
Auf jedem Leitstrahle hat man zwei conjectire Punktreiheo, in 
denen die Punkte U, V sich selbst entsprechen. Projieirt man aber 
aus einem Leitstrahle die auf einem beliebigen andern gelegenen cou- 
jectiven Punktreihen, so sieht man, dass auch jeder Leitstrahl zwei 
conjective Ebenenhüschel trägt, in denen die nach den Axen u, v gehen- 
den Ebenen sieh selbst entsprechen. Also: 

Auch alle Ebenen durch u und v sind sich seihst entsprechend. 
Und wie jede Verbindungslinie entsprechender Punkte, so incidirt 
jede Schnittlinie entsprechender Ebenen mit u, jj; denn jede Ebene 
enthält ja einen Leitstrahl. Auch jeder Ebenenwurf, bestehend aus 
den Ebenen von einem Leitstrahle nach u und v und irgend zwei 
entsprechenden Ebenen durch ihn, ist mit W projectiv. 

Mit dnem SlrakUnnetne [tf, v] sind also oo' solche CoUineationeii 
mit Axen verbunden, in denen einem beliebigen Punkte X nach und 
nach alle Punkte des von ihm ausgehenden Strahles des Netzes cor- 
respondiren. 

Die wichtigste unter ihnen ist die, bei welcher der gegebene Wurf 
W harmonisch ist, Sie ist, weil dann X und X' vertauscht werden 
können, involutoriseh: die schon mehrfach envÖhnte windschiefe Involution 
(Nr. 50). 

Dieselbe ist vollständig durch die Axen bestimmt. 
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Mii dem Strahlmnetse [u, v\ ist eine windschiefe Involution ver- 
hwnäen, deren Axen seine Leitgeraden sind. 

Zwei eotsprechende Puntte oder Ebenen dieser windschiefen In- 
volution sind stets conjugirt in Bezog auf die Träger flächen aller oo' 
Eegelschaaren des Strahlennetzea. 

2 Zu einem durch 0ivei conjugirt imaginäre Leitgeraden u, v be- 

stimmten Strahlennetze gelangt man, indem man diese Geraden sieh 
definirt denkt als die Doppelstrahlen einer elliptischen Involution in 
einer reellen Regelsehaar ü.*) 

Jede reelle Ebene sehneidet dieselbe in einer elliptischen Pankt- 
involution auf einem Kegelschnitt, und die Involution saxe derselben 
(Polare des Involutionscentruma , in das die Verbindungslinien ge- 
paarter Punkte zusammenlaufen) gebt durch die imaginären Doppel- 
punkte, welche ai]f den Doppelgeraden der Regelschaar- Involution 
liegen. 

Also ist diese Gerade der in die Ebene fallende Strahl des Netzes, 
und dual findet man den von einem gegebenen Punkte kommenden- 

Man konnte nun die im Vorhergehenden (Nr. 81) gemachten Be- 
trachtungen auch für diesen Fall wiederholen, immer mit imaginären 
Elementen arbeitend, und so auch die dem Strablennetze zugehörigen 
oo' CoUineationen mit Axen, insbesondere die windschiefe Involution 
gewinnen. 
(3 Es empfiehlt sich aber, nach dem Vorgange von Reye,**) in an- 

derer Weise zu diesen CoUineationen zu gelangen, so dass man die 
Axen umgeht und nur mit reellen Elementen arbeitet. 

Wir gehen von zwei coUinearen Ebenenbündeln 0^, Og aus, welche 
den Strahl 0^ 0^ zum sich selbst entsprechenden haben. Es seien 
K»i, Q^ zwei entsprechende Ebenen derselben und ebenso «,', co^'. Da 
fi)^, »2 sich in einem Strahle des erzeugten Strahle nnetzes schneiden, 
30 entstehen in ihnen durch die Sparen der Schnittlinien homologer 
Ebenen |j, la ^"n Oj, Og zwei coUineare Felder und ebenso auf (o,' 
und rag'. Auf jeder der Schnittlinien l^l^ haben wir deshalb im all- 
gemeinen 4 Schnitte X^, X^, X/, X^' mit den 4 Ebenen to, von denen 
Xj und X^ in coi und ra^, X^', X/ in üj/ und cj/ sich entsprechen. 
Trifft aber eine solche Schnittlinie die Gerade m^Wi' des Bündels 0^, 
so nimmt die Ebene ^^ diese Gerade in sich auf und die entsprechende 



*) Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage Nr. 117; Keje, Geometrie 
r Lage Abtb. I S, 171 der 3. Autiage. 
**) Geometrie der Lage, Ahth. U S. 82 der 2. Auflage. 
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Ebene |j, die Gerade ^2^21 ^^^ ^^^ '^ ^^^ Collineation der Bündel 
homolog ist; mithin trifft l^l^ aucli die oj^m^'. 

Also jedem Punkte von ro^ m/ ist ein und derselbe Punkt vom 
«5,0/ sowohl in der Collineation zwischen a, und ca^, als in der- 
jenigen zwischen w/ und ca^' entsprechend; insbesondere sind 0,, Og 
einander so entsprechend, da sie Spuren der Schnittlinie nicht blos 
von einem, sondern von <x>'- Paaren entsprechender Ebenen von 
Ol, 0, sind. 

Wir legen nun eine Collineation zweier Räume S,, 2^^ durch 
folgende 5 Paare entsprechender Punkte fest: 1) die beiden Punkte 
Ol, O2, 2) zwei Paare entsprechender Punkte T^, T^; U^, U^ der col- 
linearen Felder Oj, Wg, 3) zwei Paare entsprechender Punkte T^' , T^'; 
JJi, U^' der eollinearen Felder %', i»/. 

In dieser Collineation entsprechen dann der Geraden a^m^' und 
ihren Schnittpunkten mit T^ U^ und T^' f/"/, zu U^ gerechnet, in 27^ 
die Gerade oj^ a^' und ihre Schnittpunkte mit T^ U^ und T^' U^, und 
weil diese Punkte und Oj, 0^ sich auch in den beiden Felder-Colli- 
ueationen entsprechen, so haben wir: 

Die nämlichen Punkte von a^co^ und 0^*0/, welche in den beiden 
Felder-Collineationen homolog sind, sind auch in der Raume-Colliuea- 
tion homolog. Diese Collineation macht nun aber ihrerseits die Felder 
in den in ihr entsprechenden Ebenen to^ ^ 0^ T^ U^ und a^ ^ 0^ T^ U^ 
collinear und, da in dieser Collineation auch Tj, T^; ZT,, U^ uml 
irgend zwei Paare entsprechender Punkte auf ta^ta^ und w^ro/ homolog 
sind, so ist sie mit der früheren Collineation zwischen m^ und ra^ 
identisch; und ähnliches gilt bei »i' und w/. 

Die eollinearen Felder in o^ und 03, bezw, ro^' und to/, die sich 
oben durch die Spuren der Schnittlinien entsprechender Ebenen der 
vorausgesetzten eollinearen Bündel Oj, 0^ ergeben haben, sind daher 
homologe Gebilde der beiden eollinearen Räume Z^, Z^. 

Jede Schnittlinie entsprechender Ebenen von 0^, 0^ enthält folg- 
lich zwei Paare entsprechender Punkte von S^^, Z^, nämlich das eine 
in fOi und Mg, das andere in ro/ und ta/, entspricht sich infolge dessen 
in der räumlichen Collineation selbst. 

Umgekehrt, jede sich selbst entsprechende Gerade von iJ^,' Z^ 
trifft die homologen Ebenen a,, m^ in zwei entsprechenden Punkten; 
also ist sie eine Schnittlinie entsprechender Ebenen von 0^, 0^ oder 
ein Strahl des durch diese eollinearen Bündel erzeugten Strahlennetzes. 

Somit haben wir auf reellem Wege eine Häiime-CoÜineation erhalten, 
welche olle Strahlen des Netzes m sich selbst mtspreclienden Strahlen hat. 

Die übrigen erhält man, wenn man einen der beiden Punkte 
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0,, Og auf dem sie Terbindenden Strahle des Netzes festlüilt und den 
andern bewegt. 

Daraus, dass in jeder dieser Collineationen die Strahlen des Netzes 
alle sich selbst entsprechen, kann man nun leicht alle weiteren Eigen- 
schaften ableiten, die sie als Coliineation mit Axen charakterisiren. 

84 Durch 4 Strahlen ist das Strahlennetz bestimmt und folglich 
giebt es oo^ Collineationen, welche sie und dann oo^ andere Geraden 
zu sich selbst entsprechenden Geraden haben. 

Dass aber eine gegebene Gerade sich selbst entspreche, ist für 
eine Coliineation eine vierfache Bedingung; denn dazu ist erforderlich, 
dass die entsprechenden Punkte von zwei Punkten der Geraden auch 
auf sie fallen, was zwei doppelte Bedingungen sind. Demnach scheinen 
der Coliineation 16 Bedingungen auferlegt zu werden, während sie 
bekanntlich nur 15 erfüllen kann.*) 

Allein , wenn eine Coliineation 3 windschiefe sich selbst ent- 
sprechende Geraden, z. B. g^, g^, g^, hat, so ist die Regelschaar 
(SfiSiOi) '^^ ^'^^ selbst projectiv mit 3 sich selbst entsprechenden Ge- 
raden; also jede Gerade dieser Schaar entspricht sich selbst. Wir 
fugen nun zu diesen 3.4 Bedingungen die beiden weiteren einfachen, 
dass jeder X, der beiden Schnitte der vierten Geraden g^ mit der 
Fläche (ö'iS'äS'a) ^^ Punkt des einen Raumes 27^ seinen entsprechenden 
Xj in einer beliebigen Ebene hat, die durch den Punkt Xj, aber nicht 
durch die ihn enthaltende Gerade von {g^g^g^ geht; da diese als sich 
selbst entsprechende Gerade den entsprechenden Punkt X.^ auch ent- 
halten muss, so muss X^ mit X^ zusammenfallen; folglich entspricht 
g^ sich selbst. Durch 14 Bedingungen sind demnach die 4 Geraden 
sich selbst entsprechend gemacht. 

Es ist nicht schwer, aus Nr. 83 eine Bestimmung einer dieser 
Collineationen durch 5 Paare entsprechender Punkte abzuleiten. 

85 Ich wende mich, behufs möghchst vollständiger Betrachtung des 
Strahl ennetzes mit conjugirt imaginären Leitgeraden, noch zu der- 
jenigen Construction desselben, welche, nach Staudt'a Ideen, zuerst 
von Lüroth zur vollen Klarheit ausgearbeitet worden ist.**) 



*) Chasles, Memoire de GÖomötrie sut deux principes göneraux de la 
science; dualit^ ei homographie (Anhang zum Aperfu historique 2. Aufi. [1ST&] 
Nr. 293). 

**) Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage Nr. 117; Löroth, Math, An- 
nalen Bd. 8 S. 167. Vergl. auch Fiedler, Die darstellende Geometrie in or- 
ganischer VerbicdLing mit der Geometrie der Lage JIL Theil der 3. Auflage 
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Wenn in einer Ebene swei elliptische Strahleninvolutionen S, S' 
(mit imaginären Doppelsirahlen) gegd>en sind, so giebt es stets zwei reelle 
Geraden t und t', welche je von ieiden in der nämlidten Ihinktinvolution 
geschnitten werden. 

In der That, wenn e ^ e' der gemeinsame Strahl der beiden 
Büschel ist, so seien e, und e/ die ihm in den beiden Involutionen 
gepaarten Strahlen. In einer elliptischen Involution giebt es immer 
ein reelles Paar, das zu einem gegebenen Paare der Involution har- 
monisch ist; denn zwei Involutionen auf demselben Träger haben 
jederzeit ein reelles Elementenpaar gemein, wenn mindestens eine von 
ihnen elliptisch ist.*) Es sei also ffi das zu ee^ und /"/"/ das zu e'e,' 
harmonische Paar. Dann ist der Wurf ecj ff^ sowohl zu e'e/ /'/'/, als 
auch zn e' e^ f^ f projectiv und, wegen e^^e, auch in perspectiver 
Lage. Wenn demnach t und *' die perspectiven Durchschnitte sind, 
so schneiden in jede dieser beiden Geraden die Involutionen 8 und S' 
Involutionen mit zwei gemeinsamen Paaren ein, also zwei identische. 

Wird bei einer elliptischen Involution der Träger von dem Ele- 
mente in dem einen oder andern Sinue durchlaufen, so bewegt sich 
das gepaarte Element in demselben Sinne. Man kann also einer 
elliptischen Involution entweder den einen oder den andern Sinn geben; 
sind aaj^j 66, zwei Elementenpaare und ist aha^h^ die Reihenfolge der 
4 Elemente, so ist der eine Sinn aba^h^ oder, was genügt, aha^, bei 
welchem man sich also von a nach «, so bewegt, dass li überschritten 
wird, der andere ist ^a^ha oder a^ha. Staudt hat 'bekanntlich**') 
durch die mit dem einen oder andern Sinne ieha/tete Involution die beiden 
conjugirt imaginären Elemmtte unterschieden, welche durch die Involution 
dargestellt werden, (ihre imaginären Doppelelemente) und dadurch ermög- 
licht, dass jedes einzelne von ^nen hei Schnitten und Verhinderen ver- 
folgt werden iainn. 

Wird nun unsern beiden Strableninvolutionen S, S' ein bestimmter 
Sinn gegeben, etwa efe^ und e'f'e^', so wird damit ein wesentlicher 
Unterschied zwischen den beiden Geraden t und t' statuirt. Geben 
wir den auf t und t' von den Strahlen in volntionen eingeschnittenen 
Punktinvolutionen denjenigen Sinn, der zu dem von S perspectiv ist, 
so ist derselbe bei t zugleich auch perspectiv mit dem Sinne von S', 



(Leipzig, 1888) Nr. 11, aowie Segre, Le coppie di elementi immaginari (Memorie 
deir Äocademiä delle Scienze di Torino Sei'. II Bd. 38). 

*) Steiner-Schröter's Vorlesungen über synthetische Geometrie S. &8 
der 2. Aufl. 

**) Beitrage zur Geometrie der Lage g 7. 
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bei t' aber niclit. Wir können uns begnügen, das letztere darzutliun. 
Auf t' haben wir die Punkte: 

£^i=c,c/, F~ff;, F^^f.r, E={f,e = e'). 

Die Involution S (mit dem Sinne efe^ schneidet in t' die In- 
volution (ßEi, FF-i) mit dem Sinne EFE^^, die Involution S' (mit 
dem Sinne ef'e\) schneidet die nämliche. Involution, aber mit dem 
Sinne EF-^E^ oder, was dasselbe, E^FE ein, also mit dem entgegen- 
gesetzten Sinne ein. 

Also gu sw^ je mit einem bestimmten Sinne behafteten Styaklei^ 
invdlittionm S, S' derselben Ebene giebt es stets nur eine ßcderseit reelle) 
Gerade t, welche eine Punktinvolution trägt, die mit beiden auch dem 
Sinne naeh perspectiv ist. 

Kehrt man bei einer der beiden Involutionen den Sinn um, so 
erhält man Cj tbut man es bei beiden, dann wiederum t. 

Sind'eine Punkt- und eine Strahleninvolution perspectiv, so fallen 
die Doppelpunkte der ersteren auf die DoppelstrahJen der letzteren, 
und, wenn es eich um elliptische Involutionen handelt, ao sind je die- 
jenigen Doppelelemente incident, deren Sinne perspectiv sind. 

Die Gerade t ist die reelle Gerade, die durch den imaginären 
Schnittpunkt der beiden imaginären Geraden g^, g'^ geht, welche 
durch die je mit dem gegebenen Sinne behafteten Strahl eninvolutionen 
dargestellt werden, der Schnittpunkt der zu ihnen conjugirt imaginären 
Geraden ^_, ^'_, die durch die nämlichen InTolutionen, aber je mit 
dem andern Sinne, dargestellt werden, liegt auch auf ihr und ist zu 
ersterem conjugirt, weil er durch dieselbe Involution, aber mit dem 
andern Sinne, dargestellt wird. 

*' aber verbindet die beiden andern Schnitte g+g'—, g^g'^, welche 
ebenfalls zu einander conjugirt sind. 

y Es seien nun s, s' mcei elliptische Ebenen- Involutionen mit be- 

stimmtem Sinne, also zwei imaginäre Ebenen E4., e'^ darstellend. 
Durch diese Bezeichnung drucken wir aus, dasa wir den Sinn beidemal 
als den positiven bezeichnen, und wollen deshalb auch die mit dem 
Sinne behafteten Involutionen genauer durch S-f, s'.^. bezeichnen. Jede 
von ihnen schneidet in den Träger der andern eine mit dem per- 
spectiven Sinne behaftete Punbt^Tnvolution ein, s^ in s' die s'+ und s'+ 
in s die s-j-.*) Diese beiden Involutionen s+, s'+ stellen also zwei 

*) Um niclit zu viele Zeichen anzuwenden, wollen wir die von deraelben 
Geraden getragenen Involutionen von Ebenen und Punkten so unter scheiden, daes 
■wir nur die Pnnktinvolution durch einen übergeBetzten Punkt bezeichnen, während 
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auf s, bezw. s' gelegene imaginäre Punkte £+, £'4. dar, und es ist: 

E+ ^ se'^, E'+ ^ s's+ und s^ ^ sE'4., e'+ ^ s'i^.. 

JeiZe reeiie Ebene liefert eine reelle in ihr gelegene Gerade, in welche 
s+ und s'+ dieselbe auch dem Sinne »ach mit ihnen perspective Punkt- 
invohtion schneiden, iiämüch die zu den auageschnittenen Strahlen- 
involutionen S+, jS"+ gehörige t. 

Sie trifft die Schnittlinie der imaginären Ebenen £4., s'^ und also 
auch diejenigen von £„ und s'_, denn die beiden Involutionen s—, s'_ 
schneiden die nämliclie Involution ein, aber mit entgegengesetztem Sinne. 

Alle diese Geraden bilden also eine Congruens 1. Klasse. 

Ist X eine von ihnen, so wird die Regelsehaar [ss'a:] auch in- 
volutoriseh und zwar ist sie perspectiv sowohl mit S-f, s'4., als auch 
mit der Punktinvolution X-f- auf x; in einer Geraden der Ilegelschaar 
schneiden sich eine Ebene von s+ und eine von s'-f und sie gebt 
durch einen Punkt von x+; mit der gepaarten Geraden sind die ge- 
paarten Elemente incident. Diese involutoriacho Begelachaar sei R-|-. 
Ersichtlich werden durch sie auf s und s' die Punktinvolutionen s_i. 
und i'4, eingeschnitten und beide werden aus x durch dieselbe Ebenen- 
involution 0!+ projicirt, diejenige, welche durch It+ in dem Büschel 
um X hervorgerufen wird. 

Die Strahlen der Congruenz hohen also auch die Eigenschaß, dass 
aiis jedem von ihnen die beiden Funktinvolntionen s+ und s'4. durch die 
nämliche mit beiden perspective Eheneninvolution projicirt werden. 

Da diese Eigenschaft zur vorigen dual ist, so lehrt sie, dass die 
Congruens auch 1. Ordnung ist. 

Auf jedem Strahle x der Congruene haben wir also eine elliptische 
PunkUnvolution «4, und um ihn eine elliptische EbeneninvoluHon x^. 

Man Icann die gegebenett Involutionen durch diejenigen von zwei be- 87 
liebigen Geraden der CongruenB ersetzen. 

Es genügt offenbar darzuthun, dass man s'+ durch X-{. ersetzen 
kann, und es ist dann zu zeigen, dass ein beliebiger Strahl y der 
Congruenz eine zu S4. und X-^ zugleich perspective Punktinvolution 
trägt. Gehört y zur Regelscbaar {ss'x), so geht dies aus der obigen 
Betrachtung ohne weiteres hervor, denn die Involution auf y ist dann 
die, welche durch i?+ eingeschnitten wird. 

Wenn aber y nicht in der Kegelschaar (ss'x) sich befindet, so 
schneidet eine beliebige durch sie gelegte Ebene ri die jR+ in einer 

die Ebeneninvolution, abgesehen vom Zeichen + oder — für den Sinn, denselben 
Kamen bat wie die tragende Gerade, 
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conischeii (%uf einem Kegelschnitte gelegenen) Involution p+, mit 
welcher die aus s+, s'+ und a^. ausgeschnittenen Strahleninvolutionen 
perspectiv sind. Die beiden ersten sind auch perspectiv mit p+, da »/ 
zur Congruenz gehiirt und deshalb eine zu s+ und s'^ perspective 
Punktinvolution trägt. 

Nun gehen aber die Strahleninvolutionen, welche p aus den 
Punkten des tragenden Kegelschnitts projieiren, durch die Involution 
der in Bezug auf denselben conjugirten Punkte, welche sich auf der 
Axe !/* von p (Polare des Involutionscentrums) befindet, *■) da g ellip- 
tisch ist, so schneidet y* den Kegelschnitt nicht reell, 

Ist derselbe Ellipse oder Parabel, so liegt er ganz auf der emcn 
Seite von j/*. Also haben alle p+ aus den verschiedenen Punkten der 
Curve projicirenden Strahleninvolutionen denselben Sinn und. da ihre 
Scheitel eben alle auf der einen Seite von y* liegen, -lO bekommt auch 
die in p* eingeschnittene Involution der conjugirten Punkte von allen 
denselben Sinn. 

Ist der Kegelschnitt aber Hyperbel, so liegt y* zwischen den 
Aesten; für auf demselben Aste gelegene Projeetionseentren gilt das 
eben Gesagte; die Sinne aber der zu q+ perspectiven Strahleninvolutionen 
aus zwei Punkten, die sich auf verschiedenen Aesten befinden, sind 
entgegengesetzt, geben aber, weil die Scheitel zu verschiedenen Seiten 
von J/* liegen, der Involution auf dieser Geraden denselben Sinn. 

Folglich ist zunächst y* in ij die einzige Gerade, auf welcher 
sich eine mit den Strahleninvolutionen jjs+ und *js'^- (die durch ij aus 
s+ und s'4, ausgeschnitten werden und mit 34. ebenso perspectiv sind, 
wie s+ und s'+ mit Tf^) perspective Punktinvolution y*-^. befindet; da 
das schon für y gilt, so ist 3/* mit y identisch. 

Nun ist aber i/*^ perspectiv auch mit x^.^ also ist y* oder y 
auch eine Gerade, welche eine zugleich mit s+ und cc^ perspective 
Involution trägt; d. h. die Congruenz kann, wie behauptet, auch aus 
den Involutionen s+ und x+ und also auch aus s 4. und x+ abgeleitet 
werden. 

Jede der Eheneninvolntionen x+ ist mit jeder der jPunktinvolutiomn 
yj^. perspectiv (wofern a; nndy verschiedene Geraden der Congruenz sind). 

Jeder Punkt des Raumes gehört nur zu einer dieser Punktinvo- 
lutionen, da blos ein Strahl der Congruenz durch ihn geht. Also ist 
jedem Punkte ein anderer zugeordnet, der ihm gepaarte in dieser In- 
volution; ebenso jeder Ebene eine andere. Allen Punkten einer Ebene 



'-Schrötor'a Vorlesungen § 
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sind, wegen der perspectiven Lage der Punktinvolutionen mit den 
Ebeneninvolutionen, die Punkte der zugeordneten Ebene zugeordnet. 

Demnach haben wir es mit einer Collineation zu thun und zwar, 
wie die Involutionen auf den und um die Congruenzstrahlen lehren, 
mit der tcindsdiiefen Involution (Nr. 50, 81). 

Die Congruenzstrahlen — ein jeder die Verbindungslinie von co^ 
Paaren entsprechender Punkte und die Schnittlinie von oo^ Paaren 
entsprechender Ebenen — sind sich selbst entsprechend in dieser 
Collineation. 

Axen derselben oder Leitgeraden der Congruenz sind die imaginäre 
Gerade u, in der sich die beiden imaginären Ebenen £_[_ und s'^, die 
durch s+ und s'+ dargestellt werden, und die conjugirte imaginäre 
Gerade v, in der sieh die durch s_ und s'_ dargestellten conjtigirt 
imaginären Ebenen s_, s'— schneiden. Alle Congruenzstrahlen treffen 
u und V, 

Da aber die Punkte E+ und E'^ beide sowohl in s+ als in /+ 
liegen, so ist m zugleich Verbindungslinie von E+, E'-^- und v ebenso 
Verbindungslinie der conjugjrten Punkte E—, E' 

Mit u incidiren alle Ebenen Xj^ und alle Punkte x+ der Con- 
gruenzstralilen x, mit v alle x— und X—, 

„Die gange windschiefe Involution („elliptische" windschiefe Invo- 
lution) mit dem einen Sinne aller ihrer Ebenen^- tmd FunhUnvoluHonen 
X und X, me er perspectiv von den einen gu den andern verfolgt werden 
kann, stellt die imaginäre Gerade «, mit dem andern Sinne die conjtigirt 
imaginäre v dar."*) 

II. 
Es gieht oo^ Slrahlennetge im Ratime. 88 

Jedes Sfcrahlennetz kann auf oo^ Weisen durch collineare Bünd«l 
erzeugt werden, da auf jedem der oo^ Strahlen des Netzes cxj^-mai 2 
Punkt« als Scheitel der erzeugenden Bündel genommen werden können. 
Andererseits kann man, da es oo^ Ebenenbündel giebt, auf oo^ Weisen 
je zwei zusammenstellen, und zwischen je 2 solchen Bündeln sind dann 
noch oo^— ^ Collineationeu möglich, in denen sich der Ve rbi n du ngs strahl 
der Scheitel selbst entspricht; denn an and für sich sind zwischen 
2 Bündeln oo^ Collineationeu möglich, aus weichen durch die doppelte 

*) „Conjugirt im^inäre Geraden 3. Art" nach Staudt, ohne jeden leeUen 
Punkt; während conjugirt imaginäre Geraden 1. Art mit gemeinsamem leellen 
Punkte und gemeinsamer reeller Ebene durch eine elliptische Strahli^ninTnlutirm 
dargestellt werden (Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage § 7), 
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Bedingung, dass zwei Strahlen einander entsprechen, oo^ ausgeschieden 
werden. Somit erhalten wir cxj^+^-* Strahlennetze. 

Man kann die oo* reellen Geraden des Raumes in oo^* Weisen 
zu je zweien eombiniren und erhält so die co^ Strahlen netze mit 
reellen Leitgeraden. 

Um eine gegebene Gerade giebt es oo^ Ebeneninvolutioneu, ellip- 
tische sowohl, wie hyperbolische, also haben wir insgesammt oo''+" 
elliptische Ebeneninyolutionen im Baume. Folglich kann man auf oo^-^ 
Weisen zwei solche Ebeneninyolutionen zusammenstellen; jede derartige 
Zusammenstellung giebt ein Strahlennetz mit zwei conjugirt imagi- 
nären Leitgeraden. Jedes solche Strablennetz aber kann auf oo* Weisen, 
vermittelst der Involutionen um zwei beliebige von seinen Strahlen 
erzeugt werden; also ist die Zahl der Strahlennetze mit conjugirt 
imaginären Leitgeraden oo'^~^. 

Jedes Strahlennetz kann auf co*-^ Weisen durch 4 von seinen 
Strahlen bestimmt werden; die oo* Geraden des Raumes kann man 
aber auf c5o*-* Weisen zu je vieren zusammenstellen. Auch hieraus 
ergiebt sich, dass es oo^*~^ Strahlennetze giebt. 

89 Während beim Strahlengewinde die Zahl 5 der dasselbe bestim- 

menden htiahlen mit dem Grad der Mannigfaltigkeit übereinstimmt, 
ist beim Strahlennetze der Giad der Mannigfaltigkeit doppelt so giosi 
alb die Zahl dei bestimmenden Strahlen, und bei der Regehchiar so 
gai dreimal so gross denn e^ giebt oo^ RegeKchaareu und durch d 
Gerade ist eine Regelschaar bestimmt 

Düi, Htndui chgefmi dutch eme gegebene Gciadc ist fa> cm Gewaulc 
oder allgemeiner einen Complex eine emfadie, fm ein Straklcnnete oder 
cino tongiuenz eine doppelte, für eine Begehchaat oder Begelfiaclie eine 
dreifache Bedingung 

Aehnhcb ist dai Hindurchgehen duich einen gegebenen Punkt 
tili Line Flache eme einfache tili eine Curve im Räume eine zweifache 
Bedingung 

Eine Ebene ist durch 3 Punkte bestimmt, eine Fliehe 2 (irridtb. 
durch Oj es giebt oo' Ebenen, oo Flachen 2 Grades 

Eine Gerade ist dutch 2, eine eubische Riumcurve durch b Punkte 
bestimmt, es giebt oo* Gerade, cx;^ eubische Riumcurven *) 

Da eme Congruenz nui oo" Strihlen hat, &o führt ein rx^ System 

*j Hiet1 ei ist Torau''oe hetzt Aass diP lieitimmenien Elemente 'xmiritluh 

illkurhch ^eg^^bea «eidan kumen z B bp ei ipm StrilileDl uaihel mus eii die 

3 bestimmenden '-itribleo Ki einem K „ 1 chnitt iie 1 ctmn enden Punkte m 
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von Congriienzen nur zu oo' Strahlen oder einem Complexe und also 
noch nicht zu jedem beliebigen Strahle des Raumes; und erst in 
einem oo^-Systeme giebt es Congruenzen, die einen gegebenen Strahl 
enthalten. 

Ein cxi'-Syatem von Congruenzen dagegen führt jedem gegebenen 90 
Strahlenbüschel eine endliche Zahl von Strahlen zu; daher ist es für 
eine Ccmgruens und insbesondere für dn StraJüennetg eine einfache Be- 
dingung, in einen gegebenen Sl^'dhlenhüsckel einen Strahl zu senden, und 
wir können deshalb nach der Zahl der StraMennetse fragen, welche 
durch a gegebene Strahlen gehen und 8— 2a gegämien Strahlenbüscheln 
je einen Strahl ssusenden. 

Wir wissen, dass es 1 Strahiennetz giebt, wenn or = 4 ist. 

Die Zahl ist hingegen 1, 3, 5, 14, wenn a ^ 3, 3, 1, ist. 

Die ao^ Strahlennetze, welche durch 3 gegebene Strahlen g^, 9^, g» 
gehen und einen Strahl in einem gegebenen Büschel (J.,, et,) haben, 
erzeugen ein Gewinde. Denn dieser Büschel bewirkt in der Regel- 
achaar [^i^s^j] eine Involution, in welcher je die von demselben 
Büschelstrahle getroflenen Geraden gepaart sind; diese gepaarten 
Strahlen sind die Leitgeraden der Netze und das Gewinde entsteht 
nach Nr. 71. Da es zum zweiten gegebenen Büschel (A^, ßg) einen 
Strahl sendet, so ist die Behauptung für a = 3 bewiesen. 

Oder aber, man legt die Scheitel Oj, 0^ der erzeugenden Bändel 
in die Schnitte von ^i mit k^, Kj und bestimmt die Collineation so, 
dass g, sich selbst entspricht, die Ebenen 0,(1/^, g^) aber den Ebenen 
Oä^2, ^3) correspoudiren und dass die den Ebenen k^, % von Oj, 
bezw. Oa je im andern Bündel entsprechenden Ebenen durch A,, 
bezw. A^ gehen. Eine so bestimmte Collineation zweier Bündel ist 
aber nach Hirst*) eindeutig bestimmt, Hinsiehthch der beiden 
andern Fälle ß = 2, 1 wollen wir uns hier begnügen, sie vermittelst 
Sehubert's Princip der Erhaltung der Anzahl**) oder, wie er es 
ursprünglich nannte, des Princips der specielleu Lage***) ebenfalls 
auf 2 von Hirst a.a.O. gefundene Zahlenergebnisse zurückzuführen. 

Dies Princip lautet bekanntlich: 

Wenn einem (algebi aiochen) geometri <.hen Gebilde F so viele 
(algebiaische) Bedmgungen luferlegt sind, das» nur eine endliche Zahl 

*) Ün the CorrelatiOQ of two Planes (Proceed London Math &oc Bd. 5 
S 40 Annall di Matematica Sei II Bd 6 b 260) Ni 42 Sigoat ir [illl] der 
Tabelle and Anmerkung in der geeagt wiid daes die fii die LoiTelation er- 
hiltenen Ergebnisse auct fur lie Coli neition gelten 
** Kalkül der aVz^lendtin Geomet e & 4 
■f**) Ijöttingir Nacbnchten fnr 1874 *5 374 Mitl Annile 1 Bl 10 S <» 2.3. 
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von r sie befriedigen können, dann ist dieae Zahl immer dieselbe, 
welche Lagen auch die in den Bedingungen vorkommenden Gebilde F' 
haben, seibat wenn sie gewisse speeielle Lagen einnehmen; wofern nur 
durch diese Speeialisining nicht eine solche gegenseitige Abhängigkeit 
der r' eintritt, dass nun unendlich viele V statt einer endlichen Zahl 
tien Bedingungen genügen. 

Im Falle « = 2 sind also gegeben 2 Strahlen gj,g^ und 4 Strahlen- 
hüschel (A^, c(^), . . ., {A^, a^. Wir geben ^j die speeielle Lage, dass 
sie die Schnittlinien «iK^ und «g«^ trifft, und legen Oj, 0^ in diese 
Treffpunkte. In der Collineation entspricht dann g^ sich selbst, die 
Ebenen 0^g^ und O^g^ entsprechen einander und die den Ebenen a^, a^ 
von Ol und die den Ebenen %, a^ von Og je im andern Bündel ent- 
sprechenden Ebenen sollen durch A-i, A^, bezw. A^, A^ gehen. Es 
liegt dann nach Hirst's Bezeichnung die Signatur [1122] vor, welche 
2 Collineationen ermöglicht, die also zu 2 Strahlennetzen führen. 

Im Falle « = 1, wo der Strahl g^ und 6 Strahlenbüschel (A^, %), 
,.., {A(,, «e) gegeben sind, geben wir g^ die speeielle Lage, dass sie 
die beiden Punkte a^a^a^ und a^a-^a^ verbindet, inwelehe dann 0^, 0^ 
gelegt werden. Wir gelangen zur Signatur [1033], welche nach 
Hirst 5 Collineationen zuläsat. 

Auf den letzten Fall k ^ ist diese Betrachtungsweise nicht an- 
zuwenden; wir verweisen auf die Ableitung von Schubert,*) die wir 
hier wegen des umfangreichen anzahlgeometrischen Materials, das er 
voraussetzt, nicht mit hinreichender Kürze wiedergeben können. 

1 Vier Strahlen bestimmen ein Strahlennetz; also haben wir nach 

einem Kennzeichen dafür zu suchen, dass 5 Strahlen g^, g^, g^, g^, g^ 
zu demselben Strahlennetze gehören. 5 solche Strahlen sind natürlich 
nicht geeignet, ein Gewinde zu bestimmen; vielmehr wird jedes Ge- 
winde, das durch 4 von ihnen geht, von selbst durch den fünften 
gehen, da es das ganze durch die 4 Strahlen bestimmte Strahlennetz 
enthält (Nr. 80). 

Ersichtlich müssen die beiden reellen oder imaginären Trelf- 
geraden von 4 der fünf Strahlen auch der fünften begegnen; aber er- 
wünschter ist es, ein Kennzeichen zu besitzen, das sich ganz reell aus- 
sprechen las st. 

Weil die 5 Geraden zwei gemeinsame Treffgeraden w und v be- 
sitzen, so haben die Regel schaaren [gig^gs] und toiif^f/r,] zwei Gerade 
gemein, also haben, nach Steiner's Satz (Nr. 10), auch (ßig^g^) und 



*) Kalkül der abzilhlenden Geometrie g 27. 
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(ßiSiffb) 2^^^ gemeinsame Geraden, d. h. ausser g^ noch eine, die dann 
stets reell ist. 

Wenn daher 5 Gerade, in irgend einer Weise in ä Gru}}peii von je 
dreien zerlegt, su swei durch diese bestimmten Begelsckaaren ßtkren, welche, 
ausser der ieiden Gruppen gemeinschaßUchen Geraden, noch eine mmte 
Gerade gemein haben, dann gehören die 5 Geraden zu dem nämlichen 
Sti-ahlennetse. 

Sehen wir zu, wieso, wenn 5 Gerade 2 gemeinsame Treffgeraden 
!(, V haben, die Construction des Gewindes aus ihnen, welche in Nr. 74 
erörtert wurde, unbestimmt wird. 

In der Ebene g^u als |3 fallen, weil g*, g* in (gig^g^) sich be- 
finden und aiao auch von u getroffen werden, in die u die beiden 
Verbindungslinien der Spuren von g^ und ^j*, bezw. von g^ und ^5* 
zusammen, also vereinigen sieh die beiden Punkte B', B", die dieser 
ß zugehören. Dasselbe gilt in der Ebene g^v. Der Punkt A endlieh 
ist ein dritter sich selbst entsprechender Punkt der conjectiven Punkt- 
reihen der B', B", folglich fallen diese für jede Ebene ß durch g^ 
zusammen, und es ist möglich, 00^ Gewinde durch die 5 Geraden 



Das eben gefundene Kennzeichen für 5 Strahlen eines Netzes 92 
führt uns, wenn wir den einen, gi_, im Netze veränderlieb sein lassen, 
zu folgender ConstnwUon des Netzes am 4 Strahlen g^, g^, g^, g^. 

Man bestimme am dreien von ihnen die Begelschaar, etwa {gig^gi); 
ist dann g ein veränderliche Strahl derselben, so ergettgen aUe Regel- 
sckaaren (ffjg'g^ das Strahlennets. 

Denn ist g^ ein Strahl einer dieser Regel s ch a are n , so ist der 
Strahl /, der sie geliefert hat, den Schaaren {g^^g^g^ und (^,^'46';,) 
gemeinsam. 

Ea ist ersichtlich, dass man zur Bestimmung der erzeugenden 
Uegelschaaren g^ durch einen andern festen Strahl g^ von ißig.2g^) er- 
setzen kann, denn das heisst, diese zum Netze gehörige Schaar durch 
?oi ^si 9s statt durch g^, g^, g^ bestimmen. 

Die einzige Gerade durch einen Punkt 0, bezw. in einer Ebene tu, 
welche g^ und g^ trifft, schneidet noch einen zweiten Strahl g' von 
C^iSs^a); '^'ö Regelschaar {^gt,g'Oi) ist die einzige erzeugende Schaar, 
welche einen mit 0, bezw. ta incidenten Strahl enthält. 

Da g' linear construirt werden kann, so haben wir damit eine 
lineare Construction des Strahles eines durch 4 gegebene Strahlen be- 
stimmten Netzes, der mit einem gegebenen Punkte oder einer gegebenen 
Fjhme incidirt. 
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93 Zwei anaioge Erzeugungen des Gewindes aus 5 Strdhlen g^fg^, ■■•gr„ 

auf die wir in Nr. 74 hinwiesen und welche wir nun nachholen, sind 
folgende: 

Vier von den ö Strahlen bestimmen ein Nets, etwa (,g,g-igsgi); ein 
fester Strahl g^ und ein beweglicher g', welche zu diesem Netze gekoren, 
Jjestimmen mit g^ eine Segelsdtaar (gQg'g^); alle diese <x>^ Regelschaaren 
erzeugen das durch ß, , ... (75 bestimmte Gewinde. 

Oder: Mn fester Strahl g^ und ein beweglicher g' aus der Begel- 
schaar {g^Saffa) bestimmen mit g^, g,^ das Nets {gag'gig^); diese 00' Netze 
erzeugen das Gewinde.''') 

Bei der ersten Erzeugung sei m die Gerade durch oder in m, 
welche g'o ^'^^ 9-, trifft, so ist dieselbe Leitgerade aller derjenigen er- 
zeugenden Kegelschaaren R, welche zu Strahlen des erzeugten Com- 
plexes führen, die mit oder co ineidiren. Also trifft m auch die- 
jenigen Strahlen g' von {gig^gsSi)) welche diese Regelschaaren liefern. 
Folglich bilden diese g' selbst eine Regelschaar (Nr. 76), der sLucb ^^ 
angehört. Die Gerade g^ trifft, ausser m, noch eine zweite Leitgerade 
n dieser Regelsehaar, welche auch Leitgerade für alle jene E ist. Folg- 
lich liegen die durch gehenden Strahlen des Couiplexes in der Ebene 
On und die in w befindlichen gehen, durch den Punkt an. Der Com- 
plex ist also ein Gewinde- 
Biese Construction der Nvllebene von 0, bezw. des Nullpunktes von 
cj ist linear. 

Bei der zweiten Erzeugung befinden sich die Leitgeraden der er- 
zeugenden Strahlennetze in der Regelschaar [g^gig^ und sind je die- 
jenigen Geraden derselben, welche von der bewegiichen Geraden g' 
von (gig^ga) getroffen werden. Dadurch entsteht aber in [^0^4^^] eine 
Involution; denn jede Gerade l dieser Regelschaar trifft, ausser g^, 
noch eine zweite Gerade g' von {g^g^g^) und diese trifft eine zweite 
Gerade V von [Po?4ff6]f ^^^ ^^ ^ ^"^ ^' ^'''^ ^^ derselben Weiae er- 
giebt, wie V aus l, so haben wir involutorisches eindeutiges Ent- 
j re hen de l und l in [g^j g ] 

Dim t st 1 ese E ze g ng a f d e Cl a les'sche Erzeugung des 
(jewnle verm ttelst e er voluto sehen Regelschaar zurückgeführt. 

) H HS Ml ch d ese E zeu ungon und J ageheaden Eizeugung des 

Netzes vergle che man Annal d Matemat a e II Bd 7 S. 226. Dort habe ich 
e m tt 1 t 1 eser E eugun e aus dem Sd,tze on Möbius, daas die Wirkungs- 
1 n en von 4 Kräften m Ule 1 gewichte de aelben Regelschaar aogchoren, die 
be den we ter n ''ätze ab^ele tet das d 11 7 1 l en van 5 oder G Kiaften, 
de n Ghehoevclt l l Jb St hl hizw demsdbtn Getrinde 

s cl h f\ide 
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Als Kennzeithen dafür, dafs 6 Sttahlen g^, g , g^ ^i^ detn^'tJben 

Gewinde gehbteii, ergiebt sich aus dieser Erzeugung folgendes 

Das Strahlennefs Jttteh 4 ton den 6 Sttahlen und die Itegelschaat 
durch die beiden übrigen und irgend einen Strahl det, NeLes, odei die 
Begelschaar dutch ■> ton den 6 '^italtlen und das hhalilennefs durch die 
3 übrigen und irgend einen Shahl dir Itcgelscfiaai nimben noch einen 
sweiten Strahl gememsani hohen 

Ein Strahlennefg lobst sich emdefuiig auf eine Ebene E ahhüdm 94 
Jedem Strahl des NeLes entspricht sein Spurpunkt tn E, und jedem 
Tunkte von E entspricht der emsige durch ihn gehende Stiahl des Netzes 

Ausnahmen von dieser Eindeutigkeit sind folgende 

Dem Stiahl g^ des Netzes, dei in E liegt, entspiicht jeder semei 
Punkte. 

Und jedem der beiden Punkte U, V, in denen E von den Leit- 
geraden M, V des Netzes getroffen wird, entsprechen oo^ Strahlen des 
Netzes, welche einen Büschel bilden. 

Einer Geraden der Bildebene E entspricht eine Regelsehaar im 
Netze, aber nicht umgekehrt jeder Regelschaar des Netzes eine Gerade 
in E, sondern im allgemeinen ein Kegelschnitt, der durch U und V 
geht. Die beiden übrigen Schnittpunkte, welche solchen Kegelschnitten 
noch gemeinsam sind, beweisen, dass zwei Regeischaaren eines Slrahlen- 
netzes zwei Gerade gemein haben; doch folgt das auch aus Steiner' s Satz, 
da ihren Leitschaaren die Leitgeraden des Netzes gemeinschaftlich sind. 

Mit Hilfe dieser Abbildung des Strahiennetzes in die Ebene wollen 95 
wir das „Correspondenisprincip im Strahlennets^' aus dem für die Ebene 
(Nr. 32) ableiten. 

Wir denken uns also das Strahlennetg doppelt als 2J und als 2^^. 
Z/wiscIien S und U^ bestehe eine Corre^ondens, in uelcher jedem Strahle 
X von E Mj Strahlen x^ von X', und jedem x^ n StrcMen x entsprechen, 
und bei d^r es je m' Paare entsprechender Strahlen x und x^ giebt, 
welche beide je in einer gegebenen Regelschaar d^s Netzes sich befinden. 
Wir nehmen nur den alJgemeinen Fall an, dass es hlos eine endliche 
Zahl von sich selbst entsprechenden Strahlen giebt. 

Diese Correspondenz veranlasst sofort in der Bildebene E eine 
Correspondenz, bei welcher jedem Punkte X. «[ Punkte X^, jedem S.^ n 
Punkte X entsiirechen und wi'-mal zwei entsprechende Punkte auf ge- 
gebenen Geraden liegen; also hat dieselbe n + k, + m' Coincidenzen. 

Unter denselben giebt ea aber solche, denen keine Coincidenz im 
Strahlennetze entspricht. Wir wollen die beiden Systeme von oo^ 
Strahle üb ilscheln im Netze als ei'ste und zweite Biiscliel unterscheiden: 
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die ersten haben ihre Scheitel auf u und senden ihre Ebene durch v, 
die zweiten umgekehrt. 

Dann haben wir 4 ZaJilen m^^, m^^, m'^', m^^, wo )»'* die Anzahl 
der Paare entsprechender Strahlen bei unserer Correspondenz im Netze 
ist, bei welchen x in einem i'=°, x^ in einem ^'^ Büschel sich befindet. 
In den Fällen i = k können die beiden Bßscbel auch identisch sein. 
Polglich haben wir in dem ersten Büschel, der in D" seinen Scheitel hat, 
»i^' Paare entsprechender Strahlen, welche den U znr m^^-fachen Coinci- 
denz im Felde E machen; ebenso ist V eine m^^-facbe Coincidenz. 
Die «,, bezw. n Strahlen aber, welche dem in E fallenden Strahle g,, 
entsprechen , haben im allgemeinen ihre Spurpunkte nicht auf g^ und 
führt daher die andere Art der Ausnahme von der eindeutigen Be- 
ziehung zwischen Netz und Feld nicht auch zu unbrauchbaren Coinci- 
denzen. Demnach hat die Correspondenz im Netze 

„ _{_ ,ij -j- m' - (m" + m^^) 
Coincidenzen. Aber die Differenz m — ■ (w" + m^) kann man anders 
darstellen. 

Eine im Netze befindliche Regelfläehe hat die Leitgeraden n, v 
desselben auch zu ihren eigenen Leitlinien und zwar zu n-, «"-fachen, 
wenn in einen ersten, bezw. zweiten Büschel n', bezw. n" von ihren 
Erzeugenden fallen; also ist der Grad n + n", wie jede Ebene durch 
n oder v beweist. 

Daher ist der Grad der Regelfläehe in D^, bezw. Z, die einem zu 
S, bezw. 2^j gerechneten i'^" Büschel entspricht, m'^ -\- m'^, resp. 

Der Grau einer Itegdflüchf, die einem Strahlennetse angeJwrt, ist 
aber gleich dei- Zahl der Geraden, welche sie mit einer Regdscliaar des 
Nekes gemein hat; denn die Erzeugenden der Regelfläehe, welche eine 
Gerade l treffen, gehören zu derjenigen Regeischaar des Netzes, in 
deren Leitschaar sieb l befindet. 

Dies umfasst den vorigen Satz, da zwei Strahl enhüscbel eines 
Netzes aus verschiedenen Systemen eine Regelsehaar zusammensetzen. 

Demnach hat die Regelfläche in 2^, welche einem zu 27, gerech- 
neten ersten, bezw. zweiten Büschel entspricht, mit einer beliebigen 
Regelschaar p des Netzes )m" + »»*', bezw. m'^ + m^^ Gerade gemein; 
oder die Regelfläche in 2,, welche der zu 27 gerechneten Regelschaar 
Q entspricht, schickt in einen ersten Büschel m" + m^^, in einen 
zweiten m'-^ + m*^ Strahlen, folglich ist der Grad m'^ + m^' + m^^ + m^^. 
Dieselbe Zahl ergiebt sich, wenn p zu ^ij gerechnet wird; und in der 
That, dieser Grad sagt ja aus, wie viele Paare entsprechender Strahlen 
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X, Xi es giebt, welche beiiJe je in einer gegebenen Regelsehaar des 
Netzes liegen, und ist dabei- unser m. Also: 

)K^^ + m^^ -\- m'^ -j- m^^ ^ m, 
und: 

m — ()»" + j»^^ = m''^ + nt"; 

und deninacb ist die Zahl dor Coincidenzen der Correspondeiiz im 
Strablennetz « + % + «*^^ + ™^'- 

Man kann die Summe m'-^ + m^^ noch zusammenfassen und dann 
das Correspondenzprincip im Strahlennetze folgendermassen aussprechen: 

Wenn zwischen ewei dasselbe Strahlennetz erfüllenden Systemen 2 
und £i eine Correspondens besteht, bei welcher einem Strahle x von 1} 
«, Sbahlen Xj von 2, jedem x^ (ä>e> n Sttahlen x entsprechen und &> 
I» Paare entaptechendei Sbahlen giebt, bei denen steh dei Strahl x oda 
x^ m einem gegelienmi Suscliel der, Nefses aus dem emen det beiden 
Systeme, de* x, oder x m einem gegebenen Büschel aai dem andern Sy 
steme befindet, dann hat diese Coitesp&ndenz wofein 'i>e nuf eine endliche 
Zahl ton Coinciden~en be itst deten 

n + n, + m 

(tenau dasselbe Corre&pond nzpimeip ergiebt sith tur zwei v3n der 
selben Flache 2 Grides getragene Systeme von Punkten, m ist dmu 
die Zahl der Paare ent^pr chender Punkte die auf zwei gegeben« 
Geraden aus verschiedenen Schaaren fallen. Man beweist es leicht, 
indem man die Systeme aue einem Punkte der Fläche auf eine Ebene 
projicirt. *) 

Dies weist auf die Möglichkeit einer eindeutigen Abbildung ei«cs90 
Strahlennetses auf eine Fläche 2. Grades hin. 

Dazu genügt es, das Strahlennets 9i und die Flache 2. Grades %' 
in das nämliche I^mktfeld E absuhilden. Es sei (X der Funkt von %', 
aus dem sie auf E projicirt wird; dann entsprechen einander ein Strahl 
X von 31 und der zweite Schmitt der %' mit dem Strahle von 0' nach 
X==a;E. Aber in dieser allgemeinen Forin ist die Abbildung noch 
nicht einfach genug; denn einer Regelsehaar p in 3i entspricht auf %' 
die Raumcurve 4. Ordnung mit einem Doppelpunkte in 0', in welcher 
g' von dem Kegel geschnitten wird, der aus 0' den Kegelschnitt ßE 
projicirt; und einem Kegelschnitte von ^' entspricht eine Eegelfläche 
4. Grades in 91. 

Behufs einer Vereinfachung wollen wir zunächst annehmen, damit 

*) Vergl. Zeuthen, Math. Adh. Bd. 18 S. 35, wo auch der T'al! einer Coin- 
cidenzcurve (d. h. einer Curve yun ao' CoiiicidenKpunkten) berücltsichtigt ist. 
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die Abbildung reell sei, dass, je nacbdem 9i reelle oder imaginäre 
Leitgeradeii w, v hat, 5' reelle Geraden habe oder nicht. Diese Fläche 
habe dann weiter zu dem Netze die Lage, dass ihre beiden in 0' sich, 
schneidenden Geraden u , v durch die Spuren JJ, V der Leitgeraden 
des Netzes in E gehen; was wir dadurch bewirkeu, dass die Beriihrungs- 
ebene an ^' in 0' durch den in E gelegenen Strahl (/^ von 91 geht 
und dass die Involution, auf g^, der in Bezug auf %' conjugiiten 
Punkte identisch ist mit der Punktinvolution , welche der Geraden g^ 
durch die mit dem Netze verbundene windschiefe Involution zukommt. 

Sei dieser Spedalisirung der BmeJmng entsprechen dann den, oc^ 
Hegelschaaren des Netzes 9i die oo* Kegelschnitte auf 5'; denn ist p 
eine Regelschaar von 9t, so geht ihr Schnitt mit E durch U und V 
uad der Kegel 2. Grades, der ihn aus 0' projicirt, enthält die Geraden 
u, v und hat also mit 2f' '^'^^ noch einen Kegelschnitt gemein; und 
umgekehrt von der Regelfläehe 4. Grades, die bei der obigen allgemeinen 
Abbildung in 91 einem Kegelschnitte von 5' entsprach, sondern sich 
jetzt stets die beiden Strahle nbü seh el des Netzes aus U und V ab. 

Wie ein Kegelschnitt auf %' durch 3 von seinen Punkten, so ist 
eine Regelsehaar in 91 durch 3 von ihren Strahlen bestimmt. 

Zwei Kegelschnitte auf 5' haben 2 Punkte, zwei Regeischaaren 
in 9( zwei Strahlen gemein. 

Bei der allgemeineren Abbildung von 9i auf J' haben wir Aus- 
nahmen von der Eindeutigkeit. 

Dem Strahle g^ in E entsprechen c»' Punkte auf %', welche den 
Kegelschnitt erfüllen, in welchem §' von der Ebene g^O' goschnilteu 
wird. Den Strahlen des Netzes, die von den Punkten u'E, v'£ aus- 
gehen, welche ja im allgemeinen Palle von U, V verschieden sind, 
entsprechen auch oo' Punkte, alle Punkte von ti, bezw. v. End- 
lich jedem der beiden zweiten Schnitte von 5' ™'^ Ö' U, 0' V ent- 
sprechen alle oo^ Strahlen des Netzes aus U, bezw. V. 

Diese Ausnahmen fallen im speciellen Falle weg. 

Betrachten wir einen Strahlenbüschel des Netzes aus einem be- 
liebigen Punkte von u, SO ist seine Spur in E eine durch V gehende 
Punktreihe und der Strahlenbüschel, der sie aus 0' projicirt, schneidet 
5', ausser in v, noch in einer Geraden der andern Sehaar, der w'-Schaar, 
und den einzelnen Strahlen des Büschels in 9i entsprechen die ein- 
zelnen Punkte dieser Geraden; insbesondere entspricht dem nach V 
gehenden Strahl des Büschels der Schnittpunkt der Geraden mit v. 
So wird jedem der Strahlen des Netzbiischels aus V, welche im all- 
gemeinen Falle alle einen und denselben entsprechenden Punkt hatten, 
ein besonderer Punkt von v zugeordnet, derjenige nämlich, in welchem v 
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von der Geraden der u Schaar geschnitten wird, welche dem Büschel 
mit Scheitel aut u entspricht, zu dem unser Strahl auch gehört, und 
umgekehrt jedem Punkte von v ein be-^onderer Strahl des Büachela 
aus V. Analoges gilt für den Büschel aus U und die Gerade u'. 

Die Strahlen, welche die veischiedenen Punkte von (/„ aus 0' pro- 
jiciren, fallen in dn Beruhrungaebene von 0' und demnach vereinigen 
sich ihre zweiten feehmtte mit g alle jm Punkte 0', der so allein 
der ff^ entspiicht 

Also hat hei der jetzigen specidUn ibbüdmig des Netzes anf die 
Fläche 3. Giadcb jedes Element des emen Gebildes ohne Ausnahme nur 
ein entsprechendeb im andern 

Und den bmden Sysifmen von Sbahlejibtischeln im Netze entsprechen 
die beideit Getaden'ichaaren auf det Flache 

Ersichtlich sind ein Strahlenbüschel und seine entsprechende 
Ponktreihe projectiv. 

Der gemeinsame Punkt zweier Geradeu aus verschiedenen Scbaaren 
ist das Bild des gemeinsamen Strahles der beiden entsprechenden Büschel 
aus verschiedenen f 



Wir können diese Abbildung als Collineation bezeichnen, und wie 07 
zwei Flächen 2. Grades, so können wir auch zwei Strahlennetze (ver- 
schiedene oder identische) coliinear machen; entsprechende Gerade 
durchlaufen dann gleichzeitig Strahlenbüschel und Regeischaaren. 

Um eine solche Collineation zwischen ä Strahlennetzen [ii, v\ und 
[m,, Vi] festmlegen, muss man zunächst bestimmen, welche Strahlen- 
büschei-Systeme sich entsprechen sollen. Wir wollen annehmeuj dass 
die ersten Büschel (deren Scheitel auf ii, bezw. «^ sich befinden) ein- 
ander entsprechen, und ebenso die zweiten. Dann genügt es, 3 Strahlen 
a, b, c von [u, v] mit 3 Strahlen a^, 6,, Cj von [«i, nj entsprechend 
anzunehmen. Durch die Punkte u(a, b, c) und ti, (%, ii, c^) als ent- 
sprechende ist eine Projectivität zwischen den Punktreiheu auf w und 
Ml festgelegt, und dasselbe gilt für v und v^^. Zwei Strahlen x und «j 
der beiden Netze sind dann entsprechend, wenn die Punkte xu und 
XiU,, XV und x,Vi sich in diesen beiden Projectivitäten entsprechen. 

Aber diese coUinearen Strahlennetze sind ersichtlich entsprechende 
Figuren in colhnearen Räumen. Lassen wir den 4 Punkten ua, uh, 
va, vi die Punkte Hi«], u^i^, v,ai, ^jö^ und einem Punkte X auf c 
irgend einen Punkt X^ auf c^ entsprechen, so entsprechen den u, v, a, b, c 
die M,, v^, «1, \\ c^ und zwar c und öj, weil sie durch entsprechende 
Punkte gehen und zwei Paare entsprechender Geraden treffen. Also 
sind die durch diese Collineation auf h und u,, v und v, hervor- 
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gerufenen Projectivitäten dieselben wie oben, mithin auch dieselben x 
und Xi correspondirend wie oben. 

Da aber X^ beliebig auf c, angenommen werden kann, so haben 
wir oo^ derartige Collineationen , in deiien allen unsere collinearen 
Strahlennetze in derselben Weise entsprechend sind. Durch zwei be- 
liebige von diesen Collineationen wird der Raum 2?^, zu dem [Mj, üJ 
gehört, in zwei Weisen zum andern 2J, also zu sich selbst collinear, 
wobei Ml, v^, f>i, öl, Ci und demnach (Nr. 8i) alle Geraden von [u^, fj 
sich selbst entsprechen. 

Während zivei coUineare Flächen 2. Grades nur in einer eimigeti 
ColUneation mtsprecJimde Gebilde sind, s-ind mvei colUneare Strahlennetze 
es in ao'- Collineationen. 

Selbstverständlich ist zur Realität der Collineation zwischen zwei 
Strahlen netzen erforderlich, dass sie gleichartig sind. 



demselben Stralilennetze 
!nsam haben. Wir wollen 

[essen. 



08 Wir haben (Nr. 94) gefunden, dass zwe 

angehörige Regelschaaren zwei Gerade gemei 
an diesen Satz einige andere analoge anschl 

Auch umgekehrt befinden sich zwei Regelschaaren mit zwei gemein- 
samen Geraden g, g in einem Siralüennetze. 

Dasselbe ist bestimmt durch g, g' und je eine weitere Gerade 
aus jeder der beiden Scbaaren; seine Leitgeraden sind die beiden Ge- 
raden, die den Leitschaaren gemeinsam sind. 

Ebenso befinden sich 3 Regelschaaren mit swei gemeinsamen Geraden 
in dem nö/mlichen Gewinde. 

Zwei Paare Polaren eines Gewindes gehören, wie wir wissen 
(Nr. 58), zu derselben Regelschaar; also gehören -H Paare Polaren eines 
Geivindes za demselben Neige und 4 Paare zu demselben Geivinde. 

Eine Begelschaar und ein Netz, die sich in demselben Qetmnde be- 
finden, haben swei Gerade i/emeinsam. 

Eine Gerade l aas der Leitschaar der Regelschaar q scheidet aus 
dem Gewinde ein Netz aus, dessen zweite Leitgerade die Polare V von l 
nach dem Gewinde ist; in diesem Netze muss p, aber auch die durch 
l aus dem Netze ausgeschiedene Regelschaar p' sich befinden und die 
Q und q' gemeinsamen Geraden sind die gesuchten. 

Legt man durch das Netz noch ein zweites Gewinde, so sind die 
beiden Geraden, weil das Netz der volle Durchschnitt der beiden Ge- 
winde ist, auch diejenigen 2 Geraden, welche die Regelschaar mit 
diesem Gewinde gemein hat. 

Wenn zwei Regelschaaren q, q sich in demselben Gewinde F be- 
finden, so befinden sich iJire Leitschaaren A, A' auch in einem Gewinde. 
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Das Netz durch 3 Gerade von ^ und eine g^' von p' enthält q 
und liegt in F, also hat es mit p', ausser g^', noch eine Gerade g^' 
gemeinsam; seine Leitgeradea Z^, l^ gehören zu X. Durch 3 Gerade 
von A und 2 Gerade Z/, l^' vou A' sei das Gewinde A gelegt; dasselbe 
enthält das Netz (l^, ig, Z/, l^'), dessen Leitgerade (//, g^' sind. Polg- 
lich gehört die ganze Schaar A' zu diesem Netze und damit auch zum 
Gewinde ^, das demzufolge X und X' umfasst.*) 

Zwei zu demselben Gewinde gehörte Netse haben eine Eegdschaar gemein. 

Die Leitgeraden eines in einem Gewinde befindlichen Netzes sind 
polar in Bezug auf dasselbe; also gehören die 4 Leitgeraden zu einer 
Eegelschaar, und diese ist die Leitschaar der gemeinsamen Schaar. 

Oder, wenn man das eine Netz als Schnitt des gegebenen Ge- 
windes mit einem andern ansieht, so ist die gemeinsame Regelschaar 
diejenige, welche diesem Gewinde und dem andern Netze gemeinsam 
ist. (Nr, 35). 

Zwei beliebige Netse haben 2 Gerade gemein. 

Es sind dies diejenigen 2 Geraden, welche den 4 Gewinden ge- 
meinsam sind, als deren Schnitte wir die Netze ansehen tonnen, 
(Nr. 35) oder die Treffgeraden ihrer 4 Leitgeraden, wn erhalten sie 
auch als die gemeinsainen Geraden dea einen Netzes mit dei Regel- 
schaar, in welcher ein durch dasselbe gelegtes Gewinde das andere 
Netz durchschneidet 

Haben swei Sl/rahlennetze 3 Geiade gemcm und mithin die durch 
sie bestimmte Segelschaar, so befinden sie sich in demselben Geiimde, das 
durch die 3 Geraden und je einen weiteien Strahl jedes der beiden 
Netze bestimmt ist. 

m. 

Wir wollen in diesem Abschnitte das StrMennets vorzugsweise als^Q 
DurchschniU sweier Gewinde, als Basis eines Büscliels von Getoinden 



Wir knüpfen an die in Nr. 74 besprochene Construction des Ge- 
windes aus 5 von seinen Strahlen auf Grund der Sylvester'schen 
Erzeugung an, wollen aber blos 4 Strahlen i/,, g^, g^, (j^ als gegeben 
annehmen. 

Wiederum werde der Strahlenbüschel {A, a) durch g^ gelegt; zu 
jeder Ebene ß durch g^ haben wir dann auf ^^ einen Punkt B — früher 
B' genannt — von der Beschaffenheit, dass die Büschel (^4, «) und 
{B, ß) so projectiv sind, dass g, sich selbst und die vou g^, g^, g^ 

*) Vergl. Math, Aiinalevi Brl. 3(i S. 484 Anm. 
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getroEfenen Strahlen emandei entsprechen JS und ß bewegen sieh 
projeetiv auf und um g^. Es seien B, B , S drei Lagen von B 
und ß, ß', ß" die 3 entsprechenden Ebenen Dann erzeugt {A, a) mit 
{B, ß), (B', ß'), (B", ß") hezu. die 3 Geuinde F, F', F", weldie alle 
durch ffi, g^, g^, g^ gehen. Wenn a, i, b drei entsprechende Strahlen 
in (A, k), {B, ß), (B'f ß") bind so ist die Re^elachaar [alib'l offenbar 
den Gewinden F, F' gemein; zu ihr gehört auch-^j; also enthält die 
Ebene ßl' aus der Leiischaar eine Gerade h", welche g^ in B^' treffe; 
die Ebenen a, ß, ß' enthalten aus der Leitsehaar die a, h, h', welche 
der g^ in A, B, B' begegnen; mithin ist ABB' B^' 7\ ctßß' ß". Nun 
bewegen sich, wie gesagt, B und ß projeetiv, wobei auch A und « 
einander entsprechen; daher ist auch ABB'B" J\ aßß'ß"; also ist 
B^" mit B" identisch und b" gehört zum Büschel (-B", ß")- 

So wird jedem Tripel entsprechender Strahlen a, b, b' von {A, a), 
{B, ß) und (B\ ß') auch ein Strahl h" von {B", ß") zugeordnet und 
dieser Büschel jenen projeetiv gemacht; h" wird von allen den Strahlen 
getroffen, welche o, b, V zugleich schneiden. 

Seien nun a^, 6g, b/, 6/' die von g.^ getroffenen Strahlen der 
4 Büschel, so gehört g.^ zur Eegelschaar [ff^ö^V] ^^^ weil sie b^' 
trifft, so ist diese die dem Tripel a^, \, h^' entsprechende Gerade in 
(B", ß") und analoges gilt für die von g^, g^ getroffenen Strahlen. 
Also entsprechen in der jetzt gefundenen Projectivität von (A, a) und 
{B^'iß") den ^j, Og, ög, a^ die g^, h^', bg", b^', ä. h. sie ist dieselbe 
wie die obige, durch weiche F" erzeugt wurde. 

Das Gemnde F'' enthält folglich alle Strahlen, tvelche den Geivinden 
F und F" gemeinsam sind. 

Wenn u eine der beiden Treffgeraden von i/^, g^, g^, g^, B'* ihr 
Schnitt, (5" ihre Terbindungsebene mit g^ ist, so ist die Projectivität 
zwischen [A, a) und (B", ß^) eine ausgeartete; g^ ist der singulare 
Strahl im ersten, u, in welchem sich \, b^, b^ vereinigen, derjenige 
im zweiten Büschel. Das Stvahlengewinde, erzeugt durch die gemein- 
samen Treffgeraden nicht zusammenfallender homologer Strahlen der 
beiden Büsche!, wird, da allen von g^ verschiedenen Strahlen von (^4, a) 
der feste Strahl u in (£", ß") entspricht, das Strahlen geh üsehe [«]■ 
100 Die Sylvester'sche Er zeugungs weise führt uns aber noch auf 

einem anderen Wege zum Büschel der Gewinde*) durch ein Strahlen- 
netz, und auf demselben Wege werden wir später auch zu den höheren 
linearen Systemen (Netzen, Gebüschen, Geweben) gelangen. 

*) Zweigliedrige Gruppe von linearen Complesen, wie sie Plücker iLfolge 
der analytischen Daratellnng nennt (Neue Öeometrie des Baumes Nr. 53). 
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Der Sfrahlmbüschel (A, a) habe mit jedem der beiden Büsdiel 
(jß'j (3') und (B", ß") §e einen StraM gemein (aber nicht denselbeu); 
wir hez^eheti ihn tviedcnim so projectiv aiff dieselben, dass je der gemein- 
same Strahl M sidi seihst homolog ist. B', B" liegen also in a, ß', ß" 
gehen durch A. Alle Strahlen, welche je 3 homologe Strahlen a, b', b" 
der 3 Büschel schneiden, erzeugen das Strahlennetz, welches den beiden 
Gewinden F", T" gemeinsam ist, die durch {A, k) und {B', ß'), hesw. 
{A, a) und {B", ß") erseugt werden; jedes solche Tripel giebt eine 
zum Netze gehörige Kegelscbaar {ab'b"]; zu allen diesen Schaaren 
geh&ren auch B'B" und ß' ß". Folglieh müssen, nach dem Steiner'schen 
Satze, je zwei von ihnen 2 Leitgerade gemein haben, auf weiche sieh 
auch die beiden genannten Geraden stützen. 

Auf ^j3" entstehen durch die projectiyen Strahlenbüschel (S, ß"), 
{B", ß") zwei conjective Punktreihen und um B B" zwei conjective 
Ebenenbüsehel. Es seien ü, V die sich selbst entsprechenden Punkte 
jener und b'u, b"u die nach U gehenden Strahlen der beiden Strahlen- 
büschel, an der ihnen entsprechende Strahl von (A, a); dann zerfällt 
die Regelsehaar \anVnbu\ in den Strahlenbüschel (C, üaü) und den- 
jenigen in der Ebene h'ub'lj um den auf B'B" gelegenen Spurpunkt 
von au, der V^ heissen möge. Ebenso treffe av, welcher B' V und 
B!'V entspricht, die B'B" in U^. 

Die beiden Geraden Uü^^w, YY^^v sind aber gemeinsame 
Leitgeraden aller Regeischaaren [ab'h'"], oder, was dasselbe ist, ge- 
meinsame Geraden aller Regeischaaren (ab'b'"). Für diese Rege!- 
schaaren sind ß' ß" ^=. UV und B'B"^i Fiü, gemeinsame Loitgeraden, 
da /5'/3" durch A geht, B'B' in a liegt und also alle beide je alle 
3 Strahlen a, b', b" treffen. Wenn a die BS' in 5t, und b', b" die 
/5'(3" in ^', 3i" treffen, so ist, damit u zu (ab'b") gehöre, nachzu- 
weisen, dass 

A^'WÜ7\ %IB'B-U,. 

Es sei noch fÖ^," der Punkt, in welchem ß' ß" von dem Strahle 
von (B", ß") getroffen wird, der dem gemeinsamen Strahle AB" der 
beiden andern Büschel homolog ist, und 93^' der Schnitt von ß^ ß" mit 
dem zu A^' homologen Strahle von (^B, /3'); so ist: 

B'B"nrjI^ 7\ A^„'^' UV 7\ S;'^5B";7F; 
die erste dieser Punktreihen ist durch 5 Strahlen von {A., a) in B' B", 
die beiden andern sind durch die homologen Strahlen von (//, ß') 
und [B", ß") in ß'ß" eingeschnitten. Also hat man: 

%B'B"U, A ^'A^,;V, 
und: 



y Google 



138 l'ie lineare Congmenz oder das Strahlennetz und der BQgcliel v. Gewinden. 

oder: 

also smd UV, WA, S"S9|,' in Involution, und daher; 



und also auch: 



was bewiesen werden sollte. 

Die Geraden m, v sind demnach die Leitgeraden des durch die 3 
projeäiven StrdhlenbüscM (J, a), (B", ß'), {B", ß") erseitgten und den 
Gemnden F', r" gemeinsamen Strahlennetzes. 
101 Wenn nun B ein beliebiger weiterer FifnM von SB" und ß die 

Ebene ist, die ihn mit ß"^' verbindet, dann ist der Skahlenbiiseliel {B, ß) 
durch das Strahlennets projecUv auf {A, a) bezogen. 

In der That, jeder Strahl ä von {Ä, a) liefeft zum Netze eine 
Regelschaar [ab'h"] und da B' B", ß' ß" zu derselben gehören, so fällt 
in die Ebene ß eise durch B gehende Leitgerade; d. h. alle Strahlen 
des Netzes, welche den Strahl a von (A, a) treffen, begegnen auch 
einem und demselben Strahle von (B, ß). Aber auch jeder Strahl 
dieses Büschels sendet zum Strahlennetze eine auf ihn sich stützende 
Regelschaar (Nr. 76), zu welcher für den Punkt B die Gerade B' B" 
und für den Schnittpunkt mit ß' ß" diese Gerade gehört; folglich fällt 
von ihr eine Leitgerade in a und geht durch A, d. ii. gehört zu {A, a). 
Also schneiden auch alle Strahlen des Netzes, welche einen Strahl 
von (B, ß) treffen, den nämlichen Strahl von {A, a) und diese Büschel 
sind infolge dessen projeetiv auf einander bezogen. 

Oder, wenn l eine beliebige Gerade in a ist, so wird die Regel- 
schaar der von ihren Punkten ausgehenden Strahlen des Netzes, zu 
welchen £'B" gehört, von ß in einem durch B gehenden Kegelschnitte 
geschnitten; die Punktreihe auf ihm ist projeetiv zu derjenigen auf l 
und also auch zum Büschel {A, «); der Strahlenbüschel, der sie aus 
B projicirt, gebildet je durch die in {B, ß) befindlichen Leitgeraden 
der auf die verschiedenen Geriden von l 4., a) sirh stutzenden Regel- 
sihaaien lat al-io auch zu (4, «) projeetiv 

Da B in « liegt und ß durch A geht, so haben (A, a) und (B, ß) 
emeti Sttahl gemein und tui die Begehchiar des Netzes, die sich auf 
diesen Strahl, insofern er dem einen Busche! angehört, stützt, ist er 
natürhch auch Leitgerade aus dem andern Also ent'iprtcht dieser gemein- 
same StraM steh selbst m der Projectnitat zmschen den beiden Büsc^hi, 
und ste erzeugen ein Genmäc F, das dmch das Siialtlemtets FT" geht. 
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Bewegt man B auf B'B" und damit ß um ß'ß", so ergielt sich 
der ganze Büschel von Geimndm. 

Wie liegen die Strahlen der verschiedenen Büschel (.S, ß), welche 
einem und demselben Strahle a von (Ä, a) in den jeweiligen Pro- 
jectivitäten homolog sind? Sie bilden offenbar die Leitschaar der 
Regelschaar derjenigen Strahlen des Netzes, welche sich auf a stützen, 
also selbst eine Regelschaar. fiir welche wir BB', ß'ß" und den von 
irgend einem Punkte von a kommenden Strahl des Netzes als Leit- 
( annehmen können und zu welcher a gehört, 

Weiin WM» g eme beliebige Gerade des Ratimes ist, und a der von 
ihr getroffene Strahl von (A, c), so begegnet dieselbe, ausser a, noch 
einer zweiten Geraden aus der zu a gehörigen Regelschaar; der 
Punkt B, in dem diese die BB" trifft, und die Ebene ß, welche sie 
mit ß'ß" verbindet, giebt dann den StraidenhiiscM (B, ß), der mit 
{Ä, tt) dasjenige Geu-inde des Büschels erzeugt, in welclieni sich die Ge- 
rade g befindet. 

Es seien zwei Gewinde T^, A gegeben.*) 102 

Von jedem Punkte kommt an den Schnitt derselben ein Strahl: 
die Schnittlinie der beiden Nullebenen des Punktes; in jeder Ebene 
liegt die Verbindungslinie der beiden Nullpunkte. 

Wenn für einen Punkt die beiden Nullebenen zusammenfallen, 
dann sendet er au beide Gewinde denselben Strahlenbüschel, der dann 
auch vollständig zur Schnittcougruenz gehört; es genügt, um einen 
Punkt als einen derartigen „singulären Funkt" der Congruenz erkannt 
zu haben, zu wissen, dass zwei verschiedene Strahlen von ihm an die 
Congruenz gehen. 

X durchlaufe eine Ebene je, dann drehen sich seine beiden Null- 
ebenen g,, Ig um die Nullpunkte P,, jP^ dieser Ebene. Das Zusam- 
menfallen beider Nullebenen fordert, dass sie durch Pj-Pg gehen und 
also einem Punkte dieser Geraden zugehören; die Nollebenen aller 
Punkte von P^P^ sowohl in Bezug auf P^, als auf F^ gehen durch 
Pi^P2, als einen Strahl beider Gewinde. Also erhalten wir um diese 
Gerade zwei conjective Ebenenbüachel, deren entsprechende Ebenen 
je demselben Punkte von PiPg als Nullebenen zugehören, und in ihnen 
zwei vereinigte Ebenen. 

In jeder Ebene giebt es daher swei Funkte, welche an die Schnitt- 
congntens sweier Strahlengemnde einen vollständigen Strahlenbüsehel, nicht 
blos einen einmigm Strcüil senden. Sie liegen beide auf dem in der Ebene 
gelegenen Strahle d&r Congruenz. 

*) Man sehe hierzu auch die S. 81 erwähnte Si^hrift von Silldoi'f, 
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Der Ort üer sivf/ulären I^nldo ist daher 2. Ordnung und wird von 
jedem Strahl der Congruem zweimal getroffen. 

Ein Kegelschnitt kann er flicht sein, weil sonst alle Strahlen der 
Congruenz in eine Ebene fielen. 

Folglich besteht er aus zwei gegen einander windschiefen Geraden u 
und V, und diese sind also die Leitgeraden der Congruenz, die so me- 
derum als Strahlennets erhannt ist. 

Zeigen wir, tlass auf allen Strahlen des Netzes die beiden sin- 
gulären Punkte reell oder auf allen imaginär sind. Es seien x und x 
zwei windschiefe Strahlen des Netzes, U und V die beiden singulären 
Punkte auf x; die Nullebene von U schneidet x' in V", der ebenso 
reell oder imaginär ist wie JJ. Er ist einer der beiden singulären 
Punkte auf x', da von ihm zwei Strahlen des Netzes, V JJ und x', 
ausgehen. Die Nullebene von V giebt auf x' den andern U'. 

Die beiden Nullpunkte Xj und X^, auf x, einer und derselben 
Ebene | durch x (in Bezug auf Fj und F^ bewegen sich conjectiv 
auf X und U und V sind die vereinigten Punkte dieser beiden Punkt- 
reihen, also bleibt das Doppelverhältnisä (?7FXjX(,) unverändert. 

Es bleibt auch noch constant, wenn man zu einer zweiten Ge- 
raden x' des Netzes übergeht. Die Nullebene | von Xj, Xg treffe 
x' in W, ebenso treffe die gemeinsame Nullebene §' von Xj', X^' auf 
x' die X in Z\ dann gehen die beiden Nullebenen von Z bezw. durch 
X/, X/ und diejenigen von W durch X^, X^. Folglich ist, da ein 
Punktwurf mit dem Ebenenwurf der Nullebenen seiner Punkte pro- 
jectiv ist, wegen des ersten Nullsjstems: 

{uyx,z) = ivv'w'x^) = {v vx;w), 

wegen des zweiten: 

( V VX,Z) = {¥' TT WX;) = ( U' F'X; TD; 
also: 

{uvx^x^) = {V'rx;x^). 

Aber (Ü'F'X/X^') ist auch das Doppelverhiiltniss der beiden 
Ebenen, welche x mit u und v verbinden, und der beiden Nullebenen 
^1, t,2 ^^^ ^> ^^^ i^* ^'Ueh dieses duale Doppel Verhältnis s constant 
und von demselben Werthe. 

Construirt man su allen Ehernen je die beiden Bullpunkte in Bezug 
auf die Geumdc Fj , F^ oder su allen Punkten je die beiden Nullebenen, 
so erhält man entsprechende Punkte, "bezw. Ebenen einer Collineation mit 
Axen, deren Leitsfrahlen die Strahlen des Netzes sind, das dm beiden 
yieinsam ist. 

Dass man zu einer Collineation gelangen muss, ist unmittelbar 
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einzusehen; denn zwei Bäumej die zu einem dritten correlativ sind, 
sind zu einander eollinear; die gemeinsamen Strahlen beider Gewiade 
entsprechen als Leitstrahlen beider Nullsysteme in jedem derselben 
sieh selbst, also auch in der Collineation. 

Sind die beiden Geivinde in solchet Lage, dass diese Collineation 
mit Ä3xn eine geschaart-involutoi iscltf oder eine windschiefe Involution ist 
und also auf jedem Strahle des gemeinsamen Netzes und um ihn In- 
volutionen von Punkten, bezw. Ebenen, entstehen, welche als Null- 
punkte oder Nullebenen zu den Ebenen durch den Strahl, den Punkten 
auf ihm gehören, so sagt man von den hndeii Geiiinden: sie sind in In- 
volution,*') oder sie stUteen einander **) 

Der Ebene je, von der wir ausgegangen sind, deren Nullpunkte 103 
in Bezug auf F^ und Tg die Punkte Pj imd P^ sind und in welche 
also der Strahl P^Pg des Strahlennetz es Fj^F^ fällt, ordnet man nun 
einen beliebigen andern Punkt P dieses Strahles PyP^, su. Lassen wir 
ihn Pj entsprechen, so ergiebt eich eine Collineation mit Axen, für 
welche die Strahlen des Netzes gleichfalls die Leit- oder sich selbst 
entsprechenden Strahlen sind, der aber ein anderer Werth des con- 
stantea Doppelverhältnisses zugehört. Bewegt sich | durch den Raum 
(g), so beschreibt der Nullpunkt Xj einen correlativen Kaum, X, der 
in dieser neuen ColHneation mit Axen dem X^ entspricht, ebenfalls 
einen zu (|) correlativen Raum (-X), und da der Leitstrahl XX^ der 
Collineation auch Leitstrahl des zu F^ gehörigen Nullsystems (X,, ^) 
ist, so geht S stets durch X und die Correlation zwischen den Räumen 
(X) und (§) ist ebenfalls Nullsystem und XXj ein Leitstrahl des- 
selben; d, h. die StraklenbUschel (X, |) beschreiben ein Gewinde F, das 
aUe Strahlen des Netzes F^F^ enthalt. 

Durchläuft P die ganze Gerade P^P.^, so ergiebt sich der Büschel 
F^F^ von Gewinden. 

Wenn die Leitgeraden u, v des Netzes F^F^ reell sind, so wird 
man, nachdem P der re als Nullpunkt zugeordnet ist, um den Null- 
punkt X von I zu ermitteln, am einfachsten das gleiche Doppelver- 
hältniss auf den beiden Strahlen des Netzes in x und ^ benutzen. 
Aber werthvoller ist eine Construct.ion, welche die Leitgeraden um- 
geht Wir ziehen Pj X^ und construiren die Regelschaar der sie 
treffenden Geraden des Netzes, zu der auch Pj^P^ und X^X^ gehören: 

*) ¥. Klein, Mathem. Annalen Bd. 3 S. 201. 

**) Reje, Jouraal f. Matliematik Bd. 95 S. 33-1. Icli werde diese Ausdrücke 
beide gebraucher. ^ Bisweilen wird auch von den beiden Gewinduu gesagt; „sie 
liegen vereinigt". 
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sie wird dtirch die projectivPD Büschel der Niillebenen, in Bezug auf 
Vi und Fg , dfi Punkte der Geraden P, X, gebildet. Die von P aus- 
gehende Leitgerade dieser Schaar trifft X^X^ im gesuchten Punkte X. 
Denn diese Gerade entspricht in der obigen Collineation der Geraden 
XjPj, da X und X^ m ihi einander entsprechen und beide Geraden 
die nämlichen m diesei Collineation sieh selbst entsprechenden Ge- 
raden treffen, nimlich die der genannten Regelsehaar. 

Weil diese Leitgerade selbst eine Regelschaar beschreibt, die 
Leitsehaar der voiigen, wenn P die P^P^ durchläuft, ao beschreiben 
P und X projeetive Punktreihen auf PiP^ und XiX^. Also: 

Die Reihen der Punlcte P und X, welche den festen Ebenen ir und 
I in den verschiedenen Gewinden des Büschels r^r^ als NuH^unkU; ßw- 
gehören, sind projecUv. 

Und dual: Die Büschel der Ebenen n und |, die den festen Punkten 
P und X als Nullehenen sugehören, sind projectiv. 

Legt man in die beiden festen Ebenen ji nnd | Punkte Q und Y 
als Scheitel von Büscheln (Q, x) und (F, g), so liefert jedes der Ge- 
winde von FiFg einen Strahl in jeden dieser Strahlenbüschel, offenbar 
QP, YX und mit den Punktreihen der P und X werden auch diese 
Strahlenböschel projectiv. Demnach; 

Ein Büschel von Gewinden macht zwei belieUge Slrahlmibüsdiel zu 
einander projectiv, wolm je diejenigen Strahlen homolog sind, welche zu 
dem nämlichen Gewinde des Büschels gehören. 

Durch diese Sätze werden die Büschel von Gewinden als projectiv 
beziehbare Gebilde erhtnnt. 

Als Doppelverhältniss von 4 Gewinden eines BüscJiels dürfen wir 
das Doppelverhältniss der 4 Nullebeuen eines Punktes oder der 4 
Nullpunkte einer Ebene oder der 4 Strahlen, welche die 4 Gewinde 
in einen Strahlenbüschel senden, bezeichnen; denn diese 3 Doppel- 
verhältnisse sind unter einander gleich und verändern, nach den voran- 
gehenden Sätzen, ihren Werth nicht, wenn der Punkt, die Ebene oder 
der Strahlenbüschel sich ändert. 

4 Durch jeden Strahl g des Baumes geht ein Gewinde des Büschels. 

Dasselbe wird durch den Strahl g und 4 beliebige Strahlen des 
„Grund- Strahlennetses" des Büschels bestimmt. Oder wir legen, um die 
jetzigen Betrachtungen zu verwerthen, durch g eine Ebene a, deren 
Nullpunkte in Bezug auf F^ und F^ wieder Pj, P^ seien; schneidet g 
die P^P^ in P, so ist das bei P sich ergebende Gewinde des Büschels 
dasjenige, welches den Strahl g enthält. 

So zeigt sich, dass durch das Netz keine andern Geivinde gehen, als 
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äü atis Fl vjttd Tj in der obigen Weise (Nr. 103) abgeleiteten, dass ein 
Büsdiel von Gewinden auch deßniri werden Jcann als der Inbegriff aller 
Gewinde durch das nämliche Strahlennetz und dass die bisherigen Con- 
stitueitten auch durch beliebige zwei andere Gewinde des Büschels er- 
setzt werdeil können, da das Grund-StrahleDnetz der Schnitt beliebiger 
zweier ist. 

Jedes Strahl enueta ergiebt sich auf oo^ Weisen als Schnitt zweier 
Gewinde; auf (x^-'' Weisen kann man 2 Gewinde des Raumea zusam- 
menstellen; also ist die Zahl der Strahlenaetze c»^*^^. 

Die oo* Strahlen des Raumes, die nicht einem Netze angehören, 
vertheilen sich, zu je oo', in die verschiedenen Gewinde des Büschels. 

Das Strahlen netz befindet sich ersichtlich auch in den beiden 
Strahlen geh tischen, welche die eine oder andere von seinen Leitgeraden 
zu Axen haben. 

7m jedem Büschel von Gewinden befinden sich stmi {^reelle oder ima- 
ginäre) Strahlengebüsche. 

Das Doppelverhältniss zweier Gewinde und der beiden Gebüsche 
ihres Büschels nennt man die Invariante der beiden Gewinde. 

Die Gebüsche von r^F^ ergeben sich, wenn P bei seiner Be- 
wegung auf Pj Pj (Nr. 103) in den einen oder andern Stützpunkt 
dieser Geraden auf die Leitgeraden u, v fallt. Nehmen wir an, in 
den auf m. 

Für den Punkt X auf dem in der beliebigen Ebene g gelegenen 
Strahle X^X^ des Netzes gilt dann dasselbe, denn zu der von IX 
beschriebenen Kegelschaar gehören auch u und v. Das Nullsystem 
(X, I) entartet dann in der Nr. 54 beschriebenen Weise. Aber auch 
die Collineation mit Axen zwischen den Räumen 2^, 2J, in der X^ 
und X sich entsprechen, ist ausgeartet: einem beliebigen Punkte X^ 
von S, entspricht ais X ein bestimmter Punkt von «, der Schnittpunkt 
mit der Nullebene von Xj in Bezug auf J^i ; einem Punkte X^ aber 
auf V entspricht jeder beliebige Punkt der Ebene, die ihn mit u 
verbindet. 

Diese Collineation mit „2 singulären Axen" (v in 27^, u in 2) 
läuft im Grunde auf zwei Projectivi täten hinaus; die der Ebenenbüschel 
um die Axen und die der zu ihnen perspectiven Punktreiheu, die jeder 
in die andere Axe einschneidet; entsprechend sind: ein Punkt, der auf 
der Axe seines Raumes liegt, und jeder beliebige Punkt der mit ihm 
ineidenten Ebene durch die andere Axe. 

Die Folaren einer Geraden l in Bemg auf die verschiedenen Ge- io5 
winde eines Büschels bilden eine Itegelschaar, su wacher l selbst und die 
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beiden Axen u, v der Gebüsche gehören; da l zu einem Gewinde ge- 
hört und in Bezug auf dieses zu sich selbst polar ist, die Polare aber 
von l in Bezug auf ein GebOsclie dessen Axe ist (Nr. 59). Diese 
ßegelscbaar wird erzengt durch die projectiven Büschel der Nullebenen 
zweier Punkte von l oder die projectiven Punktreiben der Nullpunkte 
zweier Ebenen dureb l. 

Die Leitschaar entsteht durch die Geraden des Grunä-Strahlenndses, 
welche l treffen. 

Trifft l eine der beiden Leitgeraden, etwa «, so zerfällt die ßegel- 
scbaar in zwei Strahlenbüschel, von denen der eine allein vom Ge- 
büsche [m] herkommt; da l in Bezug auf dieses alle Strahlen des Bü- 
schels lu zu Polaren hat (Nr. 59). 

106 In der allgemeinen Colhneation mit Axen, zu der uns die beiden 

beliebigen Gewiude r^, F^ führen (Nr. 1Ü2), entsprechen einander je 
die Nullpunkte Xj, X^ der nämlichen Ebene |; da aber § sich nicht 
selbst entspricht, so wird dureb diese Collineation nicht Fj in F^ 
transformirt. 

Die Zahl dieser Collineationen mit den nämlichen Axen w, v ist 
oo^; die Gewinde unseres Büschels kann man aber auf oo^ Weisen 
zu je zweien zusammenstellen. Also gehören zu jeder Coilineatiou oa'- 
Paare von Gewinden; in der That, sind in ihr Xi, X^ entsprechend, 
so können wir ihuen ja als gemeinsame Nullebene nach und nach jede 
ilbene durch den Leitstrahl X^X^ zuordnen. 

Zu jedem Gewinde des Büschels, in welchem X^ Nullpunkt von 
I ist, giebt es ein zweites mit X^ als Nullpunkt von g, derartig, dass 
X^ und Xg entsprechende Puukte in einer bestimmten Collineation 
mit Axen sind, oder dass das Doppelverhältniss {UVX^Xjf) einen 
gegebenen Werth bat. 

htshesondere also giebt es zu jedem Gewinde des Büsdwls ein stveites 
in dem Büschel, mit dem es in Involution ist, oder auf tvelches es sich 
stützt (Nr. 102).*) 

Und da diese Beziehung reciprok ist, so bilden die Paare der Ge- 
winde eines Büschels, welche einander stützen, im Büschel dne Involution. 

Die Paare der Nullpunkte X,, X^ einer festen Ebene |, die zu 
zwei gepaarten Gewinden dieser Involution gehören, bilden eine In- 
volution mit U, V als Doppelpunkten. 

Daraus folgt, dass die beiden Gebüsche des Büschels die Doppel- 
demente der Involution von Gemnden ist und also jedes sich selbst stützt. 

*J Bezüglich der Gewinde in Involution vergl. man de Paolis S. 8i citirte 
Schrift und Caporali-PeKKo. 
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Ein Sträklengebüsche ist zu si'cÄ selbst in Involution. 

Zwei Gewinde in Involution sind harmonisch m den Gebüschen ihres 
Büschels und haben die Invariante — 1. 

Die Gewinde F^, Tg seien in Involution; dann muss, wenn X(, X^ 
die Nullpunkte von ^ in Bezug auf sie sind, wegen ihrer Vertausch- 
barkeit in der windschiefen Involution, es eine Ebene |' durch ^i^ 
geben, so dass X^ ihr Nullpunkt in Bezug auf F, und X^ deqenige 
in Beaug auf Tg ist. 

Ist X^, in Bezug auf F^, tfer NullpmM der NuUebme | ton X, 
in Beziig auf F, , so ist, wenn T^ und F^ in Involution sind, auch X^ 
Nullpunlä, in Bemg auf r^ der Nullehene §' von Xj m Be;:itij auf F, 

Mithin sind | und |', die beiden Nullebenen von X^ (oder X^), 
auch entsprechend in der windschiefen Involution. Dieselbe traus- 
fonnirt also den Strahl enhü ach el (X^, |) des Gewindes F^ in den 
Stiahlenbuschel (X^, |) ebenfaila dieses Gewindes 

Stutzen zwei Geumde einander, so fuhrt die utndschiefe Iniohäion, 
iielche sie letanlaisen, jcde\ lon ihnen m sich selbst übet 

Es sei g ein &trahl von F^, g seine Polare nach r», wir legen 
I durch q, dann liegt X;^ auf g, X iber aut g weil X, auf q hegt, 
bo geht seine Nullebene in Bezug aut F^ durch g, folglich lat g ein 
&trahl des Buscheis (Xj, |), der zu F^ gehört 

Die Folate jedes Sfiahlps des emen lon zuei Gutmdai, die in In- 
voluiion sind, in Bezug auf dan andere gehört auch dem eisten an, oder 
Jedes von zwei Geuinden tn Involution geht, dmch dab ]>< ulUystetn du, 
andan tt ansformirt, in s%ch selbst ubei 

D h, indem wir den obigen Satz nui andeis anasprechen 

Der Panll X^ und seine Nullebene | in Bezug auf F^ gehen, durclt 
das Nullsystem des Geuindes r,, dab zu F^ in Involution ist, polaribirt 
übet %n I und X^, uelche Nullebene und NuUpunlt ebenfalls tn Be^ug 
auf F^ 6ind 

Die Polaten emet Geraden x tn Bezug auf die beiden Gernnde 
F,, Tj, welche in Involution smd, befinden sidi mit den Leitgeraden des 
Isetzes r^Tj — den Polaten von a. nach den baden Gebüschen des 
BW'Chds — m einer JRegelschaar und sind zu ihnen haimoni^rh 

Denn ist | eine durch a gelegte Ebene, so gehen diese PoHrcn 
durch ihre Nullpunkte Xj^, X^. 

Transformirt man ein Geicinde Fi hhigegen durdi das Nullsystem 107 
eines beliebigen anderen Fn, so ergiebt sidi ein drittes F^, das zum Büschel 
beider gekört. 

Oder: Bie Polaren der Strahlen eines Gewindes T^, genommen in 
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Bezug auf ein anderes F^, bilden ein drittes Gewinde r,', das mit ihnen 
eu demselben Büschel gehört. 

Denn das polare Gebilde, in jeder Correlation, zu einem Gewinde 
ist ebenfalls ein Gewinde; und die gemeinsamen Strahlen von F^ und 
Vq sind zu sich selbst polar nach Fq, 

Unmittelbar klar ist, dass F/ zugleich mit F^ em Gebüsche wird; 
die Axen sind polar in Bezug auf T^,. 

Bewegt man mm F^ durch den Büschel F^Fj, udkiend F^ fest 
bleibt, so entsteht durch die Paare F^Fi eine Involution, in welcher auch 
die beiden Qämsdte des Büschels gepaart sind. 

Die Dojipeleleniente dieser Involution sind ersichiJich das Basis-Qe- 
winde Ff,, in Bemg auf welches „polarisir^' wird, und d/f'jeni^e Gewinde 
des Büschels, das sich auf F„ stütgt.'*) 

Die Zahl der Gewinde ist oo^; mit einem festen Gewinde F^ 
bildet jedes andere einen Buschpl, also giebt es oJ^ Büschel von Ge- 
winden, an denen F^, theilnimmt 

Dtmnach giebt es auJi ch jedem Geuinde oo* Lr&innde, die mit ihm 
tn Involution sind 

Es ist fm ein Geuinde eine einfache Bedingung, ~u einem gegibeiien 
Gctmndi. m Iniölution zit sein 

Esj muss ako auch m jedem Bu'iLhel eine endliche Anzahl von 
Gewinden geben, die sich anf em ausserhalb des Buscheis befindliches 
Gewmde stützen 

Wenn ein einziger nicht m F„ gehöriger Strahl lon F, ■^cuu P laic 
nach Ffj tn F^ hat, dann ibt F, m F^, m Imohifion 

Denn F^' hat dann mit F^ das Strahl eniietK F^, F^ und diesen 
Strahl gemeinsam. 

Es sei F^F^ ein Büschel von Gewinden und F^ nicht in dem- 
selben enthalten. Die verschiedenen Strahlen eines Büschels (X, tj) 
vertheilen sich auf die Gewinde von r^r^, jeder Strahl in eines und 
nur in eines, da dieser Büschel im Allgemeinen keinen Strahl des 
Netzes FjF^ enthält. Die Polaren der Strahlen von (X, tj} nach Tp 
bilden ebenfalls einen Büschel (Y, |), der in zweierlei Weise zu (X, ij) 
projectiv ist: in der einen Projeetivitat entsprechen sich je zwei nach 
Fg polare Geraden, in der andern je zwei Strahlen, welche dem näm- 
lichen Gewinde von F, F^ angehören. Folglich ist {Y, |) zu sich 

*) Man lieacbte die Analogie mit dem (jedock nicht linearen) System 
4, Stufe der Pläohen 2. Grades, die, in Bezug anf eine gegebene Fläcte 2. Grades, 
zu Biot eeltist so polar sind, dass jede der beiden Geradenachaaren in sich selbst 
übergeht: Math. AnnaJen Btl. 26 S, 480, tuwie del Pezzo: Eendiconti deU" Acoa- 
demia di Napoli Juni 1885. 
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selbst conjectiv, mit zwei solchen Strahlen als homologen, welche 
demselben Strahle von (X, ti) m diesen beiden Projectivitäten ent- 
sprechen. Der Strahl von r^,, der in {X, ij) sieh befindet, liegt auch 
in {Y, I) und ist der eine sich seihst entsprecheade Strahl dieser Coii- 
jectivität im Büschel (T, |). Der andere ist zu seinem entsprechenden 
in (X, jj) polar nach r^ und mit ihm in demselben Gewinde yod ^^^2 
enthalten. 

Folglich gieht es in jedem Büschel ein Gewinde, das sich auf ein 
gegebenes Gewinde stützt. 

Wenn es aber zwei gieht, so haben die beiden conjectiven Büschel 
{Y, I) drei sich" selbst entsprechende Strahlen, und mitbin sind es alle. 

Wenn also zwei Gewinde Fj, Tg em^s BüscJtels gu einem dritten Fg 
in InvoluHon, sind, so sind es alle Gewinde des Büschels. 

Folglich ist das System 4. Stufe der Gewinde, welche sich auf ein 
gegebenes Gewinde stütsen, linear, d. h. jeder Büsdiel, welcher zwei von 
seinen Gewind&i verbindet, gehört ganz dem Systeme an. 

Eh sei das eine von zwei Gewinden Fj, F^, welche in Involution 108 
sind, etwa F^ ein Strahlen gebü sehe; die Polare eines beliebigen Strahles 
von r^ nach T^ muss also zu Fi gehören; sie ist aber die Axe von F^. 

Wenn mithin ein Stralilengebüsche mit einem andern Gewinde in 
Involution ist, so gehört die Axe des ersteren dem letzteren an; und er- 
sichtlich auch imgeMrt, weil die Axe des Gebüsches und irgend ein 
anderer Strahl des andern Gewindes polar nach dem Gebüsche sind. 

Da die Äse eines Gebüsches auch ein Strahl desselben ist, "so 
sieht mau nochmals, dasa jedes Gebüsche mit sich selbst in Involution 
ist. Und Jcein anderes Gewinde als ein Gebüsche kann 0a sich selbst in 
Involution sein, weil bei ihm allein es möglich ist, daas ein zu ihm 
gehonger Stiahl eme von ihm verschiedene Polare besitzt odei viel- 
mehr 00' (Nr 59) 

Wenn ztici Gehuaclie m Involution sind, so schneiden sich ilire Axen 

De> Buschd, den sie bestimmen, htbteht aus lauter Gebüschen, deteii 
Axen einm Strahlenbuschel bilden, das gemeinsame StraMennete besteht 
aus dem Sttahlenfelde in der Ebene und dem Sirahlenlnmdel aus dem 
Scheitel dieses Busdieh 

Es ist ersichtlich, dass. jede /"uci Strahlen dieses Bmcheh als Leit 
gaade des so aw^gearteten Stiahlennetse'^ ange'^ehen weiden loHn^n 

Das Strahlengehusche bildet (Ni b4) den üebeigang mm\ den i09 
rechts zu den links gewundenen hneaien Complexen 

Folglich enthalt eni Buscliel lon Geumden, dessen Grundnetz icelh 
und voschedene Leitgeiaden liat, ■^otmhl rechts nie littis geuundettc 
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Con^lexe. Sind aber die Leitgeraden conjugttt tmaginm oder tetetn^gt, 
dann sind sömmüiche Complexe des Buscheis m gleichem Art gmiunden 
Bk Grösse p, welche uir die Invariante zueier Gemnde P^, P^ ge 
nannt haben (ßr. 1041, ersetst man auch dutch eine anäeie, uelche durdi 
cos (PiPs) hezeicknet wiid und mit thr durch die Besiehung 

cos (r. r,) = ^ 

ztisammenhängt; diese Grösse wird ersichtlich 0, wenn die beiden Ge- 
winde in Involution sind; (fjA) selbst ist ^^ log p. 

Wir woüen nun cos (r^Tg) durch die Parameter k^, T;^ der heiden 
Gemnde, die Jcürseste Entfernung J und den Winkel ^ Qwer Axen 
((,, «j ausdrucken. 

Zur Bestimmung des Doppelverhaltnisses p bedienen wir uns der 
Nullpunkte der Ebene E, also der unendlich fernen Punkte der beiden 
Axen «1, «g und der Leitgeraden Ij l' der beiden Gebüsche des Büschels 
r^r^i diese 4 Geraden sind zu den Ebenen parallel, welche nach dem 
unendlich fernen jene Nullpunkte enthaltenden Strahle des Netzes 
Fj/^g gehen. Also können wir sie uns, für das Doppel verhältniss, in 
einem Büschel {B, ß) liegend denken; daher ist 

_ ,„. -, ain la, . aia (V a, + 0, c tg) _ cotg «10; + c otgZ'ai 

p — (," ai«a; — gin ;'„^ ^ Bin (,„^ ^ a,a^^ cotg a, a, + cotg ( a, ' 

Weil (, V polar sind in Bezug auf beide Gewinde, so trifft ihr 
gemeinsames Loth h auch a, und «^ senkrecht; die 4 Fasspunkte 
seien S8, Sb', A^, A^. Auf dieser Geraden, auf der alle fraglichen 
kürzesten Entfernungen liegen, nehmen wir A^A^ als positiven Sinn 
an, und in diesem Sinn auf die Ebene ß des Büschels sehend, be- 
urtheilen wir den Sinn der Winkel der 4 Linien. Der spitze Winkel 
a^Oj*) im Büschel, auf diese Weise betrachtet, hat dann den nämlichen 
Sinn, wie, aus % betrachtet, der spitze Winkel von a, nach einer sie 
schneidenden Parallelen zu a^. Damit haben wir in «[«2 = ^ den 
Winkel der beiden Axen nach der Definition von Nr. 63. 

Als kürzeste Entfernung von «(a^ nehmen wir ^ ^ A^A^, so 
dass sie positiv ist, und folglich ist ^ sin ^ das Moment der beiden 
Axen nach Nr. 66. 

Wir erhalten also: 

2eotg i/i + (cotg la, + cotg l'a,) 
cotg ip (cotg iUi -{- cotg l'a,) + cotg li 

*) Beim. Doppelverhältnisee kommt es auf den positiven Sinn der Strahlen 
nicht an, er kann daher auf a, und a,, so gewählt werden, dass a,a.^ (der 
Winkel Kwiscken den positiven Schenkeln) spitz ist. 
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Nun iat aber; 

{a^T) taug la^ = Äj, («gJ') taug la^ = h^, 
worin die Vorzeichen so angenommen sind, wie es in Nr. 66 erörtert 
wurde, also auch die Entfernungen (a^V) vrnd (o^T) mit Vorzeichen 
behaftet sind; oder: 

^1®' tang la, = \, {J + A^ S') tang i^p + la,) = l^. 
Aus der zweiten ergiebt sich wegen der ersten: 
(z/ 4" '■■'i cotg Icty) (1 + tang 1^ eoig la^) = h^ (cotg ?«, — tang lii) 
oder: 

Ä-, tang ^ cotg i«i^ -|- (^1 — ftä + ^ tang ifi) cotg ?«i + (^tangi;' + ^)^0. 
Die Gleichungen: (n^f) tang Ta, ^ fc,, («äQ tang Tßa ■= ftj ftihren 
zu derselben quadratischen Gleichung für cotg l' a-^\ also ist: 
, , , , -,, h, — h, — 4i tang Tb 

cotg ia, + cotg io, _ ,,;t„g^ ■ 

cotgi». .cotg !•«. = '•■ '"f*+ ^. 
Daraus folgt: 

cos fr r ") = - 3t| + (^^ — ^-1 — ^ tang 1^) 

^ 2>'[fr|'^ 4- S, (Ä-, — Z,-, — J tang ip) 4- Ä^i tang ^ (ij tang ^ +^)j 

{k^ + ^-g) POS ij! — J sin yi _ 

~ 2>^ ' 

oder: 

2ykjr^ cos (r^rj = (fti + ^) cos if- — z/ sin if- 

= (Jc^ + ^) coa — »( («,, ögj. 

Diese Grösse 2yky\ cos (-Tirä) nennt man das Moment der beiden 
Gezvinde. *) 

IV. 

Damit wenden wir uns zur Betrachtung metrischer Eigenscltaftcii \ : 
(ües Strahlennetzes und des Büschels von Gewinden. 

Es sei f) der unendlich ferne Strahl eines Strahlennetzes, § sein 
Pol nach dem absoluten Kegelschnitte (unendlich fernen Kugelkreis) 
S^; der von § kommende Strahl h des Netzes durchschneidet dann 
die beiden Leitgeraden des Netzes, weiche wir im grösseren Theile 
dieses Abschnittes iij und u^ nennen wollen, rechtwinklig, Dieser 



*) Der Name stafflmt von F. Klein: Math. Annalen Bd. 2 S. 368; die c 
Entwickelung gah Segre, Journal fQr Mathematik Bd. 99 S. 169. 
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Stralil möge der Saitptstrahl des Netaes heissen.*) Seine Selinitt- 
punkte mit den Leitgeraden w,, Jt^ seien F^, F2: die Scheitel des 
Netzes. Nach den verschiedeiieii Punkten vou [), den NuUpankten der 
unendlich fernen Ebene 15 in Bezug auf die verschiedenen Gewinde 
des Büschels durch das Netz, gehen die Äsen a dieser Gewinde, ihre 
Polaren also durch §. Folglich schneidet der Sauptstrahl h die Axen 
aller Gewinde des Büschels rechtwinldig. 

Einem beliebigen Punkte H von h gehören in den verschiedenen 
Gewinden des Büschels die verschiedenen Ebenen" durch h als Null- 
ebenen zu, und der Büschel dieser Ebenen ist zu der Punktreihe auf tj 
projectiv, wobei sieh eine Ebene durch h und ein Punkt von ^ ent- 
sprechen, welche je Nullebene von H, Nullpunkt von ® in Bezug auf 
das nämliche Gewinde des Büschels sind. Zum Bbenenbüachel ist 
wiederum projectiv der Strahlenbüsehel der Normalen, in H, zu seinen 
Ebenen; damit wird dieser Strahlenbüschel, dessen Ebene durch t) 
gehtj projectiv zur Punktreihe auf t), und zwei von seineu Strahlen 
gehen durch die entsprechenden Punkte. Das sind dann zwei Äxeu, 
die durch H gehen; denn jede dieser beiden Geraden aus H ist senk- 
recht zu der Nullebene von M in Bezug auf dasjenige Gewinde des 
Büschels, nach dessen ©-Nullpunkte (auf f|) die Gerade geht. 

Die Axen der Gewinde des Büschels bewirken also auf dem un- 
endlich fernen Strahle ^ und dem Hauptstrahle h des Grund-Strahien- 
notzes zwei Punktreihen in der Verwandtschaft [1, 2]: jedem Punkte 
von i) entspricht ein Punkt auf h, in dem li vou der Axe des Ge- 
windes getroffen wird, dessen ©-Nullpunkt jener Punkt ist, jedem 
Punkte auf h aber entsprechen 2 Punkte auf ^. 

Demnach erseugen die Axen der Geuiitde eines Biisclids eine mbiscJie 
liegclßäche, für welche die Gerade h die dojypelte, die 1) aber die ein- 
fache Leitgerade ist (Nr. 39). Auf der ersteren steheii alle Erzeugenden 
senkrecht.'**') 

Diese besondere Retrelfiäche 3 Cride^^ wird nach Civley's Vor 
hl g Cyl nd ? g n nnt ) 



) PI 



t h Ax 



L -i 



PI 



it 



l 



m^l 



h f 



li M b I 

Jl g tfmthltwkl 

rt St hl b d 1 (L p g & t b 

W k Bd I\ S 6 ) d 1 tut 

g hört d f 1 h h I V gl h 

) PlQ k ü IS &6 

E S B 1 1 Tl f S ll U 



t d C g-u 

Ab b tt H it t hl 

t t AI Iwidl 1 m 

h ft 11 h 

Iite Bd U S t. mm It 



} K 1 II d Tt I 



y Google 



Die Ina nn &h udB nll 

U te dei L gl I Fl« f^ bef / J a } d Le 

geraden u Jes Net es we 1 s e d e Axea der m B seh 1 befind 
liehen Gebüsche s nd 

Fet et e tJialt d Flad e au } nendliih fa e E e ge dt 

die Tanget e von St n sen S J ttf fl) welche d e Äxen to 
zwei ag ii en Tew nden des Bfiach 1 snd dejez dee & 
winden 11 t g 1 o en nd also m t 1 en Pola ea zusanu ntal! n 

B Tb le paa 11 1 je t> t den h 1 vo e P Jl a fiU 

h ausg Jet Jet Am etb dei hld ene In ol tot I 

Denn lur h d e Co e ponde z [1 J zw cl en 7 nd § t t 1 1 
auf ^ dur I d e Paa e 1 Punkte 1 J m llen P nU f 7 
sprechen ne Tn ol n {_N 21 nl 39 w 1 he 7 1 1 de 

Eben a n olution -T p oj t w d 

Zu den Paaren von I^ gehört das Paar der Ebenen aus h, welche 
Ä^ berühren. 

Eine Involution mit einem Paar conjugirt imaginärer Elemente 
ist hyperbolisch; d, h. sie hat reelle Doppelebeneu i;,, %. Denselben 
entsprechen 3 ausgezeichnete Funkte S^, S^ auf h, vim denen jeder mir 
eine Axe aussendet: \, bssto. h^. 

Sie bilden den Uebergang von den Punkten, von welchen zwei 
reelle Äxen ausgehen, zu denen, bei welchen sie conjugirt imaginär sind. 

Da nun aber vom unendlich fernen Punkte § zwei imaginär« 
A,\eu ausgehen, so Jcammen nur von den Ptadäen der endlichm Strecke 
H-^H^ zwei reelle- Axen. 

Deshalb werden die beiden Punkte H^, H^ — die Cuspidalpunkte 
auf der Doppelgeraden li des Cylindroids — die Grenspiinkte des 
Hauptstrahles und die beiden Äsen Ti^, h^ die Qrenzaxen des Büschels 
genannt. 

Die ScJieitel F^, F^ liegen, wenn sie reell sind, innerhalb H^H,. 

Jede Ebene, die in einem Punkte der endlichen Strecke H^ 11^ 
auf h senkrecht steht, achneidet zwei reelle Erzeugende aus dem Cy- 
lindroid aus; die beiden Ebenen, die in J?^ und H^ normal sind, be- 
rühren dasselbe längs h^, bezw. A^ torsal und achliessen es also zwischen 
sich ein; sie können deshalb die Grmsebenen der Fläche und des Haupt- 
strahles genannt werden. 

Die Doppelebenen i;,, j^^ der Involution J4 sind harmonisch zu 
jedem Paare derselben, also auch zu demjenigen, welches S^ tangirt; also: 

Scheu, Theorie der Bewegung und der Kräfte (2. Aufl., Leipmg 1879, 18S0) 
Kd. IIS, Sil, und Ball-Oravelius, Thec-retische Mechanik stan-er Sjaterae (Beriin 
1889) Kap. ill. 
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Die Doppelebenen ij[, »jj der Involution Ij^ sind ref^twinklig su ein- 
ander und halbiren deshalb die Flackenwinhel jedes andren Paares der 
Involution. Wir nennen aie die Sauptebenen des Hauptstraliles. 

Die Involution //, ist hyperbolisch-gleichseitig. 

Auch die in dm Hauptehenm gelegenen Grenzamm J\, h^ sind reckt- 
mnklig zu einander. 

Hg sei der MiUelpunkt der Stredx Fj^F^ swischen den Scheiteln 
oder, wenn wir ihn, da F^, F^ imaginär sein können, reell definiren 
wollen, der Punkt, welcher in der mit dem Netze verbundenen wind- 
schiefen Involution dem Punkte § entspricht. 

Die Ebene ö^j welche in ihm senkrecht zu h ist und in der 
genannten Involution der Ebene @ entspricht, nennt Plücker die 
Ceniralebene des Netzes, und den Punkt Iff,, der ein Sjmmetrie-Punkt 
für das Netz (und den Büschel) ist, den Mittelpunht desselben. 

Also hat audi die — stets reelle — Strecke H^ H^ swisdien den 
Grempunkten den Fu7iH JB^ zur Mitte. 

Wir setzen H^E^ = 2d, F^F^ = 28. 

d ist stets reell, S aber kann imaginär sein. 
112 Zwisciien der Punktreihe auf h mtd deni Ebener^üschel um h besteht 
ebenfalls eine Correspondens [1, 2]; jedem Funkte entsprechen die beiden 
Fbenen, welcJte die von iJvm ausgdienden Axen enthalten. 

Es sei r die Entfernung eines beliebigen PunJdes H auf h von einem 
zunächst beliebig angenommenen Anfangspunkte auf h, ro sei der (con- 
cave) Winkel, den eine der beiden entsprechenden Ebenen mit der Haupt- 
ebene iji bildet (von letzterer aus gemessen), oder. Was dasselbe, der 
Winkel von der Äxe h^ nach der Ase in jener Ebene, Da nun r den 
Punkt, tang m die Ebene eindeutig bestimmt, so entspricht der Cor- 
respondenz [1, 2] eine Beziehuugsgleichung, die in r linear, iu taug ro 
quadratisch ist: 

(ar + a) tang <a' + {br + b') iimg a -\- {er + c) = 0. 

Nun haben je die beiden zu einem H gehörigen Ebenen die jj^ 
zur einen Halbirungsebene ; d. h. diese in taug oi quadratische Glei- 
chung hat, für jeden Werth von r, zwei entgegengesetzt gleiche 
Wurzeln; also b = b' = 0. 

Es sei OII,=r^, OH^^^^i'} dann vereinigen sich für r = r^ 
die beiden zugehörigen Ebenen in rj^, für r = r^ '^ Va'^ '^^ ^- ''*'' '' = »"[ 
und r == r^ hat die Gleichung die Doppelwurzel 0, bezw. oo, da 
Tji »Ja = - ■ Dies fordert: er, -f- c' = 0, ar^ + a' = 0; also nird die 
Beziehungsgleichung: 

a(r - r^) Ung m' + c(r - r,) = 0. 
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Dem Worthe »-=00 entsprecheu die beiden den absoluten Kegel- 
schnitt S'^ berührenden Ebenen; für diese ist tangto^ + i.*) Dies 
giebt: ai^ -\- c ^ 0- oder c ■=' a; und (Zie Begielmngsgleichung swisckeit 
r und CO gewinnt die Gestalt: 

(r — r^) tang «^ + r — »-^ ^ 
oder: 

r == r^ cos m^ -f- r^ sin to^. 

Legt man den Anfangspiiiikt 0, von dem ab die Entfernungen r 
gemesaen werden, in den MittelpunU Hg, so wird r^ = — r^ ^ d 
und die Formel vereiafacbt sich in: 

r = — dcos 2w. 

Die beiden Werthe 0, die zu r^O gehören, sind — und ; 
das zugehörige Ebenenpaar ist also rechtwinldig ; wir wollen es k, a^ 
nennen. Also jedes der beiden reellen Ebenenpaaie tj^tjg, «^Oj halbirt 
die Winkel des andern 

Auch die in a^, a^ gelegenen Axen üi, ctg, ihre Schnitte mit det 
Centralebene ffg, welche lom Mittelptmlite H^ ausgehen, stehen auf einander 
senkrecht 

Plücker nennt sie die Nebenäxen des Netzes und die Gewmde, 
denen sie angehören, die CentraJcomplexe des Büschels. 

Betrachten wir irgend eine von den Leitgeraden verscliiedene 113 
Äxe a, also die Äxe eines eigentlichen Gewindes des Büschels; sie 
treffe h in H. Die Geraden des Strahlennetzes, welche sie schneiden, 
— unter ihnen h und ^ — achneiden sie alle rechtwinklig, weil sie 
auch zu demjenigen Gewinde des Büschels gehören, dessen Axe a ist,**) 
Folglieh ist- a gemeinsames Loth ffir irgend einen dieser Strahlen 
und den Hauptstrahl h. 

Die Strahlen eines Netzes, welche die Axe a eines Gewindes des 
zugehörigen Büschels treffet, bilden die eine Eegelschaar eines gleiclt- 
seitigen Tardboloids. 

Schätelgeraden desselhen sind der Hauptstrakl h und die Axe a, 
weil jede dieser beiden Geraden senkrecht zu den Leitebeneu der 

*) Für die gepaarten Ebenen einer rechtwinkligen Ebeneninvolution ist be- 
kanntlich tang to . tang m' ^ — 1, wo 01 und 10 die Winkel von irgend einer 
feafen Ebene des BüBcheU bis zu ihnen sind; für jede der beiden Doppelebenen 
(welche Ä' tangiren) ist also: tang m' = — 1. 

**) Von dieser Eigenschaft einer Axe a, alle Geraden der Eegelschaar 
[»1, «8, a] lechtwinklig zu schneiden, ist Schonte in seiner Besprechnng der 
Eegelfiäche der Axen ausgegangen (Mathemalical Qucstions and Solutions from 
the „Bducational Times" Bd. 52 S. 77}. 
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andern Sthaar ist; denn t) ist die eine uueudlicli ferne Gerade des 
Paraboloids, die andere liegt in den zu a senkrechten Ebenen. 

Folglieb sind jede zwei Geraden des Netzes, welche die Axe a in 
gleicher Entfernung vom Scheitel H^^ha des Paraboloida treifen, 
gleich geneigt gegen A und diese Fläche geht durch eine halbe Ro- 
tation um A in sich selbst über und zwar jede der Geraden in eine 
Gerade derselben Schaar 

Mithin lind das Strahlmnek dtitch eine Drehung um l'^O" um 
aeinpn Hauptsbalü in s/ch selbst ubetgefuhrt 

Im FiJle reeller Leitgetaden ist dies unmittelbar ersichtlich. 

Da zu der cubischen Regelfliehe dei \xen auch die beiden Leit- 
geraden gehoien, so hifft jeder Sttcdil dei> Netzen nu> eine Axe eines 
eigentluüteii Geivmdes det, Buscheis, diese ist dann für ihn und den 
Hauptsbahl gemeinsames Loth 

Folglich kann man dai Cyhndioid audi ieseiclinen als den Ort der 
gemeinbamen Lotfie zutschen dem ffauptsfrahl und den tibi igen Strahlen 
des Netecö 

Jedes dieser Lothe gehört zu oo^ Strahlen des Netzes, welche die 
eine Regelschaar eines gleichseitigen Paraboloids bilden und daher in 
irgend einer zum Hauptstrahle senkrechten Ebene parallele Orthogonal- 
Projectiouen haben. 

114 Insbesondere ist es interessant, blos die oo' dem Hauptstrahle un- 

endlich nahen Strahlen des Netzes — jede der Äxen führt zu einem — 
ins Auge zu fassen, und unter diesem Gesichtspunkte mögen die er- 
haltenen Ergebnisse in etwas anderer Form noch einmal ausgesprochen 
werden, wul sie m dieser Form, wie sich spatei zeigen wud, auf einen 
beliebigen Strahl emei beliebigen Cougiuenz yerallgemeinbai sind 

Es seien de» Hauptstrahl h eines Sti ahlennetser, und die <x>^ ihm 
itnemUtdi nahen Sttahlen desselben betrachtet 

Zwei teelle oder tinagina}e unter iii)ien schneiden thn sie befindoi 
sich tn den SttahlenbuäC^ln des Netzes am, den Scheiteln F^, F_ 

Wir wollen diese Schnitte aber jetzt die B}ennpunl.te dea Haupt 
Strahles nennen, und die Ebenen, welche h mit diesen ihn schneidenden 
unendlich nahen Strahlen des Netzes verbinden, also die Ebenen der 
eben erwähnten Strahlenbüschel die Brennebenen (Focalebenen) des /*. 
Die dem Brennpunkte F^ ü^ am,, bezw. F^ ^ Ä% zugehörigen Brenn- 
ebenen (p^, bezw. qsj gehen durch «j, bezw. Wj. 

Die gemeinsamen Lothe zwischen h und den unendlich nahen Strählen 
des Netzes erzeugen durch ihre Träger eine cubisdie Eegelfläche, für 
tvelche h doppelte Leitgerade ist. Die auf h gelegenen Fiisspunkte ■ dieser 
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Lothe erfüllen nur eine endliche Strecke mit den Grempunkten ZT,, H^. 
Jeder innere Funkt derselhm ist FusspunM für zwei Lothe, jeder der 
Grmspunkte mir für eins. Die Ebenen iji, ni]^ durch h, welche die Lotlie 
aus den Gtenzpimlcten enthalten, {Saiiptä}enen) halbirm die Winlnel aller 
Ebenenpaare aus h nach swei Lothen mit demselben Ii\isspunkte H. Die 
heiden Lothe, welche ihren Fus^zmH im Mittelpunkte fi^ der Strecke 
H^H^ haben, sind senkrecht m einander, ebenso wie die mt^eMrigen 
Ebenen, welche desluilb auch die Winkel von iji, ijg halbiren. 

Ht^ ist auch Mitte der Streik ewischen den Brennpunkten und diese 
befinden sich, wenn sie reell sind, innerhalb H^Bs- 

Wenn r^, r^, r die Entfernungen der Fitnkte H^, H^, H von einem 
beliebigen Anfangspunkte auf h sind und o der (concave) Winkel von 
dem Lothe aus If, nach einem der Lotlie ans H ist, so besteht die 



1) r = r^ cos to^ + ''a ^^^ ""^ 

oder, wenn insbesondere die Entfernungen von der Mitte H^ von H-^lli 
ab gemessen iverden: 

1') r= — dcos'2o}, 

wo d ^= H^H^ ist. 

Es seien Oj, a^ die Winkel von /(^ nach u^ und u^, oder von i^j 
uach den Brennebenen 9)j==A«j, tp^'^hu^. Von den beiden Lothen, 
welche ihren Fusspunkt in F^ haben, ist das eine u^\ es gehört zu 
dem Strahle des Netzes in der Ebene, welche ii^ unendlich nahe au 
Fy senkrecht achneidet. Das andere Loth (von der Länge 0) gehört 
zu dem unendlich nahen h in J!^^ schneidenden Strahle und steht also 
in F^ auf der Ebene 97^^^«^ senkrecht, iu der dieser Strahl liegt; 
der concave Winkel von \ (oder r^^) nach ihm ist Wg + —■ Folglich 
gehören dem Werthe r = H^H^ = ~ä die beiden Werthe ra^ und 
m^ + Y '^'^ i demnach ist, wegen 1') : 

fi = (icos 2(01, d = rfcos (2b%j. 4- :jt) = — rfcos ^fo^f) 
woraus folgt: 

oder ausführlicher geschrieben: 

*) Pur F., ergiebt sicli, wenn man H^V, = ö' setzt: 

ä' = — d cos 2kj, y == (i cos 2(0, , also S ^ S 
ist, womit nochmals erkannt ist, dass die Mitte von 77, H^ auch die von F, F. ist. 
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aber: 

■^ (ni^'i) ^ (Vi %) — ^ (9'3%) = Y — -^ (9'2^a); 
also: 

Folglich haben die beiden Brennebenm m den Hauptebenen solche 
Lage, dass der Winhel von der einen Havptebene su, der einen Brenn- 
ebene in Grösse und Sinn ObereinsUmmt mit dem Winkel von der zweiten 
Brennebene mir zweiten Hauplebene. Die Brennebenen besitzen also 
dieselben Winkel-Hai birungsebenen a^, a^ (die Ebenen durch die Lothe, 
welche ihren Fusspunkt im Mittelpunkte S^ haben) als die Haupt- 
ebenen. 

Wir haben femer: ^^ 

i/d + S 

cos ra, = am cc- = '' — ■ — 



ist y der Winlcel <pj(p.^ ^ «g — «i der Brennebenen, so haben ivir: 

3) r=y — 2(a^ = 2ra^— y, 
also: 

4) sin y ^ cos 2(0^ = -r ■ 

Damit sind, für den Hauptstrahl eines Strahlennelses, synthetisch, 
die Formeln (16) in § 3, (18), (19), (20) in § 4 von Kummer'a Ab- 
handlung: „Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlenaysteme"*) 
dargethan, welche dort, für einen beliebigen Strahl einer beliebigen Con- 
gruenz, analytisch abgeleitet sind. Die Verallgemeinerung erfolgt später, 
115 Bie Strahlen eines Strahlennetzes, tvelche eine gegebene Neigung <p 
gegen den Hauptstrahl haben, erzeugen (Nr. 8) eine Eegelfläche 4. Grades, 
welche die Leitgeraden «,, u^ des Netzes zu doppelten Leitgeraden 
und einen gewissen unendlich fernen, den absoluten Kegelschnitt ß* 
in seinen Schnitten mit t) berührenden Kegelschnitt E* zur einfachen 
Leitcurve hat; denn die Erzeugenden sind parallel zu den Kanten 
eines gewissen Rotationskegels mit der Axe h, dessen unendhch ferne 



■*■) TDuroal für Jlithematik Bd. 57 S. 189. Von Formel 1) theilt Kummer 
dort nit dass sie zuerst Ton W. R. Hamilton in einem in den Tranaactions of 
the Iriah Academy Bd 16 eischieneneii Supplemente zu seiner Theorj of ajätema 
of B'iyB gefunden noid n i>it — Vergl. auch Bobek, Wiener Sitzungabo richte 
1881 S 8R5 
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Corve, wie bekannt, den S^ in seinen Schnitten mit % der Polare des 
unendlich fernen Punktes von h nach S^, berührt. 

Die Gerade ^ trifft ts^, m^ und zweimal den ß*; also ist sie eine 
doppelte Erzeugende dieser Fläche; demnach ist die Fläche von der 
Art VII (Nr. 43) und wird von den durch t) gehenden, also m h senk- 
rechten Ebenen a in Kegelschnitten dtirchscknitten. Da jeder Strahl des 
Netzes durch eine halbe Drehung um h wieder ein Strahl des Netzes 
wird und dabei seine Neigung gegen h behält, so haben diese Kegel- 
schnitte ihren Mittelpunkt in ,ff ^ eh. 

Wir betrachten den Kegelschnitt (S) in derjenigen Ehern 0, welche 
h in der Entfernung Ht,H=r durchschneidet, wollen aber die Leit- 
geraden u^, «3 zunächst reell annehmen. 

Ihre sich in JI schneidenden Normalprojectionen auf die Ebene ö 
seien u^', «/; sie bilden den Winkel y. 

Auf einer Geraden g des Netzes, welche gegen h unter dem Winkel 
(f geneigt ist, hat die Strecke [Tj U2 zwischen den Schnitten mit den 
Leitgeraden %, % die feste Länge 2S sec 9, und unsere Regelßäche 
ist also auch der Ort der Geraden, welche mit zweien ihrer Funkte ZJ,, U^ 
auf den festen Geraden «^, «^ gleitet. Der Punkt S, in dem g die 
Ebene 6 durchbohrt, theilt UJJi in dem festen Verhältnisse 

U,S __F,H _ r + 3 
U,S~F,li r — s' 

Sind Ui', Ü2' die Normalprojectionen von U^, U^ auf 6, so hat auch 
U^' Ü3' die feste Länge e == 2d taug <p und S theilt E/j' tjg' in demselben 
Verhältnisse. 

Nach dem Satze von Proelus*) beschreibt dann S eine Ellipse, 
deren Mittelpunkt 11^ u^'ii^' ist. 

Die Ermittelung de>- Axen dieser Ellipse wollen wir etwas ge- 
nauer besprechen. Es kommt darauf an, S als Punkt einer andern 
von JJl VI mitgenommenen Geraden zu erkennen, von welcher zwei 
Punkte sich auf zwei m einander senkrechten Geraden bewegen, die 
sich ebenfalls in S schneiden. 

Der Kreis C^, welcher durch die Punkte II, ü^', Ü^ geht, hat den 
unveränderlichen Halbmesser e cosee y\ sein Mittelpunkt aber ändert 
sich während der Bewegung. Wenn K ein von U^ V^ mitgenommener 
Punkt dieses Kreises ist, so bleibt das gleichschenklige Dreieck JJl CK 
coügruent, weil Schenkel und Basis ihre Länge beibehalten; also ändern 

*) Chasles, Äper9n hisforiqne S. 49 der 2. Auflage (Paria 1S75). — In 
Sohncke'a üebersetzung (Halle 1839) steht fälschlicli; „auf den Seiten eines 
Dreiecks". 
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auch der Winkel U{ CK am Centriim und der Peripherie winkel JJ-^HK 
sich nicht; d. h. aber, K bleibt auf demselben Strahl durch H. 

Demnach bewegen sich alle Punkte des Kreises C^ auf Geraden 
durch H. 

Zieht man also durch S (in seiner augenblicklichen Lage) den 
Durchmesser AS dieses Kreises, so durchlaufen dessen Endpunkte die 
zu einander rechtwinkligen Geraden SA, HIB. 

Wenn nun HA^ in Grosse, Richtung und Sinn mit ÄS und ÖJßj 
mit BS übereinstimmt, dann stimmt auch A^S mit HA und B^S 
mit HB überein und S bewegt sich, nach der bekannten Construction,*) 
auf der Ellipse (S), deren Aaxn in die Linien HA und HB fallen und 
die Längen 25iJ, = 2BS, hezw. 2HÄ = 2 AS haben. 

Hinsichtlich der Lage der Äxen zeigt die Figur, dass sie das 
rechtwinklige Paar in derjenigen Involution bilden, von welcher u^', m^' 
ein Paar und die Gerade HS mit der Taugente in 7/ an C^ ein 
zweites Paar bilden. Die geeignetste Lage von Uj" U2 für die Con- 
struction der Äsen ist diejenige, bei der sie zu einer der Winkel- 
halbirenden von u^u^ normal und die genannte Tangente dann zu ihr 
parallel ist. 

Wir setzen AS = a, BS = b, wobei wir annehmen wollen, dass 
^jS die (absolut) grössere dieser beiden Strecken und positiv sei; 
ferner sei U^S^^x, U^ S = y. Dann haben wir: 

a: — )/ = e = 2Ä tang (p, a — h = e eosec y = 2d tang (p 
wegen 4) in Nr. 114, 

Der Durchmesser a — h von C'^ ist also auch dann reell, wenn 
u^,u^ und «',,«'2 conjugirt imaginär sind; ist ja doch der Kreis C^, 
weil bestimmt durch einen reellen Punkt und zwei eonjngirt ima- 
ginäre, reell. 

Femer haben wir x'.y = r'\- S : r — S; also: 

Ä = tang 9 . (j- + d), y = Ung q> . (r ~ 6)- 
(sfi = a^y = tang y^ (r^ — d'); 
mithin sind die Halboxen von (S): 

a = tang (p (yd^ -— ö^ -\- r^ -\- d) , 
b = tang cp (yd~-- d^ + r^ — d) ; 
dies b wird bei reellem d negativ, falls r <i d. 

*) Steiner- SchrÜtor's Vorlesungen über synthetische Geometrie S. 173 



y Google 



Die lineare Congruena oder das Strihlennetz un 1 der BuscIipI v fewicden 15' 

Wenn 9 verändert wiid so eigiebt sich indem man das dem 
neuen 95 entsprechende ü, L dem obigen paiallfl annimmt, eme 
Figur, die zur früheren ähnlich und ihnlich gelegen ist in Bezug auf 
H ala Äehnlichkeitspunkt ; also 

Die den verschiedenen Neigttngen tp gegen den IlauptatrfthJ li eni 
spredtenden Hegelfläcken i. Gtad^b uerden von der namhcheii eii h senk 
rechten Ebene in concentrischen, ahnMien und ähnlich geletfenen EUipsm 



Es sei nun in der Ebene um H als Mittelpunkt ein Kreis (p)ll6 
construirt mit dem Hdlhmesser q; die Strahlen des Netzes, welche ütn 
treffen, ereeugen gleichfalls eine Begelftäche 4. Grades ß* ebenfalls von 
der Art VII, welche u, und v^ zu doppelten Leitgeraden und ^ zur dop- 
pelten Erzeugenden (und zwar zu einer isolirten) hat und alao von allen 
Ebenen durch 1^ oder senkrecht zu h in Kegelschnitten geschnitten 
wird. Diese Kegelschnitte haben ebenfalls den jeweiligen Spurpunkt 
von h zum Mittelpunkt; also sind auch für den Kegelschnitt in der 
unendlich fernen Ebene der unendlich ferne Punkt von h und i) Pol 
und Polare und für dm Kegel 1^, der denselben aus irgend einem 
Punkte projieirt, dessen Kanten also sm den Erzeugenden der Kegel- 
fläche parallel sind, ist die Parallele h' durch su h Axe. Und zwar 
ist sie die ins Innere des Kegels fallende Axe, denn in die zu ihr 
senkrechte Ebene durch fällt keine reelle Kante des Kegels, weil 
die isolirte Erzeugende ^ der Regelfliiche mit den übrigen reellen Er- 
zeugenden nicht im Zusammenhange steht. 

Die halben Oeffnungen a und ß dieses Kegels k^ in den beiden 
Symmetrie-Ebenen durch diese Axe sind die grösste und kleinste Nei- 
gung, welche eine Erzeugende von 9* gegen h haben kann. 

Wenn nun eine Neigung tp so beschaffen ist, dass die grosse 
Halbaxe der dieser Neigung in zugehörigen Ellipse kleiner als der 
Radius p unseres Kreises ist, oder so, dass die kleine Halbaxe grösser 
ist als e, dann kommt dieses 9s unter den Neigungen der Erzeugenden 
von p* nicht vor; also sind die Werthe von a uqd ß gegeben durch: 

tang cc ^ -- -- " , 

° yd'' — ö» + )■=— d' 

tang ß = , ^ — ~ , 

wo wir freilich in der ersten Formel den absoluten Werth des Nenners 
nehmen oder aber, wozu die Stetigkeit auffordert, für a auch negative 
Werthe zulassen müssen. 
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Um sei eine Kugel mit dem Halbmesser Eins gelegt; der eine 
Mantel des Kegels schneidet in dieselbe eine spbarisehe Ellipse mit 
den sphärischen Halbaxen « nud ß ein. Ist ^ deren Inhalt, so bilden 
wir das Verhältniss desselben zum Inhalte ß^re des Kreises in 6; den 
Grenzwerth, den dasselbe erhält für unendlich kleines p, nennen wir, 
mit Kummer*) und analog zu Gauss' Definition des Krünimunga- 
masses einer Fläche, das IMchtigkeHsmass des HauptstraMs h im PunJcte ff. 
Auf der Grenze ist die sphärische Ellipse eine ebene geworden mit 
den unendlich kleinen Haibasen: 



und dem Inhalte: 



und folglich ist das Dkhtiglxitsmass: 



also gläch dem reeiproJcen Werthe des Products der Entfernungen des 
Punktes H von den beiden Brennpunkten des IlauptstrahUs. 

Damit ist dieser interessante Kummer'sche Satz durch rein geo- 
metrische üeberlegungen zunächst für den Hauptatrahl eines Strahlen- 
netzes bewiesen. 

Sind die Leitgeraden imaginär, also ä^ negativ, so ist das Dichtig- 
keitsmass durdiweg positiv. 

Wenn sie aber reell sind, so ist es positiv für Punkte H auf h, 
welche ausserhalb F^F^ liegen, negativ für die innern Punkte, ttnendlicfi 
gross in den Brennpunkten F^ und F^ selbst. 

117 Es könnte als eine Beeinträchtigung der. Allgemeinheit erseheinen, 

dass ein unendHeh kleiner Kreis um ff, statt mit Kummer eine be- 
liebige unendlich kleine den Punkt ff umgebende Curve, angenommen 
worden ist Ich will daher noch zeigen, dass sich diese allgemeinere 
Annahme auf jene zurückführen lässt. 

Wir wissen, dass das Strahlennetz in zwei Ebenen, welche sich 
in einem von seinen Strahlen schneiden, coUineare Felder hervorruft, 
in denen dieser Strahl sich selbst entspricht, die Spuren aber jedes 
andern Strahles des Netzes einander entsprechen (Nr. 77). In den 
sich in t) schneidenden auf /* senkrechten Ebenen entstehen also 
affine Felder. 

*) a, a. 0. § «. 
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Folglich sind die Kegelschnitte, in deneu ß* von diesen Ebenen 
geschnitten wird, alle unter sich und zum Kreise (p) affin. Die 
Strahlen des Netzes, welche bezw. zwei conjugirte Durchmesser von 
(p) treffen, treffen auch zwei conjugirte Durchmesser jedes dieser 
Kegelschnitte, also auch des unendlich fernen; die Ebenen, welche 
diese unendlich fernen conjugirten Durchmesser aus projiciren und 
zu denen also jene Strahlen des Netzes bezw. parallel sind, sind con- 
jugirte Ebenen des Kegels F, welche sich in der Äxe h' schneiden. 

Handelt es sich nun wieder um einen unendlich kleinen Kreis 
{q), so schneiden diese Ebenen in die Ebene der Ellipse («, ß), welche 
zur Ase /*' des Kegels senkrecht ist, conjugirte Durchmesser dieser 
Ellipse ein. 

Folglich sind auch der Kreis (p) und die Ellipse (a, ß) ent- 
sprechende Figuren in zwei affinen Feldern: entsprechende Punkte sind 
ein Punkt der Ebene ff des Kreises und derjenige Punkt der Ebene 
von (a, ß), in weichem sie von der Parallelen durch zu dem von 
jenem Punkte ausgehenden Strahle des Netzes getroffen wird. 

Wegen der Affinität hat ein Sector von (a, ß) zu dem ent- 
sprechenden Sector von (p) constantes, auch von q unabhängiges Ver- 
hältniss, nämlich dasjenige ■ , _ der ganzen Flächen.*} 

Die Fläche F einer beliebigen unendlich kleinen den Punkt 3 
umgebenden Curve der Ebene ö denken wir uns in unendlich schmale 
Kreissectoren aus H zerlegt, zu verschieden grossen unendlich kleinen 
Kreisen (p) gehörig; die Fläche $ der entsprechenden Figur auf der 
Kugel (gelegen in einer zu h' senkrechten Ebene) wird in t ilipsen 
seetoreu getheilt, welche zu verschieden grossen unendlich kleinen 
ähnliehen und ähnlich gelegenen Ellipsen («, ß) gehören. Also ist 
auch das Verhältniss ^ gleich dem constanten Verhältniss aller ent- 
sprechenden Sectoren, 

Wir wenden uns dazu, einen Ausdruck für den Parameter irgmd \\9i 
eines Gewindes des Büschels durch [u^, »i^] zu ermitteln. 

Nehmen wir die Leitgeraden u^, % wiederum zunächst reell an; 
und behufs bequemerer Beschreibung wollen wir uns den Hauptstrahl 
h vertical vorstellen mit dem positiven Sinne H^F^HnF^H^ nach oben; 
if(iB'g = d und H^F.^ = S sind also positiv. Alle in der Centralebeue 
gelegenen Winkel seien positiv oder negativ , je nachdem sie , von 

*) Das ist, was für unendlicli aehmale Sectoren die Formel (18) in g Ü bei 
Kummer ausepriclit. 
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oben betrachtetj der Ülirzeigerdrehung eiitgegengesetztea Sinn haben 
oder nicht. 

Von den beiden Axen u, , a^ in der Centralebene (Nebenaxen) sei 
«j diejenige, für welche -^ ij,aj =" + x ist (Nr. 112); statt der Winkel 
ta, die, nach Kummer's Vorgange, von ijj ab gemessen werden, wollen 
wir nnn, mit Plüeker, von a^ (oder a^) ab gemessene Winkel A ein- 
führen; so dass A = ß» — -J-- 

Dadurch geht; r =^ — (^ cos 2w Über in: 
1) ,-_,i,i.2J_?4^'. 

Unter dem Winkel y von m^ nach u^ oder besser von jf/ nach m/ 
sei derjenige verstanden, welcher «j einachliesst; weshalb ■^((jM^,'=.^y 
(Nr. 112). 

Bei dieser Definition von y ist y stets positiv, wie dies auch die 
Formel S = ä^vay erfordert. Er ist spitz oder stumpf, je nachdem 
der M, und w^ ein sehlies sende Flächenwinkel i^j?;^ der Hauptebenen 
(oder sein Schnittwinkel mit der Centralebene) positiv oder negativ 
ist; im letzteren Falle umschliesst der als y txx nehmende Winkel 
«[jM^ den positiven und öj enthaltenden Flächenwinkel %^2. 

Dm Axe a des betrachteten Gewindes F (und ihre Frojection a) 
bilde mit Oj den Winkel a^ a ^ a^a = X und schneide h in der Ent- 
fernung H^H ^ r vom Mittelpunkte. 

Den Parameter h des J" bestimmen wir, da er für alle Strahlen 
des Gewindes der nämliche ist (Nr. 64), vermittelst eines zum Netze 
gehörigen Strahles g, welcher a^ trifft. Er selbst, sowie seine Fro- 
jection g' schneiden % rechtwinklig (Nr. 113) in der Entfernung 
HßG = p; der Punkt gti^'^TJ^ ist die Frojection von gu^^U.^ 
und U^ U^ = H^F^ = d. 

Wir führen als eine zweite Projectious ebene x die Ebene durch 
h ein, die zu a und a senkrecht ist; die (Normal)-Projectionen auf 
sie seien mit zwei Strichen bezeichnet. Die Schnittlinie s beider Fro- 
jection s ebenen (Grundlinie) ist die Senkrechte in der Centralebene im 
Funkte .H",, auf a. Wir wollen uns, in der üblichen Weise der dar- 
stellenden Geometrie, die beiden Projectionsebenen durch Drehung um 
s vereinigt denken,*) Auf der Grundlinie liegt G"; ferner sei (IL) 
die Frojection von E4, sowie von t/g' und U^' auf s; 
(ü,) U," = U.'V^^Ö; 

*) Der Leser wird ersucht, die Figur nach dieser Ke Schreibung zu «eitlinea. 
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G" üg" ist y". Die Äxe a hat zur zweiten Projectiou den Puntt //. 
Weil das gemeinsame Loth p zwischen a und g zur zweiten Pro- 
jectionsebene parallel ist, so bleibt sowohl die Länge desaelben, als 
auch der rechte Winkel gp in der zweiten Projectiou erhalten; denn 
ein rechter Winkel, dessen einer Schenkel zur Projeetionsschaar pa- 
rallel ist, hat einen rechten Winkel zur Normalprojection auf dieselbe. 
Also ist p gleich dem Lothe HQ" aus H auf g". Da ferner « zu je 
normal ist, so sind der spitze Winket tp zwischen g und a und der 
Winkel gn oder gg" complementär. 
Wir haben: 

■^«iS = | + A, ^<s=*-(|--a), ^</'s = A; 
also: 

G (J^= p tang — , G"{ U^) = p tang ~ cos X., 

Zr(,G"= — psinA, G"G = peos;i; 

H^U;=-^---, (Ü3)f/,'= ■^— cos(j- — a) 
cos -- cos — 

= p (cos A -j- tang -|- sin AJ ; 
daher: 

( f4} f4' — G"Q^Q tang -|- sin A, 
Ferner ist: 

tangÄ^" =^ -- -■■ ■— ■--, G" U^" = .- — -,7 ; 
e tang -|- 006 1 ^'"^^ 

, , " c" p ■■ d 

tang q, = cotg gg = j- - _-^..-^ = ■ ■ -- ■ - — -- ■ 

e tang Y sm 1 sm s^ 

Es sei L" der Schnittpunkt /fi;" (die zweite Projection eines 
Punktes L von g, dessen erste Projection L' der Schnitt a'g' ist), so i.st: 

tang -?- 
sodann ist 

" am y ' 

fj'n = e (^^' - ^^-A) = 2d -"' '-7 '"' ' tang A. 
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Nun ist ^L"HQ"=sg", also: 

p = HQ"^ L"Hcos sg"; 
und: 

7i: = p tang 95 = ' '- = //'Ü". cotg ;i, 

etang-^- sio I tangsp" 



= 2S . 



Um zu erkennen, ob diese Formel auch dem Vorzeicheß nach 
riclitig ist, wollen wir den Fall 0<l<\y betrachten. Da S und j- 
positiv sind, so ist nach der Forme! /; positiv. Die Formel für U' H 
zeigt aber, dass H höher wie L" liegt, d. h. dass „beim scheinbaren 
Schnitte" äg^L' die a über g weggeht, und für den in be- 
findlichen Beobachter ist der spitze Winkel von g nach einer sie in 
L schneidenden Parallelen zu a — welchen Winkel zu betrachten der 
Beobachter nach unten sehen muss — , ebenso wie seine Projection 
g'ä negativ, also auch der Parameter, und deshulh laulet die Forinel 
für den Parameter: 

2) ft = 2Ä — %r "-— = 2d (cos ly^ — cos ^=). 

Zwei Gewinde des Büschels, deren Axm entgegengesetzt gleiche 
Winkel mit a^ (oder a^) bilden, haben also gleichen Parameter. 
119 Es seien \, \ die Parameter der Centralcomplexe, die zu den Äsen 

«11 fh gehören, für welche A ^ 0, -x- ist; dann ist: 

l,--ät..g-|- = -«^^', i._«ootg^ -.ll*^; 
"läo: \li, = ~S', |'-_-taiig-f - 

Schreibt man 2) in der Form; 

SO ist, wegen 

^- = tang ^ + cotg -^- : 

3) it = h, cos iJ' + A'a sin A' = (/fg — \) sin iC' -\- h,. 
Ferner : 

also; ' ■^ aiii r 

4) r ^ i(74 — h^} cos 2ia = (7;^ — Ä-,) sin X cos A. 
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Aus 2) folgt: 

Ä — /e^ = (k^ — AJ sin l^, Ic — Jq = (k, — k^) cos ,1=^ 
daraus ergiebt sich: 

5) r'-i-{k~ k,) (k — k^) = 0. 

Für die beiden Grenzaxen h,, h^ ist f- = zh~r ' ^^^° '■ 
h = d cotg Y = d cos y = \ili^ + i^). 

Man findet leicht, dass /Cj Maximum und ä\ Minimum der Para- 
meter ist. 

Wenn die LeUgeraäen des Grundnetses des Büschels conjiigirt ima- 
ginär sind, also S^ und sin y^ negativ sind, sind k^ und li^ reell. 

-: — ^ d ist positiv; ist nun sin -y^ = — c^, so ergiebt sich, je 

nachdem cos y = + "[/l + c^ oder = — ^1 -P c^, för Jt durchweg 
ein positiver oder durchweg ein negativer Werth. 

Das Spiegelbild eines Strahlennetzes in Bezug auf seine Central- 
ebene hat Plückev das conjugirte StrahlennetB genannt. Hält man die 
Benennungen der Punkte auf h fest, so haben dann ijj und tj^ und 
die Focälebenen ip^ und (p^ ihre Stelle vertauscht; es geht y in seinen 
Supplementwinkel über oder cos y ändert sein Zeichen , das einer 
Ebene durch h zugehörige X aber verraindevt sich um -5-, infolge der 
Vertauschung von jj^, % '^"'^ ^^^ daraus sich ergebenden Vertau- 
sehung von a^ und «g. 

Ersetzt man aber in 2) cos — = — ~ durch 5 — - und 

cos X durch sin A, so ändert sich nur das Zeichen von k; dasselbe 
gilt für r. 

Indem also durch ü ebergang von dem einen Netze zum con- 
jugirten jede Ase in ihr Spiegelbild Übergeht, wechselt ihr Parameter 
sein Zeichen, wie das ja unmitteibar klar ist, da durch die Spiegelung 
die Windung sich ändern muss. 

Wenn bloa cos y durch — cos y ersetzt wird, aber k bleibt, so 
bleiben tj^, ij.^, ä,, h^, öj, a^ unverändert. Das neue Strahlennetz 
heisst, nach Plücker, dem gegebenen adjungirt; die Axen o^ und a^ 
tauschen ihre Parameter aus mit zugleich veränderten Vorzeichen: 
^'i* = — h' *s* = — Ki *** ^ — ^-i. 

Üeberhaupt gehören zu jeder Axe des gegebenen Netzes und 
der zu ihr senkrechten Axe des adjungirten entgegengesetzt gleiche 
Parameter. 
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Da r von dieser Aenderimg niclit beeinflusst wird, so bldbi die 
ciibische EegelftäcJie der Axen die nämliche. 

Die Leitgeraden des adjungirten Netzes sind also die siveiten Er- 
SGiigenden dieser B^gelfläche, welche aus F^ bezw, F.^ Jcommen iind, nach 
Nr. 114, zu den Ebenen (p^ bezw. q>i normal sind. 

Spiegelt man noch das adjungirte Netz in der Ceniralebene, so 
liat man das adjungirt-conjugirte Nets. 

120 Wird auf einer der beiden Grenzaxen, z. B, h,, in einem der beiden 

Sinne vom Schnittpunkte mit dem Hauptstrahle aus der Parameter 
des zugehörigen Gewiudes aufgetragen und dies continuirlich bei den 
übrigen Axen fortgesetzt, so gelangt man nach einer halben Drehuug 
der Ebene und nachdem H^H^ hin und zurück vom Punkte H durch- 
laufen ist, dazu, auf h^ nochmals aber im entgegengesetzten Sinn den 
Parameter auftragen zu müssen, also muss dies, damit eine geschlossene 
Figur sich ergebe, fortgesetzt werden. 

Folglich muss auf jeder Äxe der zugehörige Parameter von H aus 
in beiden Sinnen aufgetragen werden. 

Dies ist in Uebereinstimmung damit, dass für die Feststellung 
des Windungssinnes eines linearen Complexes kein bestimmter Sinn 
auf der Äxe erforderlich ist; welches auch für den in der Axe be- 
hndlichen Beobachter der Sinn von den Füssen nach dem Kopfe ist, 
der Windungssinn des Complexes und seiner Schraubenlinien ist der 
nämliche.*) 

Man erhält durch die Endpunkte der aufgetragenen Strecken eine 
auf dem Cylindroid verlaufende Kaumcurve, welche nach Flacker die 
charakteristische Gurve des Straklennetses heisst. 

Sie ist ersichtlich eine Raumcurve 6. Ordnung, denn sie hat auf dem 
Hauptstrahle h swei (reelle oder imaginäre) vierfache PtmMe J^, , F^ und 
in jeder Ebene durch h nur noch die Endpunkte der beiden Strecken 
der einzigen in ihr befindlichen Axe. Jede Kante des Cylinders, der 
sie aus dem unendlich fernen Punkte § von h proj'ieirt und h zur 
vierfachen Kante hat, schneidet das Cylindroid nur in § doppelt und 
im projicirten Punkte der Curve; der noch fehlende Restschnitt 4. Ord- 
nung besteht aus den beiden unendlich fernen Erzeugenden dieser 
Fläche, welche dem Kegel doppelt angehören. 

*) Eine Sehraube selbst inducirt noch niclit einen Sinn auf der Axe, erst 
eine S<ihrii,iihsabeweffung. ~ Wenn daher Plücker (Neue Geometrie S. 9S) sagt, 
dass die Paramoter „mit Berücksichtigung ihres Vorzeidiens" aufgetragen werden 
müssen, so ist das nicht richtig; er würde von der Gurre Fig. 7 S. 99 nur die 
Hälfte erhalten, wie er dies ührigens auf S. 101 selbst b 
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Wenn a die unendlich nahe Äse an u^ ist und Ä, A" die End- 
punkte auf ihr, deren Entfernung von h uoendlicli klein ist, so sind 
F^Ä', J<\A" die beiden Tangenten in F^ an die Curve; beide liegen 
in der Ebene ha oder auf der Grenze in hti^ ^^ ipi- 

Je zwei von den vier Tangentialebenen des Cylinders längs der 
Kante k sind zusammengefallen oder der Cylinder geht zwei Selbst- 
herührungen längs dieser Kante ein. 

Der Schnitt desselben mit der Centralebene oder die Projection 
der charakteristischen Curve auf dieselbe ist eine Curve 6. Ordnung, 
welche im Punkte ^/„ zwei (reelle oder imaginäre) Selbstberührungen 
hat mit den Tangeuten ?*/, "s'-*) 

Die zu zwei conjugirten Strah leunetzen gehörigen charakteristischen 
llaumcurven sind verschieden, aber ihre Projectionen auf der Centrat- 
ebene sind identisch. P lücker nimmt beide Raumcurven nur halb 
und ungeschlossen; dann geben die beiden Projectionen zusammen 
die ganze Curve 6. Ordnung. 

V. 

Mit jedem StrahJennetse ist ein ykiciiseitiyes hyperlolisehes Para-l'2l 
Jwloid verbunden. Dasselbe wird durch die Ebenen eingehüllt, wekhe auf 
den Strahlen g des Netses je in der Mitte G mischen dm Sdtniüen 
U, V mit den Leitgeraden, die nun wieder m, v heissen mögen, senk- 
recht stehen. 

Sagen wir von diesen Ebenen kurz, dass sie die Strahlen des 
Netzes lialbireu, 

Wenn eine Ebene einen Büschel durchläuft, so beschreibt der 
unendlich ferne Punkt der jeweiligen Normalen zu ihr eine projective 
Punktreihe, der Strahl des 
der Ebene senkrecht ist, die 
in die Centralebene eine z 
Punktreihe einschneidet; alf 
entsprechenden Punkte diesi 
auf ihnen normalen Strahle 

Oder: Die Spiegelbilde 
allen Ebenen des Büscheli 
manteligen Rotationshyperb( 

*) Die Formel 3) in Nr. 11 
gleiehung dieser Curve; darch 
beiden Axen «, , «, in der Cent 

(1-4 
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Drehung von n am die A\e des Buschek entsteht Da zwei Gerade 
von jpüei dei zweiten Leitgeraden i begegnen, ao giebt es 2 Ebenen 
im Bnisehe], m Bezug auf weldie ein gewisser Punkt von t zu einem 
auf u symmetnsLh ist 

Demnach ist die untersuchte Fld,che 2 Khase 

Wir wollen die Leitgeraden ii, v zunichst wiedeium leell an- 
nehmen E-) sei u die zum Strahle ff ^ehoiige Ebene und M der 
Punkt, in dem tin von der '>thnitt!inie der beiden Ebenen durchbohrt 
wird, welche in U V auf u i senkiecht stehen Dann sind die Lotbe 
MU, MV auf « und i einandei gleich, und 31 ist ein Punkt des 
gleichseitigen bj perbohschen Paraboloids, dessen Punkte itn u und 
V gjeichweit entfernt sind.*) 

Wenn M' ein beliebiger anderer Punkt des Schnittes von jt mit 
diesem Paraboloide ist, so sind M' U und M' V gleich, weil M' in 
(t liegt, die Lotbe M' ü' und M' V auf «, v aber, weil 31' dem Para- 
boloide augehört; also sind die rechtwinkligen Dreiecke M'JJV und 
M' V V congruent und UV und VV gleich ; folglieb hat M31' gleiche 
Normalprojectiontsn auf i( und v und ist daher gegen diese beiden 
(Geraden gleich geneigt. Ist nun M" ein dritter Punkt auf 3131' mit 
den Lothen 31" U", 31" V, so ist 3i"ll^31"V, UU" = VY", 
also 31" UV" '^- 31" VV" und M" ü" = M" V". 

FolgUch wird (i von dem Paraboloide in zwei durch 31 gehenden 
Geraden geschnitten und ist Berübrungsebene desselben in M. 

Die Fläche, welche von den Ebenen eingehüllt wird, die auf den 
StraMen eines Netzes [u, v] in den Mitten der Strecken UV stmcfien 
den Leitgei-adm senkrecht stehen, ist das gleicJtseitige hfperholische Fara- 
holoid, dessen Punkte von u und v gleiche Entfernungen haben. 

Der Berührungspunkt jeder der einhüllenden Ebenen ist die Spur 
der Scfmittlinie der beiden Ebeneit, welche in U und V auf den Leit- 
geraden normal sind. 

Die beiden Geraden, in denen sie das Faraholoiä schneidet, sind je 
gleich geneigt gegen u und v. 

Jede Gerade g des Paraboloids hat gleiche Neigung gegen u und 
V, jeder Punkt auf ihr gleiche Entfernung von u und v, also sind 
auch die kürzesten Entfernungen zwischen g und m, bezw. g und v 
von gleicher Länge; d. b, u, v liegen auf einem Dreh ungsüj-p erb oloide, 
das g zur Axe hat. 



*) Schönflics, Sjnth. geometcische Untersuchungen über Flacher 
Dissertation Berlin 1877; Schröter, Journal f. Mathematik Bd. 85 S. 3 
der Oherfläclien 2. Ordnung g 30. 
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Umgekehrt die Axe jedes Drehungshyperboloida, das durch u und 
V geht, muss auf dem Paraboloide liegen, weil eben ihre Punkte gleiche 
Entfernung von u und v haben. 

Also gehen durch u und v 2 einfach unendliche Systeme von JRota- 
tionshyperholoiden, deren Axen die beiden Sckaaren unseres Paraboloids 
bilden. 

Ferner weil eine Gerade g des Paraboloids gegen u und v und 
also auch gegen die Projectionen tt und v' gleich geneigt, so ist sie 
parallel zu einer der beiden Ebenen, welche die Winkel u'v senkrecht 
halbiren, oder welche die Winkel {hu, hv) halbiren. 

Folglich sind die Halbirungsebenen der Winicel der Brennebenen 
hu, hv die Leitebenen der beiden Schaaren des Paraboloids und ihre un- 
endlich fernen Geraden gehören demselben an. 

Die beiden in die genannten Halbirungsebenen selbst fallenden 
Geraden sind die beiden Axen Oj, a^, welche vom Mittelpunkt des 
Netzes ausgehen, die Nebenasen des Netzes (Nr. 112). Alle Geraden 
dos Netzes, welche eine von denselben treffen, schneiden sie recht- 
winklig, weil sie Axe ist (Nr. 113), und ihre Strecken UV werden 
durch sie halbirt, da sie in der Centralebene liegt. Die zu ihnen 
senkrechten Ebenen ji durch diese Mitten gehen also alle durch 
diese Axe. 

Die beiden Nebenaxen a, , a, sind die Scheitelgetaden des Para- 
boloids, h ist seine Axe und der Miitelptmlt dei, Netzes sein Scheitel; 
fl.j, «j werden von den Mittelpunkten der oben erwähnten Rotations- 
hyperboloide erfüllt. 

Die Hauptebenen ij, , t]^, welche die Winkel dieser Leitebenen 
«1 ^ /*«!, «2 ^ ^'h halbiren (Nr. 112), sind daher die Symmetrie- oder 
Hauptebenen des Paraboloids.*} 

Werden die beiden Leitgeraden u, v imaginär, dann bleibt die 
jetzige Erzeugungsweise der Fläche doch reell, denn jeder reelle Strahl 
des Netzes hat eine reelle Mitte. 

Die beiden Halbirungsebenen der Winkel h(u, v) sind ebenfalls 
reell; also sind alle 4 ausgezeichneten Geraden reell und die Fläche 
ist ebenfalls ein gleidiseitiges hyperbolisches Paraboloid. 

Sehröter hat an beiden Orten gezeigt, dass es oo^ Paare von 1^2 
Geraden giebt, von denen die Punkte eines gleichseitigen hyperbolischen 
Paraboloids je gleiche Entfernungen haben, und wie man sie erhält. 
Wir haben also, unserer Betrachtung entsprechend, zu zeigen, dass 

■*) Man vergleiche die in gewisser Weise hierzu duale Sohrüter'ache Dar- 
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es oo' Straklennetze gieht, su denen das nämliche Paräboloid gehört, wie 
m [M, v\ 

Dies wird auch dadurch gefordert, dass es oo^ Strahlen netze und 
nur oo' gleichseitige hyperbolische Paraboloide giebt. 

IHe Leitgeraden aller dieser Netse sind die Äxen der Gewinde des 
Büschels durch [m, v]. 

Die Leitgeradeu «, v des gegebenen Netzes gehören ja auch zu 
diesen Äxen; sie treffen den Hauptstrahl h in zwei gleiehweit vom 
Mittelpunkte S^ entfernten Punkten und befinden sich in zwei Ebenen 
durch h, welche dieselben Halbirungaebenen ihrer Winkel haben, als 
die Hauptebenen j;,, tj^. 

Wir nehmen mwei andere Axen «,, v^, welche ebenfalls h in gleicher 
absoluter Entfernung Ö^ von Jf^ treffen und in Ebenen durch h gelegen 
sind, die auch a^, a^ su Salbirungsebenen ihrer Winkel Iiahen und daher 
in demselben rechten Winkel (%, %) und zwar so liegen, dass 

Wenn y, der a^ einachliessende Winkel (hu, , hv,) ist, also 
■^ K, ÄoJ = -|7j, so ist, nach Formel 1) in Nr. 118: 

d^ ^ d sin j", . 

Auf diese ]\'eise ist jeder Axe eines Gewindes des Büsdiels durch 
\u, v\ eindeutig und involuiorisch eine zweite zugeordnet, und wir er- 
halten so auf dem Cylindroide (Nr. 110) eine Involution. In derselben 
sind gepaart: die Leitgeraden w, v des gegebenen Netzes, die beiden 
unendlich fernen (imaginären) Axen, die beiden zu einander recht- 
winkligen Grenzaxen Ä^, h^ aus den Grenzpunkten H^, H^, die beiden 
andern Axen, welche aus den zwei Punkten von h kommen, in denen 
diese Gerade von zwei gepaarten Axen getroffen wird, und endlich ist 
jede von den beiden Axen %, «g aus dem Mittelpunkte H^ zu sich 
selbst gepaart, also ein Doppelstrahl der Involution. 

Daher ist die Involution hyperbolisch und hat auch Paare von 
conjugirt imaginären Geraden. 

Auf der unicursalen Schnittcurve der cubischen EegelÜäche mit 
einer Ebene entsteht durch die Spuren gepaarter Äxen eine Involution. 
Die Verbiüdongslinien gepaarter Punkte umhüllen also einen Kegel- 
schnitt, die Directionscurve derselben (Nr. 23). 

Folglieh erzeugen alle Geraden, welche zwei g^aarle Geraden der 
Involution auf dem Cylindroide mtgletch treffen, einen Cotnplex 3. Grades 
A^, SU wekJiem das Strahlenfeld in der unendlich fernen Ebene, sowie der 
Bündel der Farallelsbrahkn mm Hauptstrahle h vollständig gekoren, wegen 
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der beiden imendlicli fernen gepaarten Strahlen. Für einen unendlich 
fernen Punkt zerfällt der Complexkegel in zwei Strahlenbüschel, von 
denen mir der eine ins Endliehe kommt. 

Die Strahlen also, welche von einem beliebigen unendlich fernen 
Punkte nach irgend zwei gepaarten Äsen m, , fj unserer Involution 
kommen, oder die von ihm kommenden Strahlen der verschiedenen 
Netze, welche je diese m, , v^ zu Leitgeraden haben, bilden einen 
StrahlenbUschel. 

Weil u,, Vj den h in gleicher Entfernung von H^ treffen und die 
Winkel der Ebenen am,, hv^ durch a^, a^ halbirt werden, so haben 
die Paraboloide, welche zu den verschiedenen Netzen [«^, n,] gehören, 
ihre Scheitel geraden öj, a^ und die unendlich fernen Geraden (in «j, «J 
gemeinsam. 

Für den Nachweis der Identität genügt es daher zu zeigen, dass 
auch noch irgend eine Beriibrungs ebene (welche durch keine von 
diesen 4 Geraden geht) gemeinsam ist. Wenn irgend eine Ebene fi 
auf den zu ihr senkrechten Strahlen zweier Netze die Strecken zwischen 
den Leitgeraden halbirt, so geht sie durch zwei Punkte des Schnittes 
der Centralebene mit dem Strahlenbnschel aus dem unendlich fernen 
Punkte ffli in senkrechter Richtung zu ji, also durch die ganze Schnitt- 
linie und halbirt auch auf jedem der übrigen Strahlen des Büschels je 
die Strecke zwischen den Leitgeraden des Netzes, zu dem sie gehört, 
senkrecht; eine solche Ebene ist dann eine allen Paraboloiden ge- 
meinsame Berührungsebene. 

Betrachten wir das gegebene Netz [m, v] und dasjenige, welches 123 
die Grenzaxen Aj, Ji^ zu Leitgeraden hat. Der jetzigen Bezeichnung der 
Leitgeraden durch u, v entsprechend, bezeichnen wir die Punkte F^, F^, 
die Ebenen y,, ip^, die Winkel W[, Wg durch F„, F^, (p„, <p^, ej„, Wj. 
Wir haben dann: F^H^^ H^F, = ä; 8inj^ = -^, vio ^■y = {ii,v); 
ferner: -^(jj,, ?>«) = (?),■, %) = (Äi, w) = (??, As)==w„ und ;^ = y ~2ro„ 
(Nr. 114). 

Den unendlich fernen Punkt 3)Z legt man am besten in eine der 
beiden Hauptebenen t/j. Jede Ebene, deren Normalen nach 2R gehen, 
ist dann senkrecht auf i}^ und ihre Spur in der Centralebene ffg senk- 
recht auf der Spur Ä'EEEijjfff,, welche zugleich Projection von It und fij 
aus 5öi auf e^ ist; und umgekehrt durch jede Gerade der Centralebene, 
welche zu k' normal ist, geht eine zur Richtung nach Wl senk- 
rechte Ebene. 

Die Spuren, in der Centralebene, der beiden Strahlen, die aus 3)1 
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zu den Netzen [A,, h^] und [m, v] kommen, sind die Schnitte der Pro- 
jectionen h', h^'; u, v der Leitgeraden aus 3Ji auf ff^*) Nun ist h^ 
senkrecht zu \\ weil aber beide parallel zu e^ sind, so bleibt ihr 
rechter Winkel bei der Parallelprojeetion erhalten; also hat man, da 
die Normalität der Verbindungslinie der Punkte h'h^ und ti'v zu K 
darzuthuD ist, nur zu zeigen, dass u'v auf h^ liegt Auch die Winkel 
ÄjM und \v bleiben bei der Parallelprojeetion aus 3)i erhalten, so daas 
•^Ä'i(' = ü>„, -^Ä'«'=«„^— — - G»^. Endlich bleiben auch die 
TheilverhäUniase auf Ä erhalten; also 

Hf,F^ = HaH^ sin y = rf' sin y = d' cos 2ö)„. 
Die Abschnitte nun, welche u und v auf ?(/ machen, voa H.^ ab, sind 

{B^H; + -Pl'-ffo) tg fi»" = «:' (1 + cos 2to„) tg w„ 
und 

{B„H^ — H^F:) tg CT„ = rf' (1 — cos 2oj„) cotg ci„. 

Diese beiden Grössen sind aber einander gleich, so dass u und v 
die A/ in demselben Punkte schneidpn 

Folglich ist Ä^' in öq die Spur der Ebene des Busuhel'; dei 
Strahlen, die aus 9H an die verschiedenen Netze kommen, und die 
Ebene ft durch h^ , die zu diesen Strahkn senkrecht ist, ist gemein 
same Beruh rungsebene aller Paraboloide 

Mit dem gegebenen Strahlennehe {u, v] fiabm da', gleichseihge hyjicr- 
holische Paraholoid der smkrechl halhiiendcn Ehfnen genteinsam alle die 
Netse, deren Leitgeraäen gepaart sind in derjenigen Invohäim J in det 
Schaar der Ereeugenden des Cylindroids der Axen der Gevmde durch 
{u, v\, welche durch das Paar uv und das Paai der Grenmocen bestimmt 
ist oder welche die beiden ScheiUlgeraden %, a^ des Pardboloids zu 
Doppelstrahlen hat.**) 

Alle diese Netze haben die Strahlen h und i) gemein. 

Das adjungirte Netz eines jeden von ihnen befindet sich auch 
unter ihnen (Nr. 119). 

Zu allen diesen Netgen gehört dieselbe cubische Regelfläche der Axen, 
welche mn den den verschiedenen Netsen mgehörigen charakteristisdien 
Curven überzogen wird. 

*) Hier bezeichnen also die Stricte die schrägen Projeetionen auf e„ aus SB, 
**) Die gepaarten Geraden dieser Involution liegen nicM in gepaarten 
Ebenen der Involution Ji, (Nr, 111); vielmehr sind diese Involution Jh und die- 
jenige, welche nnaere Involution J' ans h projicirt, ao beschaffen, daae die 
Doppelebenen ij, , jjj, bazw, a^, ü, der einen ein Paar in der andern bilden; sie 
sind „harmonisch". 
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Alis jedem von ihnm ergeben sich in gleicher Weise die nämlichen 
Grenzaxen und Nebenaxen und überhaupt die ganze Involution J" und 
das System der andern Netze. 

Die Figur (Cylindroid mit seiner Involution und Paraboloiil) ist 
bestimmt, sobald h gegeben ist und auf ihr 5^, H^ und durch sie 
%, so dass wir oo'' derartige Figuren haben, womit dano die acht- 
fache Unendlichkeit der Strahlennetze von neuem erkannt ist. 

Der Ort aller der zu derselben Figur gehörigen Sirahlennetze ist der 
oben gefundene Complex 3. Grades A*, und je zwei von den Netzen 
senden also in einen gegebenen Strahl enbfis ehe 1 einen Strahl. 

Aber die Strahlen dieses Complexes haben zu den Geraden eines 
Paares der Involution, z. B. zu u, v, noch eine einfache Beziehung. 
Es sei M,, V, wieder ein beliebiges anderes Paar; die Ebene a, hal- 
birt beide Winkel (hu,, hv,) und (hu, hv); also haben (Nr. 118) von 
den Gewinden durch [u-,, tj diejenigen, welche a und ; 7U A^en haben, 
gleichen Parameter Nennt min auch bei "uei Geraden q und u das 
Pjoduüt dus ihrer kürzesten Entfernung m die Tangente ihres spit/en 
Winkels ihren ^aiametit ^) so haben alle Strihlen des den beiden 
geninnten Gewinden gemeinsamen Netzes, d i de« Nttze^ [Mj (.J, 
gleichen Paiameter mit u und v 

Alle Sttahlen da, Complexes A^ }iaben also gletdien Fatamefei mit 
u und V, und ebmso auch mit je zwei Getaden, die w da Intolution 7 
gepaart sind 

Jede Congiuenz fuhrt in Bezug aut einen gegebenen Punkt /u 124 
einer Fu&spunkte Flathe, d h zum Orte der Fusspuukte der aus dem 
Punkte auf ihre Strahlen gefällten Lothe, so auch ein fetrahlennetz 

Die Ourve der Fusspunkte aus auf die Geraden einei Fejdscftaa} 
ist eine Maumcurve 4. Ordnung 2. Art, welche den Geraden det bchaa} 
selbst je einmal, denen der Leitschaar je dreimal hegejnet 

Ist nämlich l eine Gerade der letzteren Schaar so umhüllen die 
Ebenen, welche in ihren Punkten auf der jeweiligen \ erbmdi ngslmie 
mit normal sind, einen parabolischen Cyhnder, weichet mit 1er 
Trägerüäche beider Schaareu , ausser seiner lurch l gehenden Be 
rührungsebene längs der Scheitel kante, noch 3 1 mgentnl ebenen g 
mein hat; die Schnitte derselben mit l sin 1 die Fi sj unkte auf 
dieser Geraden. 

*) Eine Vertauschung der beiden Geraden ändert das Vorzeichen des Para- 
meters nicht: ob der Beobachter eich in u befindet und den spitKen Winkel von 
g nach einer sie schneidenden Patallelen au m betrachtet oder ob er sich in g 
befindet und den spitzen Winkel von U nach einer sie schneidenden Parallelen 
zn g betrachtet, beidemal hat der Winkel denselben Sinn (Nr. 63). 
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Wird nun die ßegelschaar durch die sich auf l stützeuden Ge- 
raden des Strahlen netze 8 gebildet, so folgt aus diesem Ergebnisse, 
tiass die Fusspunhte-Flüche eines Strahlennetses von der 3. Ordnung ist*) 

Auf ihr liegen die beiden Leitgeraden des Netses, der unendlich 
ferne Strahl ^ und noch 4 andere stets imaginäre Strahlen desselben. 
Die letzteren treffen den absoluten Kegelschnitt S^ so, dass die Ver- 
bindungsebene mit diese Curve berührt. Bei diesen 5 auf der Fuss- 
punkte-Fläche gelegenen Strahlen des Netzes ist jeder beliebige von 
ihren Punkten Fu^spunkt. 

Die weitere Untersuchung dieser Fläche 3. Ordnung, welche durch 
den absoluten Kegelschnitt geht und, je nachdem das Strahlennetz 
reelle oder conjugirt imaginäre Leitgeradeu hat, 7 reelle Geraden, 
4 punktjrte Geraden (imaginäre Geraden 1. Art nach Staudt) und 
16 imaginäre (imaginäre Geraden 2. Art) — die eine reelle S) wird 
von den übrigen reellen und den 4 punktirten geschnitten — oder 3 
reelle, 12 punktirle und 12 imaginäre Geraden hat,**) überlassen wir 
dem Leser, 

125 ^■''' wenden uns nun noch zur Besprechung einiger besonderer 

Fälle, in denen die cubische Eegelfläche der Äxen der Gewinde eines 
Büschels ausartet. 

Wenn die Treffgerade eines Gebüsches den absoluten Kegelschnitt 
Ä^ schneidet, dann hat das Gebüsche nicht blos diese Treffgerade zur 
Axe, sondern jeden Strahl des Büschels, der durch sie und die Tan- 
gente an S^ im Treffpunkte bestimmt wird (Nr, 61). 

Wenn also die eine Leitgerade des Grund- Strahlennetses eines Büschels 
von Gewinden den S^ trifft, so sondert sich von der cubischen Regel- 
fläche der Äsen ein Strahlenbüschel ab und es bleibt, als Erzeugniss 
der Äxen der übrigen Gewinde des Büschels, eine Regelschaar; treffen 
beide Leitgeraden den S^, so bleibt nur ein Strahlenbiischel für die 
Axen der übrigen Gewinde. 

Letzteres tritt auch ein, wenn die beiden Leitgeraden einander 
schneiden; denn dann besteht (Nr. 108) der Gewinde-Büschel aus lauter 
Gebüschen, deren Äxen den Strahlen büsehel der beiden Leitgeraden 
bilden. Zwei von ihnen treffen S^. 

Liegt die eine Leitgerade v eines Strahlennetises im Unendlichen, so 
liefert das Gebüsche des Büschels, für welches diese Gerade die Treff- 
gerade ist, allein oc? Axen (Nr, 61), Für die übrigen Gewinde des 



*) Bei einer Congruena nt*'' Ordnung m*^' Klasse ist sie (2ni -f- n)*" Ordnung, 
**) Vergleiche meine Synthetisehen Unters u ob ungen über Flächen 3. Ordnung 
Kapitel YII, insbesondere Kr, 94 und 95. 
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Büschels ist der Sclinittpunkt der ® mit der endlichen Leitgeraden u 
gemeinsamer ©-Nullpunkt; die Axen derselben lüden den Parallelstrahkn- 
Büschel, welcher aus diesem Punkte die Gerade des Netzes projicirt, 
die sich in irgend einer zur Kichtung nach «@ senkrechten Ebene 
befindet 

Wenn die unendlich ferne Leitgerade v den Ebenen gemeinsam 
ist, welche zur andern Leitgeraden m normal sind, dann ist diese 
letztere Axe für alle Gewinde des Büschels. 

Und umgekehrt, alle Gewinde, welche eine und dieselbe Gerade 
zur Axe haben, bilden einen Büschel. Das Gebäsche der Geraden, 
welche zu dieser Geraden rechtwinklig sind, entspricht dem Parameter- 
werth oo in Bezug auf die Axe. 



Die linearen Systeme zweiter niid dritter Stufe (Netz miil Gebüsche) 
von Stralilengewinden.*) 

I. 

Drei Complese bezw vom Giade m, n p haben (Nr 35) eme 12<> 
ßegeifläühe vom Gra le 2mn p gemein , also durchuhnetdc» sich 
StraJilengeuinde Fj, Fj, T; m tmer Megehcliam G In der Ihat, es 
giebt 2 Strahlen, welche eme beliebige Gerade und ihre P daren nach 
den 3 Gewinden zugleich treffen 

Die jRegelschaa) tst auch dtm SUahlemittse m dtun 'nch "wet det 
3 Gewinde durchschneidm , and dem dritten Geuinde gemeinsam also 
"befindet sie sich auch m atlen oo' '^ttMemietmi, ni denen einb det > 
Gewinde mit emim Gewinde aus detn Sus<^iel da beiden andern sich 
dmchschneidet, imd m allen oo^ Gewinden weldie durch diete Netze gelien 

Die Leitgeioden dieser oo^ Sftahlennetge, oder war, dasselbe ist, die 
Leitgeiaäen der Sttaklengebusdw, welche sich unttt diesen f^- Geumdeii 
, hlden die Leitbckaar L da Rtgelschaar G 



*) In Bezug auf die linearen Sjateme von Gewinden sehe n an d Ovidic 
Aunali dl Matematica Ser 11 Bd 7 S 25 Atti dell Äccademia dei Lineei Sei 11 
Bd 3 drei AufBatae Alcune proprieta raeti i.he dei complesai e delle congruenzf, 
hnean m geotnetria projettiya '^uUe reti di comples i 1 neari nelh geometrii 
metnco projettn a Le serie tnple e quadruple di comt le^ai linean nella geo 
metna nietrico projettivi Eeye & d L II & 27o de Paolis Fondamenti 
dl una teoria dello spazio generato dai complesai lineari, Memorie delV Acca- 
dpmia dei Lmci.i Ser. IV Bd. 1; Caporali-del Pezzo a. a. 0.; Schonte a. in 
Nr 65 a U 
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Dass die gemeinsamen Strahlen der 3 Gewinde eine ßegelscliaar 
bilden, kann man auch so aussprechen: 

Auf jeder Geraden l giebt es zwei Tunkte, deren Nttllebenen in 
Bemg auf die 3 Gewinde nicht hhs ihren Nullpunkt, sondern eine Ge- 
rade gemmisam haben. 

Durchläuft X die l, so beschreihen die Nullebenen ^^, Ig, ^j drei 
mit der Punktieihe f per'-pectne Ebenenbusehel; die 3 projectiveu 
StrahlenbÜBLhel welche bie in eint, beliebige Ebene einachneideiij 
haben, wie bekannt, 3 Tripel homologtr Strahlen, die in einen Punkt 
zusainmenlauten, einei dieber Punkte ist der Spurpunkt von l; nach 
den beiden andern gehen die bpiden Geraden, in welche je drei ent- 
sprechende NuUdbenen zusammenlaufen 

Hinsichtlich der Reahtut einer solchen 3 Gewinden gemeinsamen 
ßegelschaar möge zimach^'t tolgeude» bemerkt werden. 

Wenn eins der o Gewinde ein Gebüsche ist, dann sind die ge- 
meinsamen Geraden diejeaigpn welche von der Axe des Gebüsches 
nach dem '^trahlenuetze gehen, das den beiden andern Gewinden ge- 
meinsam ist; und die von diesen Geraden gebildete Regelsehaar ist reell. 

Wenn also unter den 3 Gewinden sich zwei ungleichartig ge- 
wundene befinden, etwa F^, F^, so enthält der Büschel V^F^ zwei 
reelle Oebüsche und die Regelschaar ist gemeinsam einem derselben 
und dem Strahlennetze F^F^ (oder F^F^. 

Drei StraJdengetvinde, welche nicht alle gleichartig gewunden sind, 
durchschneiden sich in einer reellen Segelschaar. 

127 ^''' 'i'^^'^o Schon oben aus den 3 Gewinden ein doppelt unend- 

liches System \ abgeleitet, indem wir eins derselben mit den sämmt- 
lichen Gewinden des Buscheis dei beiden andern verbanden. 

Die Sylvester '■che Erzeugung de:, Sttahlengewindes liefert uns m 
einer sehr anschaiduiken 'Weise dit^es System i. Stufe, das man ein 
Netz von Gewinden nennt 

Es sei (j4, a) mederum em 'beltelngei Strahlenbüschel und (5^, ß^), 
(J?2, /5g), (B3, ß:^) beten die 3 zu ihm pojecftvet) Büschel, welche ihm in 
den NuUsy.temen der ^ gegebenen Complexe Tj, F.^, F^ entsprechen. F^ 
wird durch (Ä, a), (B^, ß^) erzeugt u a w 

Die 3 Fvnfte B,, B^ B^ lie</en in du Ebene a, die Ebenen ßi, 
ßii ßi gehen durch A 

Jedes Quadrupel enfbpt eisender Strdlüen der 4 Büschel hat mrei 
Transversalen, welehe all&i 3 Gewinden angehören, und durch diese 
Transversalenpaate entstellt die gemein ante Eegelschaar G der 3 Ge- 
winde, auf det sich so hchon eine involutorische Paarung ergiebt. 
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Wir vervollständigen die Büschel, welche die gegebenen Gewinde 
vcrbiaden Ein behebiger Punkt B^ auf B^B^ und die ihn mit ß^ß^ 
verbindende Ebene /Sj, bestimmen einen Strahlenbüschel , welcher 
(Nr. 101) durch das Strahlennetz F^Fg projectiv auf (Ä, «) bezogen 
wird und mit die-^em Büschel ein Gewinde V^ eraeugt, das zum Büschel 
r,r^ gehört In ahnlicliei Weise erhalten wir Gewinde F^, F, welche 
bezw. zu Fj^Fg, F^F^ gehören. 

Wir bemhen nun das PunJctfelä («) in der Ebene a und den 
Ebenmhündel (^Ä) um den Buiikt A so correlativ auf einander, dass den 
Punkten A, B^, B^, JBg die Ebenen a, ß^, ß^, ß^ entsprechen. Der 
Strahlenbüschel {A, a) von (.4) ist dann so zu dem Strahlenbüschel 
{A, a) von («} projectiv, dass den Strahlen A(Bi, B^, Bg) die Strahlen 
a{ß^, ß^, ßg), d. h. dieselben Strahlen entsprechen. Also entspricht 
jeder Strahl von (A, a) sich selbst. Sind nun B und ß irgend zwei 
entsprechende Elemente der Correlation, so ist AB identisch mit aß; 
folglich sind gwei entsprechende Eletnmtte B und ß stets inciäent. Da 
nun der Geraden 5,7^2 die Gerade ß^ß^ correspondirt, so entsprechen 
sich auch B^ und ß^ und ebenso B^ und ß,j, B, und ß^. 

Es kommt also jetzt noch darauf an, den Strahlenbüschel {B, ß) 
in geeigneter Weise projectiv auf {A^ a) zu beziehen, damit ein dem 
Netze angehöriges Gewinde sich ergebe. B^sei der Schnitt {B^B, Bi-Ba); 
dann ist die Verbindnngsebene [ß^ ß , ßy ß^) die durch B^ gehende 
Ebene ß^. 

Alle Strahlen des Netzes F^F^^ welche einen bestimmten Strahl « 
von (^Ä, a) und also auch die beiden entsprechenden Strahlen ft,, \ 
von {B^, ft) und (Sg, ß^ treffen, schneiden auch (Nr. 101) einen und 
denselben Strahl b^, von {Bx, ßx)] ku ihnen gehören auch die beiden 
Geraden der Eegelschaar G, welche a, b,, 6^, 63 treffen, und da sie 
o, 63, bx achneiden, so treffen sie auch beide denselben Strahl 6 von 
{B, ß); denn wie B^ auf BjB^ liegt und ßx ihn mit ß,ß^ verbindet, 
so liegt B auf B^B^ und wird durch ß mit ß^ß^ verbunden. 

So wird durch die Regelschaar G jedem Strahle a von {A, tt) 
ein Strahl i von {B, ß) zugeordnet, und da h nur diese beiden Strahlen 
von G trifft, so wird auch jedem b nur ein a zugeordnet; d. h, die 
beiden Straklenbüsckel (A, a) und {B, ß) werden durch G projecUv ge- 
macht und ermtgen ein Gewinde, das durch G geht, und so liefert jedes 
Paar entsprechender Elemente B, ß der obigen Correlation ein Ge- 
winde, und die vorangehende Betrachtung zeigt, dass das System dieser 
Gewinde identisch mit demjenigen ist, das durch die Büschel entsteht,- 
welche F^ mit den Gewinden von Fj^F^ verbinden. 

Aber B und ß sind einander durch die Correlation zugeordnet 
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worden, nicht dadurch, dass wir unter den 3 Gewinden eins, wie eben 
r^, bevorzugen, und ebenso hängt die projective Beziehung von {A, k) 
und (B, ß) von G, demnach von allen 3 Gewinden gleichartig ab. 

Also entsteht dasselbe Systetn S^ auch durch die Büschel, welctte T, 
oder Tj mit den Geivmden von -Tg Tg, hesu: von Pj^F^ verbinden. 
128 Weiter, wenn {B' , ß'), (B", ß") zwei so erhaltene und projectiv 

auf (A, u) bezogene Strahlenb fisch el und V', F" die durch sie er- 
zeugten Gewinde sind, so sind B, ein beliebiger Punkt auf ÜB , und 
ß, die Ebene, welche ihn mit ß' ß" verbindet, ebenfalls entsprechende 
Elemente in der ßeciprocität. 

Die beiden Strahlen von G, welche ^inen Strahl a von {A, k) 
treffen, treffen also auch die nämlichen Strahlen b', 6", h von (B', j?), 
(B", ß"), (_B, ß')-, weil sie a, h', l" treffen, sind sie Strahlen des 
Strahlennetzes F' F". Also ist die Projectivität , welche zwischen 
(A, a) und (B, ß) durch G bewirkt wird und ein Gewinde unseres 
Netzes F^F^Fg erzeugt, dieselbe wie die, welche durch das Strahien- 
netz F'F" bewirkt wird und ein Gewinde des Büschels TT" erzeugt. 

Jeder Büschel oZso, der swei Gewinde des Netgcs S^ ^ Ti T^ F^ ver- 
hindet, gehart ganz dem Netze an. 

Jeder solche Büschel von Gewinden in S^ entspricht einer geraden 
Punktreihe in («) oder einem Ebenenbüsehel von (A). Also enthalt 
das Netz oo- sokhe Büschel, vun jedem seiner Gewinde F gehen cx)' «ms, 
welche man sieh am besten als Verbindungsbüschel jenes Gewindes 
mit den Gewinden irgend eines Büschels des Netzes iS^ vorstellt, der 
F nicht enthält. 

Wie zwei Punktreihen in («] einen Punkt gemeinsam liaben, so 
haben :niei Bubchel iines Nitses S^ em Geamde qemein. 

Auch damit ist gesagt, ddss zwei Sti ahlennetze, die eine Regel- 
schaai gemein haben, in demselben Gewinde sich befinden (Nr. 98). 

Wvi lomun das Netz durdi jede ioh öetnen Getvinden, welche 
iitcht gü demselben Büschel gelwren, eonstitntten 

Die Zahl dieser constituir enden Tripel ist cxj"-^; demnach giebt es 
-^sB-i" afso oo Jsetge von Gewinden, ^o viele nothwendigerweise, als 
es Kegelschaaren giebt 

Alle Büschel des Net:!es die von einem Gewinde F desselben aus- 
qeheti, beutrlen in dn Leitficlmat L der „Grunä-Begelschaar" G des 
Netses durch die Paaie der Leiigeraden ihres , Grund-Strahlennetzes" oder 
der Axen de/ G-ebusdie die '•le je enthalten, dte Paare einer Involution, 
und jedem det oo Geumd da. Netzet, enf p> cht so eine der oo^ Invo- 
lutionen in dieser Begehchaai L dtn xj' Ueh ischen entsprechen die 
parabolischen Involutionen 
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A und K sind auch entsprechend in der Reciprocität zwischen 129 
(a) und (ji); das ihnen zugeh'örige Gewinde von 8^ ist offenbar das- 
jenige, für welches jeder Strahl von (^A, a) zu sich selbst polar ist, 
oder welches den Strahl eiibüschel (.^4, a) enthält. 

Jn einem Net'e von Geumdeti gtebt es stets ein (teutnde das duxh 
einen gegebenen SttaJiIenbuschel Timdmch yeJil 

Man kann diese doppelte*) Bedingung oflenbar m die zwei ein 
flehen zerlegen, durch zwei Strahlen des Buscheis zu gfhen denn 
jeden <jewinde, welches das thut, enthalt dann den ganzen Büschel, 
weil dadurch die Ebene de&selben Nullebene de» Scheiteh wird 

Jeder Funkt einer fetzten Ebene he^timmt also im Netce et« (reumde, 
für ufilclies et der Isullpimlt äet Ebene ist, und umqekeht ebenso dual 
Durehlaaft dai Ocwmde einen Suscliel, dann besditeibt der Punlt eine 
Gerade und umgekehrt, und uir lonnen Nctä und Punlifeld cothneat m 
einander nennen 

Die "^traläm b m den let schtedetmi Büscheln (B, ß) ueldie tn den 
Fnyectiw taten deibelben su (A, a) einem Strahle a dieses Busclieh ent 
sprechen, e>seuge)i ein Strahlennets, von uelchem die beiden ton a ge 
ttoffenen Strahlen det Gtund Seqehehaai G die Lettgetaden sind und zu 
dem a seihst gehört 

Ist g eine beliebige Gerade und a der von ihr getroffene Strahl 
von {A, a), so bilden die ebenfalls g treffenden Geraden b des zu a 
gehörigen Strahlennetzes eine Regelschaar, zu welcher auch a gehört; 
also erzeugen die Spuren, in a, dieser Geraden, d. h. die Seheitel B 
der Büschel [B, ß), denen sie angehören, eine Gerade, die in cc be- 
findliche Leitgerade dieser Regelschaar, und die Ebenen ß bilden ebenso 
einen Ebenenbüschel um die durch A gehende Leitgerade. 

Diese Büschel (B, ß) aber erzeugen mit {A, a) Gewinde des 
Netzes, die durch g gehen. 

Die Gewinde eines Netses S^, weldif durch eine rjegehene Gerade 
gellen, erzeugen einen Büscliel. 

Eine zweite Gerade scheidet dann aus diesem Büschel ein Gc 
winde aus. 

In emem Netze S^ von Gewinden giebt e« ein Geivinje, das durch 
stcei gegebene Geraden geht. 

Davon ist der obige Satz nur ein besonderer Fall. 

Jedes Geivinde, u-ekhes durch die Begelschaar G tjeht, d. h. durch 
3 Gerade derselben, gehört mm Netze, dessen Griind-Begelschaar sie ist. 
Denn sind g^, g^ zwei beliebige Geraden eiuett solchen Gewindes, wo 



*) Ein Gewinde hat oc^, der Raum co" Stratilenbüschel. 
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giebt es im Netze auch ein Gewinde, das durch sie geht; folglieh 
haben beide diese Geraden und 3 Gerade der Regelschaar gemein und 
sind identisch. 

130 Das oben zu jedem Strahle a vun {^A, cc) gefundene Strahlennetz 
kann noch anders beschrieben werden. Die Strahlen h, welche es be- 
schreiben, sind ja nichts anderes ats die Polaren von a bezüglich der 
verschiedenen Gewinde von jS^, 

Wie {A, a), so ist auch a beliebig im Räume; also: 

Die Polaren einer Geraden l in Bezug auf die verschiedmen Ge- 
winde eines Netzes bilden ein Strafüennetz; su demselben gehört l selbst 
als m skh selbst polar in Bezug auf alle Gewinde des Netzes, welche 
sie enthalten. Leitgeraden sind die beiden von l getroffenen Geraden der 
Gnmd-Begelschaar des Netzes. Folglieh gehört die ganze Leitschaar L 
zu diesem Sirahlennetze; wird sie doch durch die Axen der Gebüsche 
des Netzes gebildet, die ja, je in Bezug auf ihr Gebüsche, polar zu l sind. 

Denken wir uns das Netz S^ durch die Büschel erzeugt, weiche 
eine der 3 Constituenten F^ des Netzes mit den Gewinden des Büschels 
Ti-Tg der beiden andern verbinden, so sehen wir dieses Struhlemietz 
auf die iu Nr. 92 beschriebene Weise entstehen. Die Polaren l^^ von 
l nach den Gewinden F^ von F^F^ bilden eine Regelschaar, die durch 
l, l^, ?a geht; die Polaren wiederum nach den Gewinden des Büschels 
F^Fj, eine Regelschaar, welche durch l, l^, l^ geht. 

Man sieht, in welcher Weise die Bestimmung eines Netzes von 
Gewinden durch 3 Gewinde mit der Bestimmung eines Strahlennetzes 
durch 4 Strahlen zusammenhangt. 

Analoges gilt für die Regelschaar und den Büschel von Gewinden, 
für das Strahlen gewin de und das Gebüsche von Gewinden, das dem- 
nächst betrachtet werden soll. 

7h dieser Weise ist das Netz von Gewinden in ein Nets von Strahlen 
abgebildet, so dass jedem Gewinde ein Strahl entspricJtt und timgelzehrt, 
einem Büschel von Gewinden in jenem eine Eegelsdiaar in diesem, aber 
nicht umgekehrt; denn im Strahlennetze haben wir an und für sich 
oo' Regeischaaren, hier ergeben sich aber nur diejenigen, welche die 
Gerade l enthalten, durch deren Polaren das Strahlennetz gebildet wird. 

Unter diesen oo^ Regeischaaren giebt es Ok;', welche in Strahlen- 
hüschel - Paare zerfallen. Sie entsprechen denjenigen Büscheln des 
Netzes S^, deren eines Gebüsche eine der beiden von l getroffenen 
Geraden der Schaar L zur Axe hat (Nr. 59j. 

131 Wir fanden, dass die Bedingung, zu einem gegebenen Gewinde 
iu Involution zu sein, für ein Gewinde eine einfache Bedingung ist 



y Google 



Die linearen Systeme zweiter imd iliitter Stufe, 18 L 

(Nr. 107). Also giebt es co^ Gewinde, welche zu zwei Gewinden Tj 
und Fj in Involution sind und infolge dessen zu allen Gewinden 
des Büschels I\ F^ (Nr. 107). Dieses dreifach unendliche System 
von Gewinden hat die Eigenschaft, dass jeder Büschel, der zwei von 
seinen Gewinden verbindet, ihm ganz angehört (wegen des eben an- 
geführten Satzes). Es ist das Gebüsche von Gewinden, mit dem wir 
uns erst noch genauer vertraut machen müssen, ehe wir in dieser 
Betrachtung weiter vorsehreiten können. 

Gleichzeitig aber zu 3 Gewinden F^, F^, F^ sind co^ Gewinde jI 
in Involution. Alle diese Gewinde sind dann in Involution zu allen 
Gewinden Fx des Büschels F^F^ und also wiederum zu allen Gewinden 
aller Büschel F^F^. 

Alle co^ Gewinde, welche in Involution sind su 3 Gemndm, sind 
auch in Involution su allen Gewinden des Netzes, das diese 3 constituiren. 

Andererseits aber hat dieses doppelt unendliche System der A 
auch die Eigenschaft, dass jeder Büschel, der zwei von seinen Ge- 
winden verbindet, ihm ganz angehört, und kann also aus 3 seiner 
Gewinde durch Reihen von Büscheln erzeugt werden, welche eins der 
3 Gewinde zur gemeinsamen einen Constituente haben, während die 
andere den Büschel der beiden anderen Gewinde durchläuft. 

Aber es zeigt sich noch unmittelbarer, dass alle A durch eine 
und dieselbe Regelschaar gehen, nämlich die L. Die Geraden dieser 
Regelschaar L sind ja die Axen der Gebüsche im gegebenen Netze, das 
wir nun, zur Unterscheidung, S^iF) nennen wollen; und da die A alle 
auch auf diese Gebüsche sich stützen, so enthalten sie deren Axen 
(Nr. 108). 

Mit jedem Netze 8^{F) von Gewinden ist ein anderes Netz Si(A) 
verbunden, derartig, dass jedes Gewinde des einen Netses su jedem des 
andern in Involution ist. Die Grund -Begelsckaaren G und L dieser 
beiden Netze sind verbundene Schaaren, d. k. die beiden Itegelschaaren 
einer und derselben Flache 3. Grades. 

Von zwei solchen Netzen si^t man dann, dass sie in Involution 
sind, oder sich gegenseitig stützen. 

In jedem Büschel eines Netzes S^, der von einem Gewinde F 
desselben ausgeht, giebt es (Nr. 107) ein Gewinde, das sich auf F 
stützt; also bilden sämmtliche Gewinde von S^, die zu F in Involution 
sind, einen Büschel; denn der Büschel, welcher irgend zwei von ihnen 
verbindet, ist sowohl vollständig in S^ enthalten, als auch vollständig 
in Involution zu F. 

In diesem Büschel haben wir eine luvolution von Paaren von 132 
Gewinden, welche sich je auf einander stützen (Nr. 106). 
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Also hahm wir, weil es oo'* Büschel giebt, oo" Faarc von Gadndm, 
die SU einander in Involution sind. 

Femer ergeben sich in jedem Netse von Gewinden sowohl oo^ Paare, 
als auch oo^ Tripel von Gewinden, welche zu einander, beaw. von denen 
je zwei zu einander in Involution sind. 

Das dritte Gewinde jedes Tripels ist eindeutig durch tJie beiden 
andern bestimmt, als Schnitt zweier Büschel dea Netzes (Nr. 128). 

Ordnet man irgend einem dieser Tripel ein ebenso beschaffenes in 
dem Netze m, das sum gegebenen in Involution ist, so hat man 6 Ge- 
winde, von denen je zwei in Involution sind, eine Figur,*") mit der wir 
uns noch eingehend zu beschäftigen haben werden. 

Da die Anzahl der Netze oo'' ist, so giebt es ao^-^^ = oo^^ Tripel 
von Gewinden, vou denen je zwei in Involution sind. Dieselbe Man- 
nigfaltigkeit ergiebt sich auch daraus, daas zu je einem Gewinde cxi'' 
Gewinde, zu zweien aber oo^ in Involution sind, also ist die An- 
zahl der „Involutionspaar^' und „Involutionstripel" von Gewinden cx>'''+*, 
hezw. 00''+*+''. Weil wir nun aus dem Netze, welches sich auf das 
durch ein Involutionstripel constituirte Netz stützt, 00^ einzelne Ge- 
winde, 00^ Involutions- Paare oder -Tripel herausnehmen können, so 
ist die Anzahl der Gruppen von 4, 5 oder Ci Geivinden, welche gegcnseititß 
in Involution sind, co'-*, oo'^, 00^''. 

133 Die gemeinsame Begelsekaar G dreier Gewinde F^, F^, F^ kann, 

wie wir uns noch überzeugen werden, vollständig imaginär sein; daher 
ist es wünschenswerth, für ihre Trägerftäche 3. Grades das sie r^trä- 
sentirende reelle Polarsystem zu haben. 

Zu demselben führen uns die 3 Strahlennetze F^F^, F^F^, r^fj; 
ihre Leitgeradenpaare UjV,, u^v^, u^v^ gehören zur Leitschaar L. Mit 



jedem derselben ist, 



wir wissen, eine windschiefe Involution ver- 



bunden (Nr. 81, 83, 87). Zwei entsprechende Punkte z.B. der zu F^F^ 
gehörigen liegen auf einem Strahle dieses Netzes und sind harmonisch 
zu den beiden Punkten, in denen er u^, v^ trifft; also sind sie con- 
jugirt in Bezug auf die genannte Trägerfläche. 

Cons^uirt man dalter zu irgend einem PunMe X des Haumes die 
entsprechenden in den windschiefen Involutionen, welche zu den Strahlen- 
netzen, gehären, in denen die Gewinde F^, F^, Tg dch zu je zweien durdi- 
schneiden, so ist die Verhindungselene dieser 3 Punhte die Polarebene 
von X nach der Trägerfläche der Hegelschaar , tvelcke tfeji S Gewinden 
und allen Gewinden ihres Netzes S^{r) gemeinsam ist. 



*) F. Klein, JTathem. Annaleu 
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Das Netz, welches su S^iT) in Involution ist, führt genau su dem- 
selben Polarsifsteme. — 

Einen speeiellen Fall des Netzes erhalten wir, wenn die Grund- 
Regelschaar in zwei Strahl e nbüs eh el (S, ö), (S', e') mit gemeiusaraem 
Strahle zerfällt 

Das Netz, welches zu einem solchen Netze in Iiivolutioa ist, ist 
von derselben Art; seine Grund -Regelschaar besteht aus den beiden 
Büscheln (S, ö"), (S', ff). 

Alle Gewinde aher, welche zwei Strahlenbüschel {S, e), (S', ff') 
ohne gemeinschaftlichen Strahl gemein haben, haben die beiden Ge- 
raden SS' und ffff' zu Polaren, bilden ulso nur einen Büschel, dessen 
Grund- Strahlennefz diese beiden Geraden ku Leitgeraden hat. 

Wir fanden, dass im allgemeinen die Äsen der Gewinde eines 134 
Büschels Si von Gewinden eine cubische Regelßäche erzengen. Der 
unendlich ferne Strahl und der Hauptstrahl des Grund-Strahlen netz es 
des Büschels sind die einfache, bezw. doppelte Leitgerade dieser Regel- 
fläche. Die beiden in die unendiich ferne Ebene @ fallenden Er- 
zeugenden berühren den absoluten Kegelschnitt Ä^ 

Wenn eins der Sti-ahlengebüsche des Büschels eine unendlich 
ferne Treffgerade hat, so erzeugen die Äxen der übrigen Gewinde 
einen Strahlenbüschel (Nr. 125). 

Untersuchen wir jetzt die Congruenz der Axen eines Netzes von 
Gewinden S^ (mit der Grunä-Megelsdiaar G). 

Jedes Gewinde, dessen Axe zu einer gegebenen Ebene w parallel 
ist, hat seinen der unendlich fernen Ebene ® zugehörigen Nullpunkt 
auf Ji®, also bilden diese Gewinde im Netze einen Büschel, und von 
ihren Axen, deren cubische Regelfläche die jt® zur einfachen Leit- 
geraden hat, fallen 2 in die Ebene %. 

Folglich ist unsere Congruenz 2, Klasse. 

Wenn P ein beliebiger Punlit des Raumes ist, so gehört jeder 
Strahlenbüschel (P, jt) aus ihm zu einem Gewinde von Sg. Der ®-Null- 
pujkt U desselben und der Punkt ?ß, welcher unendUch fern ist in 
normaler Richtung zu %, bewegen sich collinear in @, wenn ir sich 
Lim P dreht; in der That, wenn ^^ ^^'^^ ^^^ einer Geraden in (ä be- 
wegt, so beschreibt 7t einen Ebenenbüsche] ; die Gewinde von iS^, 
welche die Axe desselben enthalten, erzeugen einen Büschel und ihre 
U also eine Punktreihe. Die Strahlen, welche aus P nach den 3 sich 
selbst entsprechenden Punkten dieser beiden collinearen Felder in @ 
gehen, sind die durch P gehenden Axen von Gewinden des S^. 

Demnach ist die Congruenz 3. Ordnung. 
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Die Axm der Gewinde eines Netzes S^ erzeugen eine Congruens 
3. Klasse und 3. Ordnung. 

Zu dieser Congrumz gehört die game Leitscliaar L der Grund- 
Eegelschaar G, weil sie durch die Axen der Gebüsche von S^ ge- 
bildet wird. 

135 Uüsere Oongruenz bat aber zur Grund- Rege Ischaar G <Ies Netzes 

eine noch innigere Beziehung. 

Die Geraden von G gehören zu allen Gewinden des Netzes. Also 
schneidet jeder Strahl der Congruenz, als Axe eines Gewindes des 
Netzes, die beiden Geraden von G, welche er trifft, rechtwinklig und 
enthält die kürzeste Entfernung zwischen ihnen. 

Umgekehrt, jede Gerade, welche 2 Gerade von G rechtwinklig 
sehneidet, ist die Ase eines Gewindes durch G, das durch irgend zwei 
andere die Gerade rechtwinklig schneidende Strahlen bestimmt ist 
(Nr. 60). 

Demnach bilden die Geraden der kürzesten Entfernungen zwischen 
je zwei Getaden einer Begelschaar G eine Congruenz 3. Klasse 3. Ord- 
nung, welcfie mit der Congruens der Axen der durch G geltenden Ge- 



Jede Gerade der Leitscbaar L von G gehört zu dieser Congruen:i 
und ist also zu zwei Geraden von G normal. 

Wir wollen Ordnung und Klasse für diese Congruenz nachweisen, 
insofern sie auf die jetzige Weise entstanden ist. 

Es sei g^ der Kegelschnitt, in dem G von einer Ebene je ge- 
schnitten wird; wir untersuchen die in b fallenden Senkrechten auf 
den Strahlen von G oder die Spuren der Ebenen, welche auf diesen 
Geraden in ihren Stützpunkten auf g^ senkrecht stehen. Sie bewirkeii 
auf dem Kegelschnitte g^ und der unendlich fernen Geraden re® eine 
Correspondenz [2, 1]; jedem Punkte von w® entsprechen diejenigen 
2 Punkte von g^, durch welche die Geraden von G geben, die von 
der Polare des Punktes nach dem absoluten Kegelschnitte Si* getrofifen 
werden. 

Diese Punktepaare auf g^ bilden eine Involution und der Büschel 
um das Involution s-Centr um ist zur Punktreibe auf jt® projectiv; die 
beiden Strahlen desselben, welche durch die entsprechenden Punkte 
auf 31® gehen, sind doppelte Spuren oder doppelte Tangenten der von 
den Spuren eingehüllten Carve, welche 4. Klasse ist, da sie ersichtlich 
die 31® zur Doppeitangeute hat (herrührend von den Schnitten mit g^) 
und von einem beliebigen Punkte derselben noch zwei andere Tan- 
genten erhält. 3 Doppelt an genten waren auch für diese Curve zu 
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erwarten wegen der eindentigen Beziehung ihrer Tangenten auf die 
Punkte von g". 

Die beiden endlichen Doppeltangenten aber beweisen die Klasse 2 
der Congruenz. 

Sei P ein beliebiger Punkt und % durch ihn gelegt, so zeigt die 
Klasse 4 der Spuren-Curve in ir, dass von den aus P auf die Ge- 
raden von G gefällten Lothen 4 in ro fallen und also auch ihre Fusa- 
puukte in dieser Ebene haben; so erkennen wir nochmals (Nr, 124), 
dass die Fusspunkte-Curve einer Regelsehaar G in Bezug auf den 
Punkt P 4k. Ordnung ist. Wir fanden a. a. 0., dass sie den Geraden 
von G je einmal, denen der Leitschaar je dreimal begegnet und also 
2. Art ist. Sie erhält daher aus einem beliebigen Punkte 3 Doppel- 
■ secanten; dies sind die 3 Strahlen unserer Congruenz aus diesem 
Punkte.*) 

Da jeder Punkt von ® nur NuHpunkt für ein Gewinde des Netzes 13(j 
ist, so kommt von jedem unendlich fernen Punkte nur eine ins End- 
liche gehende Äse zu unserer Congruenz. Die beiden andern Con- 
gruenzstrahlen aus ihm fallen in S. Daher enthält die Ebene ® <x>'- 
Goiigmensstrahlen, die einen Kegelschnitt umhüllen: sie ist eine sogenannte 
singulare Ebene 3. Grades der Congruenz. 

Dieser Kegelschnitt ist der absolute Kegelschnitt Ä^; denn jede der 
zur Congruenz gehörigen cubischen Begelflachen, die von den Büscheln 
des Netzes herrühren, hat 2 in die Ebene @ fallende und S^ tan- 
girende Erzeugenden. 

Die Congruenz hat noch andere singulare Ebenen. Das Netz be- 
sitzt 4 Strahlengebüsche, deren Treffgerade sich auf den absoluten 
Kegelschnitt stützen; seien l^, l^, l^, l^ diese 4 Geraden aus der ßegel- 
schaar L, g^, g^, g^, g^ die nach denselben Punkten von $& gehenden 
Geraden von G und tj, t^, t^, t, die Tangenten an S^ in den näm- 
lichen Punkten, so wissen wir aus Nr. 125, dass das Gebüsche, für 
welches li Treffgerade ist, alle Strahlen des Büschels (/,t,) zu Axen hat. 

Die 6 Büschel, welche durch je zwei von diesen 4 Gebüschen 
constituirt werden, liefern noch je einen dritten Strahlenbüschel 
(Nr. 125), der durch die Axen der übrigen Gewinde des betreffenden 
Büschels gebildet wird, und so liaben wir im Gänsen 10 sur Congruens 
gehörige Strahlenbüschel, unter denen jedoch nur 2 von den 6 letzteren 
reell sind. 

*) Vergl. Wälsch, üeber ein Strahlenajstem beim Hyperboloid, Wiener 
Sitzungsberichte ßd. 95 (1887), wo diese CongruenK noch eingebender unter- 
flucht wird. 
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Endlich in dm 4 Eierten giU befinden sich auch oo^ Strahlen der 
Ckmgruenz, welche je einen Kegelschnitt umhüllen. Denn für den Büschel 
des Netzes, der seine ©-Nullpunkte z. B. auf t^ hat, zerfällt die cu- 
bische Regelfläehe der Axen in den Strahl eiibü seh el ^^t^, der allein 
zum Gebüselie [^,J gehört, und eine Regelschaar; aber die Geraden 
derselben fallen alle in die Ebene g^i-i und folglich artet sie in einen 
Kegelschnitt aus. Sei nämlich $ ein beliebiger Punkt von tj, ^ seine 
Polare nach dem absoluten Kegelschnitte ^\ die durch ^,t, geht; 
Polare von p nach dem Gewinde, dessen ©-Nullpunkt ^ ist, d. i. 
Äse dieses Gewindes niuss durch 5ß gehen und ^^ treffen, weil p 
@ liegt und auch g^ trifft 

So sind die 5 singulären Kegelschnitte und 10 singulären Strahlen- 
büschel, welche wir für eine Congruenz 2, Klasse und 3. Ordnung 
(ohne singulare Linie) später allgemein nachweisen werden, für diese 
Congruenz dargethan. Von den Kegelschnitten ist im vorliegenden 
Falle keiner reell, und nur einer, ß^, in reeller Ebene gelegen. 

Die Geraden dieser Congruens haben je gleichen Parameter in Bezug 
auf 3 (und dann auf alle) Geraden der Grmd-EegelscJmar G (Nr. 123). 

Hieraus folgt, dass, wenn G eine paraboloidische Regelschaar ist, 
in welchem Falle alle Lothe auf der Leitebene der Sehaar den Para- 
meter oo in Bezug auf alle Geraden der Schaar haben, als Ort der 
Axen, nach Abzug dieses Bündels, sich eine Congruenz 2. Ordnung 
und 2. Klasse ergiebt. 



II. 

137 Gehen wir Über zum linearen bydcm ^ Stufe S^ von Gewinden, 

das man ein Gebüsche von Geumden nennt 

Es wurde schon erwähnt, dass die 'V Gewinde, welche zu zwei 
gegebenen Gewinden y/j, A und mfol^e dessen zu allen Gewinden 
des Büschels J^jIs in Involution sind, em fejatem 3. Stufe bilden von 
der Eigenschaft, dass alle Gewinde eines Buscheis, welcher zwei Ge- 
winde des Systems verbindet, demselben angehören (Nr. 131). 

Auch jedes Netz, das durch 3 Gewinde dieses Systems constituirt 
wird, und das wir uns ja durch Büsehelreihen erzeugt denken können, 
die von einer der 3 Constituenten ausgehen, gehört vollständig dem 
Systeme an. 

Die Axen der beiden Strahlengebüsehe im Büschel /^i^s sinii 
nach Nr, 108 allen Gewinden unseres Systems gemeinsam. 

Suchen wir nun aber ein solches System aus 4 constituirendcn 
Gewinden Tj, r^, T^, ^^ abzuleiten. IH^e Gewinde haben ä^ 
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same Strahlen g , g" (Nr. 35, 98). Dieselben sind, wie wir wissen, auch 
die gemeinsamen Geraden der beiden Strablennetze, in denen sieh 
zwei von den 4 Gewinden und die beiden übrigen durchschneiden. 

Zwei der Begelscbaaren, welche dreien von den 4 gegebenen Ge- 
winden gemeinsam sind, z. B. G^ss = T, T^ Tg und G,^^-:^^. r,r.,r^ 
haben zwei gemeinsame Leitgeraden , diejenigen des Strahlennetzcs 
r^r^, also haben sie, nach Steiner's Satz, selbst zwei gemeinsame 
Geraden (Nr. 10). 

Da diese beiden gemeinsamen Geraden g', g" auch imaginär werden 
köunen, so ist es wiinscheuswerth, die darstellende windschiefe In- 
volution (Nr. 87) zu besitzen, von welcher sie die Axen sind, oder 
auch eine elliptiseh-iovolu torische ßegelschaar, welche sie zu Doppel- 
strahlen hat. Wir haben gelernt (Nr. 133), für die Trägerfläche jeder 
der 4 Regeischaaren Q^^^,^ G^.^^, G^^, G^g^ zu einem beliebigen Punkte 
X die Polarebene zu eonstruiren. Diese 4 Polarebenen müssen in den 
Punkt X' zusammenlaufen, der auf dem Strahle, welcher von X aus- 
geht und g', ij" triift, der dem X zugeordnete 4*^ harmonische Punkt 
ist in Bezug auf die beiden Treffpunkte mit g' , g". In X und X' 
haben wir zwei entsprechende Punkte der gesuchten windschiefen In- 
volution und sind also im Stande, beliebig viele solche entsprechende 
Punkte uns zu verschaffen; so dass wir die genannte Collineation als 
gegeben ansehen dürfen und damit auch das Sirahlennetz, von welchem 
g und g" die Leitgeraden sind. 

Es sei y eine zu diesem Strahlennetze gehörige Regelschaar ; die 
Geraden ihrer Leitschaar A entsprechen sich zu je zweien in dieser 
Collineation und wir erhalten so eine involutorische Regelsehaar A, 
deren Doppelstrahlen g', g" sind und welche uns dieselben in noch 
etwas einfacherer Weise darstellt, falls sie imaginär sind.*) 

Schneiden wir in diesem Falle X mit einer Ebene, so sind die 
Spuren von g', g" in derselben durch eine couische Involution dar- 
gestellt, also auch durch eine gerade Involution, nämlich die der in 
Bezug auf den Träger-Kegelschnitt conjugirten Punkte auf der In- 
volutionsaxe, welche, da sie die beiden Spuren verbindet, der in die 
Ebene fallende Sti ihl de« Net/es {g g ] ist Folglich sind auch die 
beiden Strahlen eines Bijschels in dieber Ebene, welche nach den 
Spuren hingehen, durch eine btrahlenmvolution dirgesteüt Geschieht 



*J Man beachte dass während 6= fir zwei coojugirt inn^inaire Geraden 
I.Art (mit gememeamem leellen Punkte) nur eine darstdionde elliptiBt-he Miahlen 
in^olution giebt, bei znei conjugut imaginären &i.raden 2 Art cx>^ daisttUende 
elliptisch invoLutori sehe Eegelschaaien möglich sind das Lradentige dai'itdl nii" 
Gelilde ist d%c ,eUtptischc" toindsehtele Jwoliition (Nr 871 
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dasselbe auch noch bei einem zweiten Strahlenbüschel, so hami man 
mm diese beiden Büschel so projectiv auf einander hemhen, dass die g', 
hesw. g" treffenden Strahlen homolog sind, wnd ausserdem noch zwei ge- 
gebene reelle Strahlen a, a,; die elliptischen InYolutionen in den beiden 
Strahlenb lisch ein seien J, J^; ac, ß^Ci seien die Paare derselben, zu 
denen a, bezw. «j gehören, und hd, h^ä^ die zu ihnen harmonischen 
Paare (Nr, 85). Dann ist ahcd oder kürzer abc die Darstellung des 
einen von den beiden conjugirt imaginären Strahlen nach den Spuren 
von g', g" und cba die des andern, und wenn «i 6, c, *) der Sinn im 
andern Strahl enbüschel ist, in den durch Vermittelung der geraden 
und der conischen Punktreihen und der ßegelschaar k der Sinn abc 
übergeht, a^^^c-^ die Darstellung desjenigen von den beiden conjugirt 
imaginären Strahlen des zweiten Büschels, der dem ersten von den 
vorhinigen Strahlen entspricht, d. h. dieselbe von den beiden Geraden 
g' , g" trifft wie dieser, c^l}^a^ aber die des andern. 

Zur Festlegung der Projectivität hat man a und «j, h und b^, 
c und Cj entsprechen zu lassen.**) 

8 Nun sind wir im Stande, vermittelst der Sylvester' sehen Erzeugung 

des Strahlengewindes, das lineare System 3. Stufe oder Gd)iische S^ von 
Gewinden aus seinen 4 Gonstituenten r\, . . . ^^ kersustellen, denen g , g' 
gemeinsam sind. 

Es sei {A, a) wiederum ein beliebiger StraklenMsehel, (B, ß) ein 
anderer, der mit ihm einen Strahl c gemein hat; solcher giebt es oo^. 
Alle diese Büschel (B, ß) beziehen wir so projectiv auf (A, a), dass der 
Strahl c sich selbst entspricht und die von g', bezw. jr" getroffenen Strahlen 
einander entsprechen. Die oo* durch diese Paare projectiver Biischil er- 
äeugten Strafdengewvnde ÄoZie» infolge dessen alle g', cf' gemeinsam und 
büden das verlangte System. 

Da auch umgekehrt jedes Gewiüde, das durch g', g" geht, dem 
Strahlenbüschel (J., a) einen Büschel {B, ß) zuordnet, der mit ihm 
einen Strahl gemein hat und so zu ihm projectiv ist, dass dieser 
Strahl sich selbst entspricht und die von g', bezw. g" getroffenen 
Strahlen einander, so ergehen sich auf die obige Weise alle durch g', (/' 



Es seien 3 oder 3 Gewinde am dem Gebüsche S^ genommen; das 
Strahlennetz, bezw. die ßegelschaar, die ihnen gemeinsam sind, ent- 
halten g', g"\ also befinden sich alle Gewinde des Büschels, besw. des 
Netses, das sie consiMuiren, in S^. 

*) Diiuach richtet man die Beneimniig der beiden Strahlen Cj , d^ ein. 
**) Staudt, Beiti%e zur Geometrie der Lage Nr. 160. 
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Jedes Netz des Gebüselies ruft, wie wir wissen, zwischen dem 139 
Felde («) und dem Bündel (Ä) eine Correlation hervor, in der sich 
ein Punkt B von jenem und eine Ebene ß von diesem entsprechen, 
die durchweg incidiren und deren Strahlenbüschel (B, ß), in geeigneter 
Weise projectiv auf (^4, ß) bezogen, mit diesem Büschel ein Gewinde 
des Netzes erzengt. 

Zwei Netze von Sg bewirken also zwei Correlationen zwischen 
(k) und (A) und machen deshalb zwei in « beßndhche Felder so col- 
liuear, dass zwei Punkte oder zwei Geraden einander entsprechen, 
welche in den beiden Correlationen derselben Ebene oder demselben 
Strahle von (A) correspondiren. In beiden Correlationen entspricht 
jeder der Strahlen von (A, «) sich selbst, also thut er dies auch in 
der CoUineation ; wenn aber zwei coUineare Felder der nämlichen 
Ebene einen Büschel mit lauter sich selbst entsprechenden Strahlen 
haben, dann besitzen sie auch eine Punktreihe mit lauter sich selbst 
entsprechenden Punkten,*) Folglich haben wir eine gerade Linie in 
(k), deren Punkten _B in beiden Correlationen je dieselbe Ebene ß 
entspricht. Die Gewinde, welche von diesen auf (A, a) projectiv be- 
zogenen Büscheln (ß, ß) herkommen, gehören also zu beiden Netzen, 
und da die B in (a) in gerader Linie liegen , so bilden sie einen 
Büschel. 

Zwei zu demselben Gebihdie von Gewinden gehörige Hetze haben 
einen Büschel gemcm. 

Dass es oo' und nur oo^ gemeinsame Gewinde giebt, folgt dar- 
aus, dass diese Gewinde, ausser der zweifachen Bedingung der Zu- 
gehörigkeit zum Gebüsche, noch den beiden einfachen Bedingungen 
zu genügen haben, den beiden Netzen des Gebüsches anzugehören. 
Befänden sich aber irgend 3 von ihnen nicht in demselben Büschel, 
ao würde der Büschel, der zwei von ihnen, und dann wieder jeder 
Büsthel, dtr irgend ein Gewinde dieses Büschels mit dem dritten ver- 
bindet, zu beiden Netzen gehören, was nicht möglich ist. 

Ein Nets äes Gehüsclies und ein Büscliel desselben, der nidit mi 
Netze sieh befindet, Jiabett ein Gewinde gemein. 

Sie können nur eine endliche Zahl von Gewinden gemein haben; 
wären es mindestens 2, so würde deren verbindender Büschel, d. i. 
der gegebene dem Netze angehören. 

Das Netz bewirkt eine Correlation zwischen («) und (A), der 
Büschel eine Projectivität zwischen einer Punktreihe d in («) und 
einem Ebenenbüschel d^ in {A). In beiden Beziehungen sind ent^ 

*) Eeye, Geometrie der Lage 2. Äbtheilung S. 17 der 2. Auflage, 
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sprechende Punkte und Ebenen incident. In der Oorrelation entspreche 
der d von (te) die Gerade d' von (Ä); dann wird in beiden Beziehungen 
der Ebene d^d' ^ ß der Punkt B ^^ ßd entsprechen ; und dieser Büschel 
(ß, ß) giebt, in der vorgeschriebenen Weise projectiv auf (Ä, k) be- 
zogen, mit diesem das gemeinsame Gewinde. 

Drei Nelsc des Gebüsches haben also ein Gewinde gemein. 

Hingegen haben zwei Büschel des Gebüsches im allgemeinen 
kein Gewinde gemeinsam. 

140 Das Gebüsche S^ mit oo^ Gewinden hat oo^-^-ä^ also oo* Büschel, 

von denen von jedem Gewinde oo^ ausgehen, und oo^-^"^-^, also <x? 
Netze, von denen von jedem Gewinde c»^ ausgehen, durch jeden Büschel 
aber nur cx>^. 

Demnach ist das Gehüsdte mit seinen cx>^ Gewinden, cxi* Büscheln, 
oo^ Neken vergleichbar dem Funhtraume mit seinen oo^ Ptttikten, oo* 
Geraden %tnd co^ Ebenen. 

Wir vermuthen daraus die Möglichkeit, das Gebüsche auf den 
Punktraum collinear zu beziehen, d. h. so, dass den Büscheln und 
Netzen Gerade und Ebenen entsprechen. 

Die projective, bezw, collineare Beziehung des Büschels auf eine Ge- 
rade, des Netzes auf eine Ebene ergab sieh von selbst: sie sind projectiv, 
bezw. collinear zur geraden Punktreihe, zum Punktfelde ihrer Null- 
punkte für eine feste Ebene und damit auch beziehbar auf jede andere 
Gerade, oder Ebene. 

Geht man aber nun zum Gebüsche über, so erfüllen die Null- 
punkte nicht den ganzen Uaum, sondern nur die feste Ebene: jeder 
ist Nullpunkt für co' Gewinde des Gebüsches. 

Wir führen daher die Vergleichung des Gebüsches mit dem Punkt- 
raume noch etwas weiter. 

Die 00^ Büschel von Gewinden eines Gebüsches, die durch ein 
Gewinde gehen, und die oo* Netze, die es thun, sind vergleichbar den 
Strahlen und Ebenen eines Bündels des Punktraumes, die oo^ Netze, 
die durch einen Büschel gehen, den Ebenen eines Büschels. 

8üi S>' ein Netz des Gebüsches, das jenes gemeinsame Gewinde 
1er Büschel und Netze eines „Bündels" nicht enthält, so hat jeder 
Buschel des Bundeis mit demselben ein (veränderliches) Gewinde, 
jedes Netz einen Bnathe! gemein, und die Möglichkeit, das Netz S/ 
collinear zu beziehen, hat zui Folge, dass auch an solcher Bündel von 
Biisciieln und Netzen emn Gebiisehes von Gewinden eollinear bezogen 
iierdtn Jann 

Sei zweiteii'i S^" em Bu'ichcl des Gebüsches, der mit dem gemein- 
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saraen Büschel eines „Büschels" von Neteen kein Gfewiade gemein hat, 
„windschief gegen ihn ist", so hat jedes Netz dieses Netzehüschels mit 
dem Si° ein (veränderliches) Gewinde gemein, und dis Möglichkeit, 
den Büschel S^'^ projectiv zu beziehen , hat zur Folge, dass auch ein 
IBüschel von Netzen in einem Gebüsche von Gemnden projectiv "bezogen 
■werden kann. 

Wenn nun F,, F^, ... F^ 5 beliebige Gewinde eines Gebüsches S^ 141 
sind und Ai, Ä^, . . ., Ä^ 5 beliebige Punkte eines Punktraumes 2], so 
wollen wir eine coUineare Besiehung zwischen S^ und S herstellen, in 
welcher jene diesen entsprechen. 

Wir beziehen erstens den Netzebüschel durch /^Fg so projectiv 
auf den Ebenenbüschel um A^A^, dass den Netzen Fj^iF^, F^, F^ 
die Ebenen AiA^(A.j, A^, A^), zweitens den Netzebüschel durch FjF^ 
so auf den Ebenenbüschel A^A^, dass den Netzen F,Fs(r^, F^, Fr,) 
die Ebenen A-^A^^A^, A^, A^), und endlieh den Netzebüschel durch 
F^Fg so auf den Ebenenbüschel A^A^, dass den Netzen F^Fs{rj, F^, F^) 
die Ebenen A2A^(^A^, A^, Ar^ correspondiren. Jedem Gewinde F des 
Gebüsches S^ ist dann der Punkt A zugeordnet, in den die 3 Ebenen 
durch AjA^, AiA^, A^A^ zusammenlaufen, welche den nach F gehen- 
den Netzen der 3 Netzebüschel durch r,F.i, F^F^, -Hj-Ta entsprechen. 

Durchläuft nun Feinen Büschel S^ in Ä^, so werden die 3 Netze- 
biischel unter einander projectiv, derartig, dass je drei Netze sich ent- 
sprechen, die nach demselben Gewinde von S'^ hingehen; da nun Sj 
mit dem Netze FiF,Fg auch ein Gewinde gemein hat, so entspricht 
in den jetzigen Projectivitäten dieses Netz sich seihst. Daher werden 
auch die 3 EbenenbQsehel A^A^, A-^Ag, A^A^ projectiv, derartig, dass 
3 Ebenen einander entsprechen, welche in den frühereu Projectivitäten 
zwischen F^F^ und -^i-i^, u. s. w. 3 Netzen entsprechen, die jetzt zu 
einander homolog sind, d. h. nach demselben Gewinde von S^ hin- 
gehen. Also entspricht die Ebene ^1^.^2-^31 welche in allen 3 früheren 
Projectivitäten dem Netze FiF^Fj correspondirt, sieh selbst, 

Eolgiieh erzeugen je zwei der 3 projectiven Büschel A^A^, Ä^A^, 
A^A^ einen Strahlenbüschel und alle drei eine Gerade durch die Schnitte 
entsprechender Ebenen. 

Jedem Büschel des Gebüsches S.^ correspondirt also eine Gerade 
im Punktraume £. 

Ein Neiz lassen wir entstehen durch die Büschel, welche von 
einem festen Gewinde nach den einzelnen Gewinden eines Büschels S, 
hingehen; diesen Büscheln entsprechen also die Strahlen von einem 
festen Punkte nach den einzelnen Punkten einer Geraden; folglicli 
entspricht einem Netze des Gebüsches eine Ebene im Punktraume. 
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Damit ist die coUineare Bestehung swisdien Sg und S erreicht. 

142 Da ein Netz und ein Büschel eines Gebüsches von Gewinden ein 
Gewinde gemein haben, so construirt man das ganse Gebüsche aus seinen 
i Constituenten, wenn man 

1) eine von ihnen, etwa Tj, dtirch Büschel mit allen Gewind&n r^ 
des Nctses verbindet, das durch die 3 andern constituirt mrd; denn der 
Büschel, welcher Pj mit irgend einem Gewinde F von 8^ verbindet, 
hat mit dem Netze ^2^^^^ ein Gewinde F^ gemein; 

2) wenn man gwei der Constituenten, etwa F^, F^, mit allen Ge- 
winden F^ des Büschels F^F^ der beiden übrigen durch Netne, oder, was 
infolge der Büschelerzeuguog eines Netzes anf dasselbe hinauskommt, 
wenn man alle Gewinde r,j von F^F^ mit allen F^ von F^F^ durch 
Büschel verbindet; denn das Netz, welches von irgend einem Gewinde 
F von jSj mit F^F^ bestimmt wird, hat mit dem Büschel F^F^ ein 
Gewinde F^^ gemein. 

Hieraus folgt, dass die Polaren einer Geraden l in Beeng auf alle 
Geivinde eines Gebüsches ein Gewinde erzeugen; denn wenn l,,l,, lg, l^, l^ 
die Polaren von l nach F^, F^, F^, F^, Fx sind, so wird der Ort der 
Polaren durch alle Regeischaaren (llilx) erzeugt, bei denen l^ das 
Strahlennetz (ll^lsli) durchwandert, oder durch alle Strahlennetze 
(llj^h), deren 4 die Regelschaar (llj^) beschreibt (Nr 92, 105, 130). 

Damit haben wir die Abbildung des Gebüsches S3 auf etit Gewinde. 
Und weiter ersieht man, dass es in einem Gebüsche btets em Gewinde 
giebt, in Bezug auf welches eine gegebene Gerade ihie Bolaye in einem 
gt^ebenen Strahlenbüschel hat. 

143 Denken wir (Nr, 138) die sämmtlichen Gewinde von S^ durch 
den festen Büschel (A, a) and den veränderlichen (B, ß) erzeugt, so 
sind die Strahlen 6, welche je dem festen Strahle a von (A, «) ho- 
molog sind, die Polaren in Bezug auf die verschiedenen Gewinde; also 
erfüllen dieselben ebenfalls ein Gewinde, zu dem a gehört. 

Ist nun g wiederum eine gegebene Gerade, so soll der Inbegriff 
der sie enthaltenden Gewinde des Gebüsches ermittelt werden. Der 
von ihr getroffene Strah! von (A, a) sei a; die g treffenden Geraden 
des a zugehörigen Gewindes der b erzeugen ein Strahlennetz, zu welchem 
auch a gehört. Indem wir jeden Strahl desselben mit ß in i^ schnei- 
den und mit Ä durch ß verbinden, werden das Feld (k) und der 
Bündel (A) reciprok bezogen. Denn jede Ebene ß von (Ä) enthält 
nur einen Strahl des Netzes und dieser liefert einen Punkt B in («); 
ebenso umgekehrt. Beschreibt ß einen Ebenenbüschel in (A), ao durch- 
läuft der in ihr gelegene Strahl des Netzes eine Regelschaar, zu welcher 
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auch a, gehört, also seine Spur in (a) eine Gerade. Die Büschel 
{B, ß), deren Scheitel und Ebene in dieser Keciprocität entsprechend 
sind und die einen Strahl h des Netzes enthalten, erzeugen also mit 
{A, a), wenn sie so projeetiv auf diesen Büschel bezogen werden, dass 
die von den gemeinsamen Geraden g', g" getroffenen Strahlen einander 
entsprechen und der gemeinsame Strahl sieh selbst, — die von ff ge- 
troffenen a und h thun es infolge der Constructioo — die Gewinde 
eines Netzes. 

Alle Gewinde eines Gebmckes, welche eine Gerade g gemein haben, 
bilden ein Netz; GrunS-Begelschaar ist (gg'g")- 

Demnach bilden alle diejenigen, welche zwei Gerade g, ^i gemeinsam 
haben, einen Büschel; Grund- Strahlennetn ist {gg^g' g"); insbesondere 
entsteht auch durch alle Gewinde eines Gebüsches, die durch einen ge- 
gebenen Strahlenbüschel gehen, ein Büsdiel. 

Zu den 4 Constituentea eines Gebüaches S^ und also, weil das- 144 
selbe ja büschelweise erzeugt werden kann, zu allen Gewinden des 
Gebüsches oder kurz zum Gebüsche, sind rx^ Gewinde in Involution, 
welche nothwendig, infolge der Grunde igen schaff sich stützender Ge- 
winde, einen Büschel bilden müssen. 

Äg enthält oo"^ Strahlengebüsche und deren Axen müssen, weil 
g', g" zu allen gehören, diese beiden Grundgeraden von S^ treffen, und 
umgekehrt gehört jedes Strahlengebüsche, dessen Axe die Gruudge- 
raden g', g" von S^ trifft, zu jS^, weil damit diese beiden Geraden 
Strahlen des Gebüsches werden. 

Die Leitgeraden der Sh'ahlengebüsche, die sich in einem linearen 
Systeme 3. Stufe 8^ von Gewinden befinden, erfüllen das Strahlennets 
[g', g"\ dessen Leitgerade die Grundgeraden des Sg sind. 

Alle diese Geraden müssen nun zu allen Gewinden gehören, welche 
zu (S3 in Involution sind; also: 

Der Diischel von Gewindm, der au einem Gebüsche von Gewinden 
in Involution ist, geht durch das StroMennets , dessen Leitgerade die 
Grundgeradett des Gämsches sind (vergl. Nr. 137). 

Jedes Gebüsche von Gewinde)t ist mit einem Büscliel, und jeder 
Büschel mit einem Gebüsche verbunden, und demnach ist die Zahl der 
Gebüsche die nämliche, icie die der Büschel oder StraJtlennetze: c»^ 
(Nr. 88). 

Andererseits; jedes Gebüsche kann auf oo*'^ Weise durch 4 G-e- 
winde constituirt werden. An sich lassen sich 4 Gewinde auf oo*-^ 
Weisen zusammenstellen; also ist die Mächtigkeit der Gebüsche ac^~'-^. 

Zu jedem Gewinde T eines Gebüsches haben wir in jedem der 00^ 
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Büschel des Gebüsclies, die von ihm ausgehen, je ein Gewinde, das 
zu r in Invohition ist (Nr. 107); diese oo^ Gewinde bilden ein Netz, 
in welchem es cx>^ Gruppen von 3 Gewinden giebt, die sich gegen- 
seitig stützen (Nr. 132); also entMU das GehüscJie co" Gruppen von je 
4 Gewinden, die sich gegenseitig statten, und da jede solche Gruppe ein 
Gebüsche constituirt, haben wir cx>^* solche Gruppen im Räume (vergl. 
Nr. 132). Zu jeder können wir aus dem Büschel, der zu ihr und 
ihrem Gebüsche in Involution ist, oo^ Paare sieh gegenseitig stützen- 
der Gewinde herausnehmen und haben so wieder die oo'^ Gruppen 
von je 6 Gewinden, die gegenseitig in Involution sind. — 

"Wenn die beiden Grundgeraden eines Gebüsches einander sehneiden, 
so haben alle Gewinde desselben den durch sie bestimmten Strahlen- 
büscbel gemeinsam, und wir erhalten so den interessanten Specialfall 
des Inhegriffs aller Geivinde, weldie enten Siraklenbüschel oder einen 
Punkt und seine Nullebene gemeinsam haben. 

Der Büschel, der zu einem solchen linearen Systeme 3. Stufe in 
Involution ist, besteht aus lauter Gebüschen, welche die Strahlen des 
„Grund-Strahlenbüschels" des Systems zu Leitgeraden haben, 

14Ö Das Gebüsche wollen wir nun auch dazu benutzen, um festzu- 

stellen, dass die 3 Gewinden gemeinsame Begelsdiaar auch gang imaginär 
sein kann und in weldter Weise der Übergang von reellen su imaginären 
Begelschaaren stattfindet. 

Es seien f,, Tg, Fg derartig, dass keiner der 3 verbindenden 
Büschel ein reelles Gebüsche enthält (Nr. 126); mag uun die gemein- 
same Rpgelsehaar reell oder imaginär sein, jedenfalls giebt es Gerade, 
welche sie nicht reell schneiden. Sei l eine solche Gerade und V^ 
das Strablengebüsche, das sie zur Axe hat. Also sind die Grund- 
geraden /, g" des Gebüsches T^ F^ F^ F^ imaginär. Wenn F^ den 
Büscliel ^3^4 durchläuft, so haben die Trägerflächen der Regeischaaren 
F^F^Fx diese Grundgeraden g', g" und die beiden ebenfalls imaginären 
Leitgeraden X, l" des Strahlennetzes ^^^^ gemein. Jeder Fläche dieses 
Flächenböschels und ihrer g', g" enthaltenden Regelschaar entspricht 
ein Gewinde Fi von F^F^, bestimmt durch irgend eine Gerade dieser 
Regelschaar, und umgekehrt. Zu dem Flächenbüschel gehören auch 
Kwei Ebenenpaare aus conjugirt imaginären Ebenen g'V, g"l" ; g'X' , g"X, 
welche durch ihre reellen Doppelgeraden, von denen die eine die con- 
jugirt imaginären Punkte g'X' und g"X, die andere die ebenfalls con- 
jugirten Punkte g'X und g"X' verbindet, reelle entsprechende Gewinde 
ffl, Fdo im Büschel F^F^ bestimmen. 

Diese Ebenenpaare bilden im Flächen bü sc hei den Uebergang von 
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den einraanteligen Hyperboloiden zu den imaginären Ellipsoiden, — 
denn nur diese haben rein imaginäre Geraden und zwar jene neben 
reellen, diese ohne solche; die zweimanteligen Hyperboloide und die 
reellen Ellipsoiiäe haben nur punktirte Geraden — und die Regel- 
sehaaren gehen von reellen über durch ein Paar von imaginären 
StrahlenbOscheln mit reellem gemeinsamen Strahle {g' l", g' l') *), 
{g"l', g"l"), bezw. {g'V, g'l"), ig"l", g"V) zu ganz imaginären. Das 
Hyperboloid hat sieh, immer enger werdend, beim Uebergange auf 
seine nicht reell achneidende Axe zusammengezogen. 

Da r\, als Gebüsche, mit 111^2 eine reelle Schaar gemein hat, 
(Nr. 126), so ist die Regelschaar Fj^F^r^ reell oder imaginär (d. h. 
zu einem reellen einmanteiigeu Hyperboloide oder zu einem imagi- 
nären Ellipsoide gehörig), je nachdem im Coutinuum der Gewinde des 
Büschels -TgT^ das Gewinde J], von F^ durch keins der beiden Ge- 
winde F^, Ff^ getrennt, oder durch eins getrennt wird, oder je nachdem, 
wenn g^, g^, g^, g^^, die 4 Strahlen sind, welche diese Gewinde einem 
beliebigen Strahlenbüschel zusenden, die Paare g^g^, gi,goa ^^^^ hyper- 
bolische oder elliptische Involution bestimmen oder, kürzer, hyper- 
bolisch oder elliptisch liegen. 

Ist die Grund-Hegdschaar imaginär, so hat das Netz kein einstiges 
reelles Strahlengebüscke. 

Ein Gebüsdie von Gewinden aber enthält immer oo- reelle Strahlen- 
gebüscJie, da das Strahlennetz [/, ;/'], das durch die Axen derselben 
erzeugt wird, reell ist, mögen die Grundgeraden g', g" des Gebüsches 
reell, oder eoiijugirt imaginär sein. 

Wir haben nun den Complex zu untersuchen, der durch die Axen 1 
eines Gebüsches S^ von Gewinden gebildet wird. 

Es sei (P, i) ein beliebiger Strahlenbüschel, $ ein Punkt, der die 
f® durchläuft; dann dreht sich die zu P^ normale Ebene si, die 
durch P geht, um die Senkrechte </„ auf « in P. Jeder der Strahlen- 
büschel (P, !t) scheidet aus Sg einen Büschel S^ aus, dessen Gewinde 
durch ihn gehen (Nr. 143). Alle diese Büschel befinden sich in dem 
Netze B^ der Gewinde von S^, welche g^^ enthalten; zur Grund-Kegel- 
schaar desselben gehört ^i,; und die Gerade f,, der Leitschaar, welche 
durch P geht (d. i. der Strahl aus P nach dem Netze \J , ^"J), ist Axe 
eines Strahlengebüsches , zu dem alle cx>i Strahlenbüsche] (P, ir) ge- 
hören und welches deshalb allen Sj gemeinsam ist. Die ©-Nullpunkte 
der Gewinde eines solchen Büschels liegen auf einer Geraden u uud 

*) (S'^"' Ü^) i^* '1^'^ Strailenbiiscliel mit dem Scheitel q'I" und der 
Ebene gt . 
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diese Geraden bilden in @ einen Stralilenbüschel um den ©-Nullpunkt 
des Gebüaches [y. Derselbe ist ersichtlich zu dem Ebenenbüsehel 
der Tt und zur Punktreihe der 9ß projeetiv und zweimal gebt deshalb 
ein Strahl ii durch den entsprechenden ?ß; dann ist ^ Nullpunkt von 
(S in Bezug auf ein Gewinde desjenigen Büschels S^, der durch den 
Büschel (P, n) geht, dessen Ebene je zu P^JJ normal ist; d. h. P^ 
ist Axe dieses Gewindes. In den Büschel [P, e) fallen also 2 Axen. 
Die Axen der Gewinde eines linearen Systems 3. Stufe S^ von Ge- 
winden hiläen einen Gomplex 2. Grades. 

Za. demselben gehört das Str(Mennetz [g', g"], dessen Leitgerade die 
Gnmdgeradeii von S^ sind, vollständig, weil es durch die Axen der Ge- 
büsche von S^ gebildet wird. 

Da dieses StrahlennetK einen Strahl f| in @ hat, so enthält Sj 
ein Strahlen gebüsche mit unendlich ferner Treffgeraden und also <x>^ 
Axen, von welchen die einen den Bündel der sämmtlichen Normalen 
zu den Ebenen nach jener Geraden, die andern das Strahlenfeld in @ 
bilden (Nr. 125). 

Folglich geltort m unserm Complexe der Bündel aUer Parallelen 
mm RauptstraMe h des Strahlennelses [g', g'"] und das unendlich ferne 
Skahlenfeld. 

Letzteres lehrt, dass alle endlidien Axen von Gewinden des Ge- 
büsches, die von einem unendlich fernen Punkte 11 heriommeit, einen 
StraMenbüschel bilden. 

Das ist unmittelbar ersichtlich; denn alle Gewinde von S^, für 
welche U der ©-Nullpunkt ist, d. h, die den Strahlenbüschel (U, ©) 
enthalten, bilden einen Büschel S^. Jener Strahlenbüschel projieirt 
die gerade Punktreihe der Nullpunkte, in Bezug auf die verschiedenen 
Gewinde von iS^, einer Ebene, die zur Richtung nach U normal ist. 
In Bezug auf alle Strahlen dieses Complexes hcAen g' und g" je 
gl^fi^i Parameter, da sie zugleich in jedem der Gewinde sind, die 
diese Strahlen zu Axen haben. Also ist er identisch mit dem in Nr. 122, 
123 betrachteten Complexe A^; er gehört nicht blos sum Gebüsche (ß, g"), 
sondern noch su od' aiidern, deren Grundgeraden aus //, g" so construirt 
werden, wie a. a, 0. die Mj, v, aus den u, v. 

Zu diesem quadratischen Complexe gehören aber auch die ieiden 
Strahlennetze der Geraden, welche g , iezw. g" rechtwinklig schneiden. 
Denn das Gewinde, welches g" enthält und eine g' rechtwinklig schnei- 
dende Gerade zur Axe hat, enthält deshalb auch g'. 

Sind daher g, (]', ij" drei beliebige Geraden, so haben die beiden 
zu g und g' , bezw. zu / und g" geborigen Complexe, ausser dem 
Strahlenfeld in der unendlich fernen Ebene und dem Strahlennetze 
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der g rechtwinklig schneiderideu Geraden, noch eine Congruenz 3. Ord- 
nung 2. Klasse gemein, die Congruenx der Äsen der Gewiode durch 
die Regelsehaar ij g" g") (Nr. 134). 

Die Gewinde, welche eine gemeinsame Ase g' haben, bilden einen 
Büschel (Nr. 125); folglich gieht es in jedem Strahlenbiischel einen 
Strahl, der einen bestimmten Werth des Parameters in Bezug auf g' 
hat. Daraus erhellt, dass die beiden Büschel, welche g', hezw, g" zur 
gemeinsamen Axe aller ihrer Gewinde haben, zu einander projectJ7 
sind mit solchen Gewinden als entsprechenden, die denselben Para- 
meter besitzen. Unser quadratischer Complex ist daher der Ort der 
Strahlennetze, in denen entsprechende Gewinde dieser Büschel sich 
durchschneiden (vergl. Nr. 159). Im Strahlennetze [g, g"} schneiden 
sich die Gewinde vom Parameter 0, im unendlich fernen Felde und 
dem Böndel der Parailelstrahlen zu h die beiden vom Parameter oo, 
die Gebüsche der zu g', bezw. g" rechtwinkligen Strahleu. 



Das lineare Syslera vierter Stufe (Gewebe) von Gewinden und der 
lubegriff aller Gewinde. 



Zu einem linearen Systeme 4. Stufe S^ von Strahlengewindeii, von 147 
Heye*) lineares Gewebe von Complesen genannt, führt uns der In- 
begriff der oo* Gewinde, welche sich auf ein gegebenes Gewinde A 
stützen; weil eben in jedem Büschel, welcher zwei von diesen Ge- 
winden verbindet, alle Gewinde in Involution zu A sind. 

Gehen wir aber von 5 gegebenen Gewinden r", , F^, . . ., F^ aus, 
sü werden wir das durch sie constituirte System S^ am besten er- 
halten, wenn wir alle Gebüsche Fir^r^r^ herstellen, deren veränder- 
liche Constituente F^ den Büschel F^F^ durchläuft. 

Die verschiedenen Gewinde Fx schneiden in die Grund-Regel- 
schaar G,^^ des Netzes Fj^F^r^ die Paare der Grundgeraden g-^gi' jener 
Gebüsche ein und dadurch wird diese Regelschaar involutorisch ; denn 
jede Gerade der Regelschaar als g^ oder g^' bestimmt die andere ein- 
deutig und in gleicher Weise. 

Demnach haben wir erstens den Satz: 

*) Journal f. Mathematik Bd. 95 S. 334. — Ich werde es kurz „Gewebe" 
ohne „linear" nennen, um bo für alle i Stufen linearer Sjeteme von Gewinden 
einen bequemeren Namen eu haben. 
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Die Paare der Geraden, welche eine Eegelschaar mit den verschiedenen 
Gewinden eines Büschels gemmn hat, bilden eine Involution, 

und zweitens folgende Entsteh ungs weise eines linearen Systems 
4, Stufe von Gewinden: 

Sämmtlieke Gebüsche von Gewinden, welche je swei gepaarte reelle 
oder eonjugirt imaginäre Geraden einer involutorischen Eegelschaar su 
Grundgeraden hc^en, bilden ein lineares System 4. Stufe von Gewinden. 

Da also die Leitgerade eines Strablengebüsclies dieses Systems 
Si zwei zusammengehörige Grundgeraden trifPt und umgekehrt jede 
Gerade, die dies thut, Leitgerade eines Strahlengebüsches von JS4 ist, 
so hat man (Nr 71): 

Die Leitgeraden der Straklengebiische eines linearen Systems 4. Stufe 
von Gewinden hilden selbst ein Geteinde A. 

Wenn die 5 constituirenden Gewinde einen Strahl gemein haben, 
so wird die involutorische Eegelschaar parabolisch und alle Gewinde 
von S^ enthalten diesen Strahl. Wir nennen ein solcbes specielles 
Gewebe Gewebe mit Grtmdstrahl. 
148 Es sei wiederum. (A, «) ein beliebiger Strahlenbüschel, (B, ß) 

einer von den co* Strahl enb ü s ehel n , welche mit ihm einen Strahl ge- 
mein haben. So stellen wir zwischen (A, a) und (B, ß) die Projec- 
tivität her, in der dieser Strahl c sich selbst entspricht und die 
Strahlen von (B, ß), welche irgend zwei gepaarte Geraden y^g^" der 
involutorisehen Regelscbaar Gj^^a treifen, den Geraden von {^A, a) cor- 
respondiren, die bezw. dasselbe thun; wir erhalten so die sämratliehen 
Gewinde eines der obigen Gebüsche r^r^r^Fn und wenn wir gjg/' 
durch die involutorische Regelscbaar bewegen, unser ganzes Gewebe S^. 

Es seien {B^,, ß^), (B^, ß,) irgend zwei der möglichen Büschel 
(S, ß), g^', g^'\ (/,', 3r" die Paare der involutorisehen Eegelschaar, die 
zur Bestimmung der Projectivität zwischen {B^, ß^), bezw, (iJ,, ßj) 
nnd {A, a) dienen, und Tg, F, die erzeugten Gewinde; ferner sei B 
ein Punkt von Bf^B., und ß die Ebene, die ihn mit ß^ß^ verbindet 
Dann hat (S, ß) auch einen Strahl mit (A, a) gemein und der Büschel 
r^F, enthält ein Gewinde F, dds vermittelst der Strahlenbüschel {A,a), 
{B, ß) entsteht. Dieser Büschel schneidet ferner in die Regelschaar 
(?i23 eine Involution, von welcher g^', g^"; g^', g{' zwei Paare sind, die 
also mit der obigen identisch ist; folglich schneidet auch V ein Paar 
g , g" dieser Involution ein. In der Projectivität zwischen (^, a) und 
{B, ß), welche F erzeugt, sind also auch die von g', g" getroffenen 
Strahlen dieser Büschel homolog; d. h. F gehört zu jS^. 

Der Büschel, der zwei Gewinde eines Gewebes S^ verbindet, gehört 
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Und da ein Netz, ein Gebüsche aus ihren Constituenteii büschel- 
weise hergestellt werden können, so folgt weiter: 

Das Netz oder das Gebüsche, das durch 3, hezw. 4 Gewinde eines 
Gewebes S,, constituirt wird, gehört ganz zu demselben. 

Weil der Büschel J^b-T? dieselbe involuiorische Regelschaar in 
Gi;g hervorruft, wie F^P^', so sehen wir, dass bei der Herstellung des 
Systems S^ dieser Büschel durch jenen, also jeden beliebigen Büschel 
von S4 ersetzt werden kann. 

Der Inbegriff aller Gewinde des Systems S^, welche durch eine 149 
gegebene Gerade g' gehen, wird durcli alle Netze gebildet, welche aus 
den erzeugenden Gebüschen rir^rart oder kürzer Gi^^Fx durch die- 
jenigen ihrer Gewinde ausgeschieden, welche g' enthalten. Die Grund- 
Regelachaaren O^ dieser Netze sind durch g' und irgend zwei gepaarte 
Geraden gt'gx" der ■involutorischen Regelschaar G^^g bestimmt. Wir 
haben nachzuweisen, dass alle Gx noch eine zweite Gerade gemein 
haben. 

Die zugehörigen Leitschaaren i^t haben ersichtlich alle die beiden 
von g' getroffenen Geraden V, l" der Leitschaar ij^g von G^^^^ gemein; 
also folgt zunächst, dass auch zwei G^ ausser g' noch eine zweite 
Gerade gemein haben; g" sei diejenige, die zweien von diesen Begel- 
schaaren, G,, G^, gemeinsam ist. J^j, F^ seien die Trägerflächen 
von Gj, G^; alle Flächen des Büschels F^F^, welcher das Vierseit 
l'l"g'g" zur Basis hat, .haben mit i,^^ zwei Gerade gemein, nämlich 
sämmtlich die beiden Geraden V, l" , also nach Steiner's Satz auch 
zwei Gerade mit Gi^j, und da diese beiden Geraden sich gegenseitig 
eindeutig und gleichartig bestimmen, so bilden sie eine Involution, 
welche mit der vorhandenen der gx'gx" die beiden Paare g,\ g^"; 
Wj Di" gemein hat, also mit ihr identisch ist; folglich sind die Flächen 
unseres Büschels diejenigen, welche die Schaaren G^ tragen, und diese 
haben alle g" gemein. Also: 

Alle Begelschaaren, welche durch eine feste Gerade g' und je die 
Paare einer mvolutorischen Segelsdtaar gehen, haben noch eine zweite 
Gerade g" gemein. 

Und: 

Alle Gewinde eines linearen Systems 4. Stufe 8^, welcJie durch eine 
Gerade g hindurchgehen, gehen noch durch eine zweite g" und biläejt 
also ein Gebüsche in Sj. Und folglich bilden alle diejenigen, welche durch 
2, 3 gegebene Geraden hindurch gehen, ein Netz, einen Büschel im Ge- 
tvehe S^. 

Durch 4 Gerade wird aus S^ ein Gewinde ausgeschieden. 
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Ein Qebüsdic uud eilt Büscfiel von S^ hohen ein Gewinde fjemein: 
es ist dasjenige des Büschels, das durch eine der Grundgeraden des 
Gebüsches geht. 

Daraus folgt wiederum, dass man ein heliebitjes Nets des Gewehes 
1S4 mit allen Gewinden eines beliebigen Büschels von 8^ verbinden Jiann, 
tmi S^ sw erzeugen. 
150 Durch jedes Nets des Gewebes S^ gehen also c»^ Gebüsche desselben: 
ein Büschel von Qebiis(^ien des Gewebes. Die einzelnen Gewinde eines 
beliebigen Büschels Äj von S^ bestimmen mit dem Netze die Gebüsche. 
Die aich so ergebende eindeutige Beziehung dei Gebusthe auf die Gewinde 
des Buscheis, bei dei jedes Gebüsche dem Gewinde entspricht, durch 
welches es geht lehrt, dass ein iolcho Büschel Mn Gebu''Cf'e» pojecho 
becoqmt iierden Lann, wii weiden dies bald benutzen, um zu eikennen, 
dass und wie S^ auf ein anderes lineares Gebilde 4 Stute eollmear 
bezogen werden kann 

Ebenso folgt aus dem obigen Satze, dass von jedem Geninde des Si 
oc* Bn-'chel ausätiahlen, die m S^ gehoten, sie geben nach den vei 
schiedenen Gewinden eines Gebüsches von S4 

Auf der Grund Begehchaar jedes Netzen von S^ hat man etne In 
voluhon, uelclte durch jeden behebigen Büschel lon 8^ emgesclimtteii wird, 
der mit dem Netze lein Geutnde gemein hat und also mii ihm zui Her- 
slellunq von S^ benutzt »et den Juinn 

Alle Gewinde lon S^, nelche A Getadt r/j 9^ der Gritnd Eei/el 
scliaai emei Ndzes von S^ enthalten, gehen dmch du, ganze Begclsthaar 
und gehören zum Netse 

Denn da die Gewinde des Netzes durch g^, g^ gehen, so müssen 
die beiden Geraden g^', g.^', durch welche nach dem obigen Satze 
(Nr. 149) alle g^, g.^ enthaltenden Gewinde von S^ gehen, der Grund- 
Regelschaar angehören; also haben alle fraglichen Gewinde mit der- 
selben 4 Gerade gemein. 

Ebenso gehört ein Gewinde des Gewebes S4, zu einem Büschel des- 
selben, wenn es durch 3 Strahlen des Grund- Strahlennetzes des Bii- 
scliels geht. 

Denn es hat dann 6 Strahlen mit demselben gemein. Es scheint, 
als wenn 2 Strahlen g{, g^ genügen, weil früher erkannt ist, dass 
ein Strahleniietz einem Gewinde ganz angehört, wenn es 4 Strahlen 
mit ihm gemein hat; aber das müssen 4 solche Strahlen sein, die ein 
Strahlennetz bestimmen, also nicht 4 Strahlen einer Eegelsebaar, wie 
das (//, g^, gl', g^' nach Obigem sein würden.*) 

*) Wir erhalten ajialog bei S^: 

Ein Gewinde vo» S^ gehört su einem l>felze, hezw. einem Siischd dieses Sy- 
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Also ist das gemeinsame Gewinde eines Gebüsches und eines 
Büschels des Systems S^ auch dasjenige des ersteren, das durch 3 be- 
liebige Strahlen des Grund- Strahlennetzes des letzteren geht. 

j^wei Neiise von S^ haben, im allffemeinm, ein Gewinde gemein: 
dasjenige des einen, das durch awei Gerade der Grund-Regelschaar 
des andern, also dasjenige von S^, das durch zwei Gerade von jeder 
der beiden Griind-Regelschaareu geht. 

Wmn sie zwei gemein Mhen, so gehört der verbindende Büschel m 
leiden Netsen, nnd sie befinden sich dann in demselben Gebüsche von S.,, 
das wir durch zwei Gewinde dieses Büschels und je ein weiteres aus 
jedem der beiden Netze constituiren. 

Durch jeden Büschel von S^ gelten co^ Neize von S^. 

Zwei GeMisdie des Gewehes haben ein Neig gemein: den Inbegriff 
aller Gewinde von S^, die durch je eine Grundgerade des einen und 
des andern Gebüsches gehen. 

Ein Gebüsche und ein Nets oder, was dasselbe ist, S Gebüsche von 
S^ haben einen Büschel gemein. 

4 Gebiisdie von S^ liaben ein Gewinde geniein. 

Ein Netz und ein Büschel oder zwei Büschel eines S^ sind ohne 
gemeinsames Gewinde, also „windschief gegen einander". 

Wenn aber ein Netz und ein Büschel von S^ ein, jedoch nur ein 
Gewinde gemein haben, so befinden sie sich in demselben Gebüsche 
von Si, das durch das gemeinsame Gewinde, je zwei weitere aus dem 
Netze und ein weiteres aus dem Büschel constituirt wird. Zwei ge- 
meinsame Gewinde bringen den Büschel ganz in das Netn. 

Zwei Böschel aus S^, welche durch dasselbe Gewinde gehen, „sich 
schneiden", gehören demselben Netze an. 

Die Mächtigkeit der linearen Systeme 4. Stufe 1S4 von Gewinden 1 
und der niedrigeren linearen Systeme in einem 5^ wollen wir lieber 
durch eine allgemeine Betrachtung ermitteln, die auch die früheren 
Fälle mit umfasst. 

Ein lineares System i*" Stufe 8i von Gewinden hat ( -{- 1 Con- 
stituenten, die man ans seinen co" Gewinden auf oo'<'+i> Weisen wählen 
kann, so dass es auf so viele Weisen constituirt werden kann. Aus 
den CO* Gewinden des Baumes kann man die s + 1 Constituenten 



Sterns, wenn es durch 1 Strahl der Gnmd-JRegelschaar, heew. durdi 2 Strahlen d 
G-rand-Slrahlennetses geht, 
und bei Sg: 

Ein Gewinde eines Netzes gehört zu einem Büschel ä 
1 Strahl des Grund-Strahlennetzes geht. 
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auf oo^l'+il Weisen, aus den oo* Gewinden eines St auf oo*l'+'l Weisen 
herausnehmen. 

Es giebt daher oo*^— 'll'+" lineare Systeme i^'' Stufe St von Gewinden 
im 'Baume, also oo" Büschel, oa^ Netse, cxj* Gebüsche, wie wir schon 
gefunden haben, und oo^ lineare Systeme 4. Stufe. Ferner in einem 
linearen Systeme Ic'^ Stufe von Gewinden gieht es co<*— 'l i'+i) Systeme ^' 
Stufe (i < h"), also insbesondere stets oo"' S^—i. 

Wir haben oo^ Büschel in einem Netse, oo^ Büschel und oo' Nei^e 
in einem Gebüsche und endlich oo^ Büschel, <x>^ Netse, oo* Gebüsche in 
einem linearen Systeme S^ von Gewinden,*) 

152 Es kann nur noch eine endliche Zahl von Gewinden geben, die 

zu den 5 Constituenten eines S^ und, weil dieses aus ihnen durch 
lineare Systeme niedrigerer Stufe erzeugt werden kann, zum ganzen 
Systeme in Involution sind; diese Zahl ist 1, weil 2 Gewinde von 
dieser Eigenschaft einen ganzen Büschel nach sich ziehen würden. 

Zu jedem linearen Systeme d. Stufe von Gewinden giebt es stets ein 
Gewinde, das zu ihm, d. h. zu allen seinen Gewinden in Involution ist 
(vergl. Nr. 147). 

Die Axen der Strahlengebiische von jS^ müssen sich nach Nr, 108 
in diesem Gewinde befinden; nun erhielten wir aber in Nr. 147, dass 
diese Axen selbst ein Gewinde bilden. 

Also ist das Gewinde, das su einem gegebenen linearen Systeme 
4. Stufe von Gewindm in Involution ist, das Getvinde A der Leitgeradm 
der oo^ Strahlengebüsche in dem G-ewebe. 

Die oo^ Baare, die man aus den Strahlen von A bilden kann, sind 
die Faare der Leitgeraden der Gnmd-StraJdeiinetze der fxß Büschel, die 
oo" Regeischaaren von A die Leitschaaren der Grund-Megelschaaren der 
oo^ Netse und die c»* StraMennetse von A sind die Oerter der Axen 
der Strahlengänische in den oo* Gebüschen deß Gewebes.'^) 

Da diese Axen je sämmtlich die beiden Grundgeraden q g" des 

) D d Z kl d K K 1 h tte m Eb 1 nf U oo t It 

ü Ib E g b h f d 1 '^y tem K 1 h tt 

) M t j d m Im t m A t if (t < 5) K 1 b tt t 
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ibnhcbe lineaie Bedingung, zu deren BLDennung lvi,j e aucb das Woit stutzen 
anwendet, em lineares System (4 — S)'^'' Stufe verbimden, aber nicht derselben, 
sondern dualer Art in dem einen sind die Kegelschnitte Punkt-, im andern Tan 
gentengebilde 

Ig unsetm Falle jedoch sind die Systeme in sieb duale Gebillp iini diher 
die beiden einander zugeordneten von gleicher Art, nur (im allger 
Stufe verschieden 
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Gebüsches treiFen, so sind diese die Leifcgeraden des betreffenden 
Strahlennetzes. Also auch:. 

Die oo* Faare von G-rundgeraden g, g" der Gebüsche des Gewebes 
S^ sind die Paare der Leitgeraden der Strahlenneize von J, oder kürzer: 

Je gwei msammengejtörige Grundgeraden g', g" eines Gebüsches des 
Gewebes sind in Sezvg auf A polar. 

Wie, aus einer involutorischen Kegelschaar, ein Gewebe dadurch 
abgeleitet wird, dass man alle gepaarten Geraden der Regelachaar zu 
Grundgeraden eines Gebüsches macht; so wird das Gewinde A, das 
zum Gewebe in Involution ist, durch die involutorische Regelschaar 
erzeugt, d. h. ist dasjenige, dessen Strahlen je zwei gepaarte Geraden 
der Regelschaar zugleich treffen (Nr. 71). 

In einem Gewehe gtebt es stets ein Gewinde, welches durch zwei ge- 153 
gebene Strahlenhüschd geht, oder, was dasselbe ist, für welches zwei ge- 
gebene Geraden polar sind. 

Die Bedingung, zwei gegebene Geraden l, t zu Polaren zu haben, 
ist für ein Gewinde vierfach, aber der Specialfall davon, dass eine Ge- 
rade l zu sich selbst polar ist oder dem Gewinde angehört, ist nur 
einfach. Dieser Widerspruch löst sieh in folgender Weise auf. Wenn 
die beiden Geraden l und t verschieden sind, so ist für das Gewinde 
ein Strahlennetz vollständig gegeben und damit kann man im allge- 
meinen Falle die Bedingung als äquivalent ansehen; durch das 
Strahlennetz werden die Punktreihe auf einer der beiden Geraden und 
der Ebenenbüschel um die andere projectiv gemacht; fällt aber l' mit 
l zusammen, so wird das Strahlennetz unbestimmt und erst dann fest- 
gelegt, wenn die Projectivität zwischen der Punktreihe auf l und dem 
Ebenenbüschel um l bestimmt wird, was auf ao* Weisen möglich ist. 
Also ist die Bedingung, dass die Gerade l zu sich polar sei, erst, wenn 
sie mit einer bestimmten Projectivität zwischen ihrer Punlctreihe und ihrem 
Bbenenbüschel vereinigt wird, mit der Bedingung, dass l und T polar 
seien, gleichwerthig. 

Wenn eine der beiden Geraden l und V die unendlich ferne Ge- 
rade der zur andern senkrechten Ebenen ist, so wird diese Äxe des 
Gewindes. 

^s gieht also in einem Gewehe stets ein Gewinde, das eine gffgehenc 
Gerade zur Axe hat. 

Oder, wir benutzen die involutorische Regelschaar, durch welche 
wir, nach Nr. 147, das Gewebe erzeugen; die Gewinde, welche eine 
gegebene Gerade zur Axe haben, sehneiden in dieselbe Regelschaar 
eine zweite Involution ein; das gemeinsame Paar beider Involutionen 
giebt das Gewinde im Gewebe, das die gegebene Axe hat. 
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154 Hält man nun V fest und lasst l den Raum durchwandern, so 

hat man eine eindeutige Ahhüdung des Gewebes S^ auf den Strahlenraum. 
Jedem Gewinde des S^ entspricht eine Gerade l und umgekehrt. Be- 
wegt sich das Gewinde innerhalb S^ in einem Büschel, einem Netze, 
oder einem Gebüsche, so durchläuft l eine Regelschaar (Nr. 105), ein 
Strahlennetz (Nr. 130), ein Strahl enge winde (Nr. 142). 

Alle diese Gebilde gehen durch T , so dass dieser Strahl ein sin- 
gulärer Strahl der Abbildung ist; ihm entspricht nicht blos ein Ge- 
winde in S^, wie jedem andern Strahle des Raumes, sondern oo^, die 
ein Gebüsche S^' bilden, da sie alle V cnthalteu. Dies Gebüsche S./ 
hat mit jedem Büschel, Netze oder andern Gebüsche von 64 ein Ge- 
winde, einen Büschel, ein Netz gemein. Demnach ist bei der Ab 
bildung eines Büschels von S^ in eine Regelsthaar l nicht ins gezeichnet, 
wohl aber bei der Abbildung eines Netzes, bezw Gebüschen von Ge 
winden in ein Strahlennetz, bezw, Strahlengewinde, dabei entspiicht 
der t ein ganzer Büschel im Netze, bezw. ein ganzes Netz im Gebüsche 

Weil die Regelschaar und das Gewinde, die emem Büschel, bezw 
einem Gebüsche von S^ entsprechen, ausser l nui noch einen Strahl 
gemein haben, so zeigt sich auch hieraus, dass der Büschel und das 
Gebüsche ein Gewinde gemeinsam haben. Das Stiahlennetz und das 
Gewinde, die einem Netze, einem Gebüsche von 5^ entspiei-hen durch 
schneiden sich in einer durch l' gehenden Regelschaai, dieser ent- 
spricht der Büschel, «eleher dem Netze und dem (Tcbüsche ge 
meinsam ist. 

Welche Systeme aber von Gewinden in S^ entsprechen einem 
Strahlen-Büschel, -Bündel oder -Felde des Raumes (i)V 

Es seien (j, I2 zwei Strahlen eines Strahlenbüschels (L, 1) in (l), 
fi, r^ die Gewinde von S^, in Bezug auf welche Ij^, l^ Polaren von 
l' sind; dann liegt der Nullpunkt der Ebene A in Bezug auf beide 
auf l\ oder beide Gewinde sowie sämmtliche übrigen des Büschels 
r^r,^ haben den Strahlenbüschel (JlT, il) gemein; daher ist der Punkt 
II' ein Punkt der einen Leitgeraden des Grund -StrahJennetzes oder 
die Äxe des einen Strahlengebüsches des Büschels r^J^g trifft l'\ in 
Bezug auf dieses hat dann V nicht blos eine, sondern 00^ Polaren, 
welche einen Strahlenbüschel bilden (Nr. 59). Demnach zerfallt die 
dem Büschel V^F^ zugehörige Regelschaar in diesen Strahlenböschel 
und einen andern, zu dem I,, l^ gehören, der also (L, A) ist. 

Jedem Sirahlenbüschel von (l) entspricht daher in 8^ ein Büschel, 
in dem sich ein StrahlengebUsche beßndet, dessen Äxe die Gerade T trifft. 

Das System S^ enthält 00* Strahlengebüsche, von denen 00^ die 
Gerade V enthalten (und mit ihren Äxen ein Strahlennetz erzeugen); 
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jedes gehi5rt zu oc' Büscheln von S^. So ergeben sieb oo"' derartige 
Büsebel in S^, so viel ala es Strablenbüsehel in (?) giebfc. 

Wiederum seien i^, ^, l^ drei {niclit zum selben Büschel gehörige) 
Strahlen eines Strahlenbündela L in ((); F^ F^, F^ die Gewinde von 
S^, nach denen sie Polaren von l' sind. 

Die Nullebene von L nach allen dreien geht durch t oder der 
Strahlenbüschel (L, LI') ist ihnen gemeinsam. Daraus folgt, dass die 
gemeinsame Regelschaar G^^^ in diesen Büschel und einen zweiten 
zerfällt. Die Leitschaar aber einer in zwei Strahlenbüschel Kerfallen- 
den Regelschaar besteht ebenfalls aus zwei Strahlen huscheln mit den- 
selben Ebenen und denselben Scheiteln, aber vertauscht; denn so allein 
kann das Schneiden der Geraden der einen Schaar mit denen der 
andern bestehen. 

Folglich haben wir in der Ebene LI' oo^ Axeu von Strahlen- 
gebüschen des Netzes F^F^F^ (Nr. 126) und da diese die l treffen, 
so hat jedes dieser Strahlengebüsche co^ Polaren von t. Alle diese 
oo* Polaren erfüllen das Strahlenfeld der Ebene LI'. Das Strahlen- 
netz also der Polaren voa t nach den Gewinden von riraJ^s zerfällt 
in dieses Feld und demnach noch einen Bündel, und zwar L, da 
hl h' h 2" '^^ gehören, 

Mnem Strahletänindel in (f) entspricht im Getvebe S^ ein Netz von 
Gewinde», welches oo^ StraMengehüsche enütält, deren Leitgeraden die in 
einer Ebene durch l' liegenden Strahlen des Strahlengewindes A sind 
(Nr. 147). 

Constituirt man aus zwei solchen Gebüschen von jS^, deren Axen 
in einer Ebene X' durch t liegen, den Büschel, so besteht derselbe, 
da die Axen sieh schneiden, aus lauter Gebüschen, deren Äsen den 
ganzen Strablenbüsehel von A in A' erfüllen. Dieser Büschel gehört 
zu oo^ Netzen von S^ (Nr. 150); dreht man nun noch X' um l', so 
ergeben sich die oo* Netze von S^, welche den oo^ Strahlenbündehi 
von (() correspondiren. 

Ebenso entspricht, dual, einem Strahlenfelde von (t) in Ä^ ein 
Netz von Gewinden, welches oo' S trahlen geh ü sehe enthält, deren Axen 
die Gerade V alle in demselben Punkte treffen und den StrahJenbÜschel 
von A aus diesem Punkte bilden. 

Aus den Büscheln, Netzen und Gebüschen von S^ ergeben sich 
nicht alle Regel seh aaren, Strahlen -Netze und -Gewinde von (J), sondern 
nur diejenigen, welche durch l' gehen. Die Strablenbüsehel von (l) 
sind Theile solcher Eegelsch aaren, ebenso die Bündel und Felder 
Theile solcher Strahlennetze. 

Also haben wir zu untersuchen, welche Systeme in S^ einer he- 
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liehigen Eegelschaar, einem leliehigen Strahlen-Netze oder -Geivinäe von 
(t) entsprechen. 

Weil das einem Gebüsche von S^ entsprechende Strahlengewinde 
in (J) mit einer Regelsehaar dieses Raumes zwei Strahlen gemein hat, 
so entspricht der Regelschaar ein einstufiges System von Gewinden 
in Sj, das jedes Gebüsche zweimal durchsehneidet. 

Das einem Netze Sg von S^ entsprechende Strahlennetz von (l) 
hat mit einem beliebigen Strahlennetze von (?) 2 Strahlen gemein; 
folglich entspricht diesem ein zweistufiges System von Gewinden in 
^4, das mit jedem Netze dieses Systems 2 Gewinde gemeinsam hat. 

Und ebenso entspricht einem beliebigen Strahl enge winde von (() 
ein dreistufiges System in S^, welches jeden Büschel von S^ zweimal 
durchschneidet. 

Eine andere eindeutige Abbildung des Systems S^ in den Strahlen- 
raum ergiebt sich, wenn wir jedem Gewinde seine Axe entsprechen 
lassen. 

Wir erinnern, dass dann jedem Büsche!, Netze oder Gebüsche 
von jS^, im allgemeinen, eine cnbisehe Regelfläche, eine Strahlencon- 
gruenz 3. Ordnung 2. Klasse, ein Comples 2. Grades entspricht; im 
übrigen wollen wir jedoch diese Abbildung nicht weiter verfolgen. 

155 Wir wenden uns jetzt zu der oben schon angeregten Frage, oh 

und Wie ein solchct, lineares System 4. Stufe S^ von Gewinden collinear 
hesiehhaj ist z. B auf em anderes S/*) 

Wir nehmen 6 Gewmde F,, F^, ..., F^ aus dem ersten und 
ebenso G aus dem zweiten; r'j', F^, . . ., F^ heraus. 

Es etgab sii-h oben (Nr 150), dass durch ein Netz von S^ oo' 
Gebüsche des Gewebes gehen und ein solcher Büschel von Gebüschen 
projectiv beziehbar wird, indem jedes von seinen Gebüschen eindeutig 
demjenigen Gewinde irgend eines Büschels von 8^ entspricht, durch das 
es geht. Wir beziehen daher die 4 Büschel von Gebüschen des Gewebes 
S^, die durch die 4 Netze F^F^F^, F^F^F^, F^F^F^, F^F^F^ oder, 
mit einfacherer Bezeichnung, 3t^, 9ig, 91^, Ji^, gehen, also die 4 Büschel 
(9fi), {9^2), . - . auf die gleiclinaraigen Gebüsche von S^ so projectip, 
dass das Gebüsche FjF^F^F^ dem Gebüsche F/F^'F^'F^ entspricht 
und je die beiden nach F^, F^ gehenden Gebüsche den nach F^', F^' 
gehenden. 

4 Gebüsche in einem Gewebe haben nur ein Gewinde gemein 



*) oder auch auf ein lioeares System 4. Stufe von Curven 2. Ordnung oder 
Klasse, oder auf den lubegriff aller Kugeln, und dergl. 
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(Nr. 150); also können wir einem beliebigen Gewinde F von Sj 
nun dasjenige Gewinde F' von S^ entsprechen lassen, in dem die 4 
Gebüsche von S/ sieb schneiden, welche in den 4 Projecti vi täten den 
4 nacli r gehenden entaprecben. Eine eindeutige Zuordnung der Ge- 
winde des einen Systems auf diejenigen des andern ist damit erreicht. 

Wenn P nun in S^ in einem Büschel S, sich bewegt, dann werden 
die 4 „projicir enden" Büschel von Gebüschen (9IJ, (St^), . . . unter 
einander projectiv und das gemeinsame Gebüsche F^r^r^r^, weil es 
mit S^ ein Gewinde gemein hat, sich selbst entsprechend; folglich 
werden auch die 4 Büschel von Gebüschen (Si/), (SU/), ... in S^', 
welche zu jenen beziehlich projectiv sind, unter einander projectiv mit 
dem gemeinsamen Gebüsche FiF^' F^'F^' als sich selbst entsprechendem, 
da es dem F^F^FsF^ in allen 4 Projectivitäten «wischen {%) und 
(S^i'), . . . entspricht. 

Der Schnitt F' entsprechender Gebüsche dieser 4 projectiven 
Büschel von Gebüschen in S^' muss einen Büschel durchlaufen, denn 
wenn P,', Fg zwei Gewinde des von F' durchlaufenen einstufigen 
Systems sind, so macht der Büschel -Ty'-Ts' die vier Büschel (9?/), . . . 
von Gebüschen auch unter einander projectiv und zwar mit denselben 
entsprechenden Gebüschen wie vorhin; da sowohl das gemeinsame 
Gebüsche F/F/F/F/, weil es auch mit F^Tg ein Gewinde gemein 
hat, sich selbst entspricht, als auch die nach F,', bezw. Fg' gehenden 
Gebüsche einander entsprechen; also ist F^' F^ das erzeugte ein- 
stufige System. 

Bei unserer eindeutigen Zuordnung der Gewinde von S^ und 5/ 
werden also von entsprechenden Gewinden gleichzeitig Büschel durch- 
laufen und, da die Netze durch Büschel erzeugt werden können, gleich- 
zeitig Netze, u. s. f 

Die Zuordnung ist also eine coUineare. 

II. 

Hinsichtlich des Inbegriffs der sämmtUchen •xr' Gewinde des Raumes 156 
sind die linearen Systeme 1., 2., 3, Stufe leicht zu erledigen, wenn 
es sich um ihre gemeinsamen Gewinde handelt; da man diese Systeme 
durch 4, 3, 2 gemeinsame Geraden definiren kann. 

Z. B. Mn heUehiges Nets und ein behtiiges Gebüsche im Baume 
liäbcn ein Gewinde gemein; nämlich dasjenige, das durch 3 Gerade der 
Grund-ßegelschaar des Netzes und die Grundgeraden des Gebüsches 
geht. Haben sie 2, bezw. 3 (nicht demselben Büschel augehörige) 
Gewinde gemein, so befinden sie sich in demselben Gewebe und haben 
einen Büschel gemein, bezw. das Netz befindet sich in dem Gebüsche. 
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Ein beliebiger Büschel hat mit einem beliebigen Netze oder Ge- 
büsche kein Gewinde gemein. 

Ein Gewebe hat im allgemeinen keine allen seinen Gewinden ge- 
meinsame Gerade; es liegt vielmehr ein specieller Fall vor, wenn das 
der Fall ist. 

"Wir haben also ein Gewebe noch zusammenzustellen mit einem 
Büschel, einem Netze, einem Gebüsche oder einem andern Gewebe. 

Das Gewebe denken wir am besten vermittelst einer in volutori sehen 
Regelschaar J hergestellt, deren gepaarte Geraden die Grundgemdeii 
der erzeugenden Gebüsche sind. 

Bin Büschel sehneidet in die Regelschaar eine zweite Involution 
ein, in der je zwei Gerade gepaart sind, welche ein Gewinde des 
Büschels mit der Regelschaar gemein hat (Nr. 147). 

Das gemeinsame Paar beider Involutionen rührt her von einem 
Gewinde des Büschels, das zu einem der erzeugenden Gebüsche des 
Gewebes und damit zu diesem gehört. 

Ein lineares System 4. Stufe von Gewindmt hat mit einem Biischd 
ein Gewinde gemein; wenn zwei, so gehört der Büschel zum Gewebe. 

Durch jedes Paar der Involution J geht von einem Netze von 
Gewinden ein Gewinde; so ergeben sich oo' Gewinde, die dem Netze 
und dem Gewebe gemeinsam sind. Der Büschel, welcher zwei der- 
selben verbindet, und deshalb zum Netze gehört, schneidet in die J 
tragende Regelschaar G ebenfalls eine Involution ein, die aber mit J 
identisch ist, weil sie zwei Paare mit ihr gemein hat; folglich gehören 
alle Gewinde dieses Büschels zum Gewebe. Also muss sich das Öjstem 
der oo^ Gewinde mit dem Büschel decken, weil wir sonst unendlich 
viele geraeinsame Büschel erhielten. 

Ein lineares System 4. Stufe von Geivinden hat mit einetn Netze 
einen Silschel gemein (oder enthält es im speciellen Falle ganz). 

Durch jedes Paar von / geht ein Büschel aus einem gegebenen 
Gebüsche, der also auch zum Gewebe gehört. Alle diese Büschel 
haben dasjenige Gewinde F^ des Gebüsches gemein, das durch 3 Ge- 
rade von G und also durch die ganze G geht. 

Greift man nun aus zweien dieser Büschel wieder je ein Gewinde 
heraus, so schneidet der verbindende Büschel in G eine mit J iden- 
tische Involution ein, d. h. hat in jedem der Büschel ein Gewinde. 
Damit ist erkannt, dass alle diese von einem Gewinde J^q ausgehenden 
Büschel ein Netz bilden. 

Ein lineares System 4. Stufe von Gewinden hat mit einem Gehüsdic 
ein Nets gemein (oder nimmt es ganz in sich auf). 

Wenn endlich zwei Gewebe S^, S^ vorliegen, so haben wir 



y Google 



Der Inbegriff aller Gewinde. 209 

2 involutorische Regelscbaareii J, J'; durch Zusammenstellung irgend 
eines Paares der einen und eines der andern erhalten wir oo^ Strahlen- 
netze, welche die 4 Strahlen enthalten, und die oo* Gewinde durch 
dieselben sind S^ und S^' gemeinsam. Die Leitgeraden aller dieser 
Strahleu netze treffen die Geraden eines Paares von J und eines von t?'; 
also bilden sie das Strahlennetz, das den beiden Gewinden ^, A gemein- 
sam ist, welche durch die invoJutorischen Regelsehaaren J und J' er- 
zeugt werden. Folglich sind wiederum die Leitgeraden dieses Strahlen- 
netzes allen obigen co^ Strahlennetzea und den durch sie gehenden 
Gewinden gemeinsam und diese Gewinde bilden ein Gebüsche. 

Zii:ei lineare Systeme 4. Stufe von Gewinden haben ein Gebüsdte gemein. 

5 Gewebe haben ein Gewinde gemein. 

Denn wir können sie, vermittelst der Schnitte von zweimal zweien, 
ersetzen durch ein Gewebe und 2 Gebüsche, welche letzteren wiederum 
zum Schnitte einen Büschel haben, der sich mit dem Gewebe in einem 
Gewinde begegnet. 

Diese Ergebnisse lassen sich natürlich auch mit Hilfe der Sy- 
steme oder Gewinde ableiten, welche mit den gegebenen Systemen in 
Involution sind. Z. B.: 

Zu S^ und S/ ist je ein Gewinde in Involution — die beiden 
eben erwähnten j1, ä — ; alle Gewinde, die zugleich zu A und Ä und 
dem ganzen Büschel AA' in Involution sind, sind B^, iS/ gemeinsam; 
diese bilden aber ein Gebüsche. 

Zu einem Gewebe, bezw. einem Netze sind in Involution ein 
einzelnes Gewinde und ein Netz; alle Gewinde, die zu diesen und also 
zum verbindenden Gebüsche in Involution sind, sind dem Gewebe und 
dem Netze gemeinsam; sie bilden einen Büschel. 

Alle Sätze Über gemeinsame Gewinde lassen sich zusammenfassen 
in folgenden 

Zuei hneaie Systeme i*^ und l*^' Stufe von Gewinden, die steh m 
eineni hnea)en Systeme ?'" Siuf( befinden {i,k<,l< 5), halen ein hneates 
hybiem ton der Stufe t -{- k — l oda em Geu mde gemein oäe, »n lill 
gemeinen leins, je nadidem « + />?, = i, < i tsf^) 

Die vorangehenden Sitze, in "Verbindung mit den fi Oberen Sätzen iol 
ubei die Machtiglieit dei in einem Imeaien Sjateme entha-ltenen 
bueaien Systeme niedngpier '^tufe, belehren unt, auch über die Mach 
tigkeit der durch ein Gewinde, bezw ein lineaies System von Gewm 
den gehenden linearen Systeme höherer Stute 

Da jeder Büschel, jedes Neta, , , . ein Gewebe in einem Gewinde, 

*) Vergl. '£. B, de Paolis in dem auf S, 81 env'iliütea AufaiitKo. 
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einem Büschel, . . . schneidet, so zeigen die oo* Gewinde, oo^ Büschel, 
oo^ Netze, oo* Gebüsche eines Gewebes, dass durch ein Gewinne oo* 
Büschel und Gnvebe, oo^ Netee und Gebüsche gelieiz. 

Ebenso ergeben sich aus den Mäclitigfeeitszahlen der iit einem 
Gebüsche, Netze oder Büschel enthaltenen Gewinde oder Systeme, 
dasa durch jeden Büschel oo' Netse oder Gewebe und oo* GeMsche, durch 
jedes Nets oo^ Gebüsche und Gewebe, durch jedes Gebüsche oo' Gewebe 
gehen. Letztere beiden Gebilde kann man Bündel von Gebüschen und 
Geweben, bezw. Büschel von Geweben und das Netz, bezw, Gebüsche 
den Träger nennen. Für die beiden ersteren von einem Gewinde, 
bezw. einem Büschel getragenen Gebilde, die in Bezug auf die niedrigsten 
und höchsten Systeme, welche sie enthalten, 4 oder 3 Stufe sind, 
tonnte man m Ermingelung eines besseren Namens die Bezeichnung 
Bündel 4 hezw 3 btufe annehmen 

Sie stehen alle über linearen Sjatemen 4 3^1 &tufe von 
Gewinden oder sind perspectiv zu ihnen, indem ihre Elemente (Büschel, 
Net^e ) durch deien Elemente gehen (mit ihnen incidiren), und 
wegen der dilurch bewirkten eindeutigen Zuordnung werden auch 
unseie jetzigen Gebilde collmeai *) beziehbai 

Allgemein jeben durch ein System & oo<^~* !^"" ' S?/ tciiie S^ (ft > i). 
Hingegen innethalb &nes Systems Si geheti dwch ein S^ lern S oo*— *l'^— ') 
Systeme Si, il>J >i) 

Demnach haben wir (zum Theil uns schon bekanntj; 

In einem Gewebe gehen durch Jedes Gewinde cx>^ Büschel und 
Gebüsche, oo* Netze; durch einen Büschel oo^ Netze und Gebüsche 
(Bändel); durch ein Netz oo' Gebösche (Büschel von Gebüschen). In 
einem Gebüsche gehen durch ein Gewinde oo^ Büschel und Netze 
(Bündel), durch einen Büschel oo' Netze (Büschel von Netzen). In 
einem Netse gehen durch jedes Gewinde oo' Büschel. — 

Im Systeme 5, Stufe aller Gewinde befindet sieh das System 
4. Si/ufe der Gebüsche oder, wenn wir so wollen, der Geraden des 
Raumes. Dieses System ist aber nicht linear, sondern .2*™ Grades, 
da es in jeden Büschel von Gewinden zwei Gebüsche" sendet. E-eye, 
der sich des Wortes „Gewebe" auch für nicht Uneare Systeme 4. Stufe 
von Gewindenbedient, nennt den Inbegriff aller Gebüsche„flaMj)i3e!fefe",**) 

*) Es ist ein Mangel unserer deutschen Terminologie, dasa wir nicit, wie 
die Franzosen, bei den einstufigen Gebilden dasselbe Wort gebvauchen als bei 
denen von höherer Stufe; in solchen allgeraeinen Sätzen, wie den obigen, em- 
pfiehlt es sich, das Wort „collincar" statt „projectiv" auch für die Gebilde 1. Stufe 



'*) Journal f. Mathematik Bd. 05 S. 3ä7. 
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Will man nun dm Inbegriff Sf, aller Gewinde auf sich selbst colli- 158 
near beeilten,*) so seien Fj , Tg, ■ . ., F,'; F,', F^', ■ - . T,', zwei Gruppen 
Ton je 7 Gewinden. Durch die Gebüsche F^F^r^r^, F^F^r^Fi, . . ., 
welche durch je 4 von den 5 Gewinden F^, F^, F^, F^, F^ constituirfc 
werden, oder mit kürzerer Bezeichnung Gj, G^, ■■■, G-^ gehen je oo^ 
Gewebe, ein Büschel von Geweben. Diese Büschel (ö,), . . . beziehen 
wir so projeetiv je auf die gleichnamigen Büschel (Gi')j ... im Ge- 
winde-Iiaume 8^', dass das Gewebe F^F^F^F^Fr^, welches sämmtlichen 
(Gl), . . . gemeinsam ist, dem aämmtüchen ((?/), , . . gemeinsamen 
Gewebe F,' F^' F^' F^' F,^ entspricht und den nach Fg, r", gehenden 
Geweben je die nach Fg, f/ gehenden correspondiren, Einem be- 
liebigen Gewinde F von S^ entspricht in der Collineation dann das 
gemeinsame Gewinde F' der 5 Gewebe von (G/), . . ., welche in den 
5 Projecti vi täten den nach F gehenden Geweben von (G^), ... ho- 
molog sind. 

Wie in Nr. 165 lässt sich dann beweisen, dass F und F' gleich- 
zeitig Büschel, Netze, . . . durchlaufen. 



Erzeugnisse zweier oder mehrerer iiuearer Systeme von Gewinden, 
welche eoUinear sind. 

Obwohl die in diesem Abschnitte zu behandelnden Erzeugnisse 159 
von höherem als 1. Grade sind, so kann doch die Besprechung der- 
selben, soweit wir sie hier vornehmen, diesem Abschnitte über lineare 
Complexe einverleibt werden, weil es sich im Grunde um Eigenschaften 
solcher Complexe und ihrer linearen Systeme handelt. 

Die Zahl der Oerter aber, die sich hier darbieten, ist zu gross, 
als dass wir sie alle behandeln könnten. Vor allem werden wir uns 
mit einem Complexe 2. Grades und einer Congruenz 3. Grades be- 
schäftigen. 

Ztcei projective JBiisckel vim Gewinden erzeugen durch die Strtäileii- 
netze, in denen sich homologe Geivinde durchschneidm, einen Complex 
3. Grades.**) 

Denn die Reihen der Nullpunkte, welche einer beliebigen Ebene 
in Bezug auf die Gewinde des einen und des andern Büschels zu- 



*) oder etwa auf den InbegrifE aller Eegelschnitte einer Ebene. 
*') Silldorf, ZeitBcbrift f. Matliematik, Bd. 20 S. 133; ßoccella, Sugli 
enti geometiici dello spazio di rette etc. (Piazza Armerina, 18S2). 
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gehören, sind unter einander projectiv und die Verbindungslinie ent- 
sprechender Punkte, welche einen Kegelschnitt umhüllen, sind die in 
die Ebene fallenden Strahlen des Complexes. 

Oder ein beliebiger Strahlenbüschel wird durch die beiden Büschel 
von Gewinden so zu sich selbst projectiv gemacht, dass zwei ent- 
sprechende Strahlen zu entsprechenden Gewinden gehören. Die sich 
selbst entsprechenden Strahlen sind die Strahlen des erzeugten Com- 
plexes, die sich im Strahlenbüschel befinden. 

Dass die Grund-Strahlennetze der beiden erzeugenden Büschel in 
dem Complexe enthalten sind, ist ohne weiteres ersichtlich. 

Die beiden Büschel Sj^, /S/ constituiren ein Gebüsche S^ und 
in demselben geht durch jeden der Büschel als Basis ein Büschel 
von Netzen (Nr. 140); diese Netze verbinden S^, bezw. S/ mit den 
verschiedenen Gewinden r" und f des andern Büschels. Dadurch 
werden auch diese Büschel von Netzen projectiv, indem zwei Netze 
sich entsprechen, welche nach homologen Gewinden V, F von S^', Sj 
gehen. Der F und F" verbindende Büschel ist der gemeinsame Büschel 
der entsprechenden Netze, die „Über F und F" stehen". Also ist unser 
Complex mich der Ort der Orund-Strahlennetse der Büschel, welclie ent- 
sprechenden Neteen zweier in demselben Gebüsche befindlicher projecUvet- 
Biischel von Netzen gemeinsam sind. 

Diese beiden Erzeugungen sind analog zu den Erzeugungen einer 
Regelschaar vermittelst zweier projectiver Punktreihen, bezw. zweier 
projeetiver Ebeuenbüschei. Erstere entsprechen den Gewinde-, letztere 
den Netze-Büscheln. Auch im vorliegenden Falle kann man jeden 
der erzeugenden Büschel der einen oder andern Art durch oo' zu 
ihnen gleichartige ersetzen. 

Es seien F, F'; r\, F,'; F^, F^' drei Paare entsprechender Ge- 
winde der gegebenen Gewinde- Büschel Sj, Sj', so stellen wir uns im 
Gebüsche Sg einen Büschel S" her, der mit jedem der Büschel FF', 
Fj^Fj', F-^F,/ oder kürzer 58, Sj, SSg ein Gewinde gemein hat, „sie 
schneidet"; wir nehmen dazu ein beliebiges Gewinde F" in 9J, die 
beiden Netze, welche dasselbe mit 35; und Sa verbinden, haben einen 
Büschel gemein (Nr. 139), der durch F" geht und die SB,, ^^, mit 
denen er ja je in demselben Netze sich befindet, in f,", F^" schneidet; 
dies ist einer von den aa' möglichen S^', Sind F^ und F^' zwei 
weitere homologe Gewinde von S^, S^'; so schneide das Netz S^^'F^ 
den iSj" in F.", dann ist 

rF,F,F. 7\ S^'iFF^r^Fs) A F"F," F.J' FJ'. 

Nun sehueide wiederum das Netz S,r.~'' den Büschel iS'/ in F.', so ist 
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also: 

rT/r/r/ a iT^r^r^ a r'r^'r^'r^' 

wegeu der vorausgesetj^ten Projectivität; folglich ist F^' identisch mit 
JVi und Tg" ist sowohl im Netze S/ F^ , als im Netze 5, T/ ent- 
halten, mithin im gemeinsamen Büschel, welcher ersichtlich der F^ 
und r^' verbindende S83 ist, weil diese zu beiden Netzen gehören. 

Der Büschel S", welcher S8, SSi, 58^ trifft, trifft auch S83 und so 
alle analogen S8j ^ F^Fx', Er wird zu Sj projeetiv, vermittelst des 
Netze -Büschels, der „aus Sj' den S, projicirt", und die Büschel 
FF", Fy" F", . . ., welche entsprechende Gewinde von S, und 8^" ver- 
binden, sind identisch mit FF', FiFi', .. .; d. h. die y5j und S" er- 
zeugen den nämlichen Complex wie S^ und jS/, Dass er nun wieder 
auch durch Netze-Büschel aus Sj und Sj" erzeugt werden kann, bedarf 
keiner ausführlichen Erörterung mehr. 

Die vorangehende Betrachtung ist zwar nichts anderes als die 
Wiederholung derjenigen, die hei der Regelachaar gemacht wird, nur 
mit dem Gewinde als Element statt des Punktes. Aber es ist gewiss 
lehrreich, sie in einem Räume „von drei Dimensionen" (Gebüsche von 
Gewinden) vorzunehmen, der in einem höherdimensionalen Baume 
(dem Gewinde-Raume von 5 Dimensionen) enthalten ist; wie über- 
haupt dieses Kapitel vor allem als Uehung in mehrdimensionaler Geo- 
metrie dienen soll. 

Der Comßex ä. Grades hat zwei ausgezeichnete Gerade und infohje 160 
dessen ist er nicht allgemein. 

Die beiden I'aare uv, u'v der Leitgeraden der Orundr Strahlennetze 
der erseugenden Büschel S^, i9/ von Gewindelt haben 2 Treffgerade; 
dieselben gehören offenbar zu allen Schnitt -Strahlennetzen von ent- 
sprechenden Gewinden und kommen so zum Complexe. Sie haben Jcdn 
Änalogon bei der Begelschaar. 

Legt man eine Ebene £ durch eine dieser Geraden, d, so ist d 
der in sie fallende Strahl für die Grund-Strahleunetze beider Büschel 
Si, Äj'; die beiden projectiven Punktreihen der Nullpunkte haben also 
denselben Träger und der Comp lex- Kegelschnitt artet aus in das Paar 
der Strahlenbüsehe! um die sieh selbst entsprechenden Punkte, welches 
also die ä zur Doppellinie hat. Ebenso zerfallt für jeden Punkt X 
von d der Complexkegel in zwei Strahlenbüschel (oder Ebenen), deren 
Doppellinie die d ist. 

Zwischen der Punktreihe auf d und dem Ehenenbiisehel um d 
entsteht so eine Correspondenz [2, 2]. 
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Ist (X, i) ein beliebiger durch ä gehender Strahlenbiischel (desseu 
Scheitel und Ebene sieh also nicht in dieser Correspondenz entsprechen), 
so enthält derselbe von den beiden Complex-Strahlenbüscheln in | oder 
aus X nur den Doppelstrahl. 

In jedem Strahlmbüschel, der durch einen der heiden ausgeselchnetmi 
Strahlen d geht, haben sich die heiden Coniplexstraklen in d vereinigt. 
Wegen dieser Eigenschaft sind diese beiden Geraden (ds Doppelstrahlen 
des Complexes zu bezeichnen. 

Die Projectivität in einem solchen Strahlenbiischel, in der die zu 
entsprechenden Gewinden von S^ und S^ gehörigen Strahlen homolog 
sind, ist eine ausgeartete, und zwar so, dass beide singulare Strahlen 
in d fallen. Während dieser Strahl zu allen Gewinden beider Büschel 
gehört, gehören die übrigen Strahlen alle zu dem nämlichen Gewinde 
von S^ oder S^. 

Durch diesen Umstand, dass er zwei Doppelstrahlen hat, ist also 
unser Comp lex 2. Grades specialisirt. 

Ifil Brei coUineare Neige von Gewinden erseitgen durch die Begelscfiaaren, 

in denen sich je drei homologe Gewinde durchschneiden, einen Cotnplex 
S. Grades. 

Diese Erzeugung ist analog zu derjenigen der Fläche 3. Klasse 
(Ordnung) durch 3 collineare Punktfelder (Ebenenbündel). 

Durch einen beliebigen Strahl x"'^ eines Strahlenbüschels {X, |) 
geht ein Büschel aus dem ersten Netze S^ und vom entsprechenden 
Büschel des zweiten Netzes S^ ein Gewinde; folglich ist x'^^ Schnitt- 
sfcrahl zweier entsprechender Gewinde dieser beiden Netze; das ihnen 
entsprechende Gewinde im dritten Netze S^' sendet in (X, 6) den 
Strahl x^. Umgekehrt, durch jeden x^ von {X, §) geht ein Büschel 
von jS/'; der Complex, weichen die beiden entsprechenden Büschel 
von iSa und 8^ nach dem vorangehenden Satze erzeugen, sendet in 
(X, I) zwei Strahlen a:*". Somit entsteht in diesem Strahl enbüschel 
eine Correspondenz [2, 1], deren 3 Coincidenzatrahlen die ihm an- 
gehorigen Strahlen des durch die 3 collinearen Netze erzeugten Com- 
plexes sind. 

Die Punktfeider der Nullpunkte einer Ebene ( in Bezug auf die 
Gewinde der drei Netze sind ebenfalls collinear. Bei 3 collinearen 
Feldern, die in derselben Ebene liegen, umhüllen aber die Geraden, 
auf denen zugleich 3 homologe Punkte sich befinden, eine Curve 
3. Klasse, welche dann also die Complexcurve in der Ebene e ist. 
Man projicirt, zum Beweise dieser 3, Klasse, die 3 Felder aus 3 be- 
liebigen Punkten; der Schnitt der Ebene £ mit der Fläche 3. Ordnung, 
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welche durch die 3 collineareu Bündel erzeugt wird, ist der Ort der 
Punkte, in welche 3 entsprechende Geraden der 3 collinearen Felder 
zusammen] auf en. Dje Duaiisirung in der Ebene führt zur Curve 
3. Klasse, Man kann auch leicht erkennen, dasa die 3 eollinearen 
Felder in jedem Strahl enhüachel ihrer Ebene eine Correspondenz [2, 1] 
hervorrufen, in der jedem Strahl, insofern er ja ein Paar homologer 
Punkte aus zweien der 3 Felder enthält, derjenige Strahl entspricht, 
der nach dem diesen entsprechenden Punkte im dritten Felde geht. 

Vier colUneare Gebüsche S^, S^', S^", Sg" von Gewinden erzeugen 162 
durch die Strahlenpaare, wdcke je den homologen Gewinden gemeinsam 
sind, einen Complex 4. Grades. 

Jeder Strahl x"^'^ von {X, |) scheidet aus S^ ein Netz, aus dem 
diesem Netze entsprechenden Netze von S^' einen Büschel und aus 
dem diesem Büschel entsprechenden Büschel Ton S^" ein Gewinde und 
ist deshalb Seboittstrahl entsprechender Gewinde dieser 3 Gebüsche; 
das ihnen entsprechende Gewinde in S^"' schneidet in (X, ^) den Strahl 
x^- ein. Ein beliebiger Strahl x^ von {X, |) scheidet aus S^'" ein 
Netz und der Complex, den die 3 entsprechenden Netze erzeugen 
liefert in {X, §) die 3 dem t' entsprechenden Strahlen x°^^; u. s. w. 

Hiereii haben wir kein Analogon in der Funkt-Geometrie. — 

Ebenso lassen sich die beiden folgenden Sätze beweisen: 

Bei 5 eollinearen Gewehen von linearen Complexen hohen im all- 
gemeinen 5 ents^rechmde Gewinde Jceinen Strahl gemein. Es gicht aber 
oo* Gruben von entsprechenden Gewinden mit gemeinsamem Strahle. 
Der Ort dieser oo* Sirahlen ist ein Complex 5. Grades. 

Bei 6 eollinearen Bäumen von Gewinden giebi es oo* Gruppen von 
6 ent^rechenden Gewinden, welche einen Strahl gemeinsam haben. Der 
Ort dieser Strahlen ist ein Complex G. Grades. 

Zum letzteren ist analog der Satz der Punkt-Geometrie, dass bei 
4 eollinearen Räumen die Ebenen, in welche zugleich 4 homologe 
Punkte fallen, eine Fläche 4. Klasse umhüllen, oder der duale in der 
Ebenen- G eometrie. *) 

Drei projective Büschel S^, Sj_', Ä^" von Gewinden erzeugen durch 16.3 
die Schnitt-Begelschaaren entsprechender Gewinde eine in sich duale Coiv- 
gruens 3. Grades.**) 

Sie ist ersichtlich der Restsehnitt der beiden quadratischen Com- 
plexe, die von 2 Paaren der Büschel, etwa von S, und S,', bezw. S, 
und S,", erzeugt werden, neben dem Grund -Str ab lennetze von S-j^. 

*) Schur, Mathem. Annalen Bd. 18 S. 29. 
**) Kummer, Berliner Monatsberichte für 1878 S, 25. 
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Die Nullpunkte einer beliebigen Ebene e in Bezug auf die Ge- 
winde der 3 Büschel bilden 3 pvojective Punktreihen, bei denen es, 
wie man weiss, 3 Gruppen entsprechender Punkte giebt, welche je iu 
einer Geraden liegen. Diese 3 Strahlen sind die der Congruenz an- 
gehörigen in der Ebene ;. 

Der Complex 2. Grades, der von zweien der 3 Büschel erzeugt 
wird, etwa Yon S,', 5,", hat mit dem Grund- Strahlennetze von S^ eine 
Regelfläche 4. Grades {Nr. 35) gemein, für welche die Leitgeraden 
desselben doppelte Leitgeraden sind. Diese Regelfläche gehört offenbar 
zur Congruenz. 

Zu unserer Congruenz haben wir als Analogen in der Punkt-Geo- 
metrie die cubisehe Raumcurve als Ort ihrer Schmiegungaebenen, in- 
sofern diese entsprechende Punkte dreier projectiver Punktreihen ver- 
binden, oder in der Ebenen-Geometrie ebenfalls die cubisehe Raumcurve, 
insofern sie der Ort der Schnittpunkte entsprechender Ebenen dreier 
projectiver EbenenbUschei ist. Wir wollen zur Vergleichung diese 
letztere punktweise Erzeugung der cubischen Raumcurve als die ge- 
läufigere bevorzugen. Die Punkte der Curve sind dann den die Con- 
gruenz durchziehenden oo^ Regelsehaaren analog. Beachten wir den 
Unterschied, dass, während die 3 Ebenenbüschel sich stets in dem 
Ebenenraume von 3 Dimensionen befinden, die 3 Gewinde-Büschel im 
allgemeinen nicht demselben Gebüsche von Gewinden angehören. 

Für die cubisehe Raumcurve haben wir bekanntlieh noch eine 
zweite punktweise Erzeugung: die durch zwei coUineare Strahlenbündel. 
Nur oo' Paare entsprechender Strahlen haben einen Punkt gemein 
und diese Punkte erzeugen die Ourve. Die mit den Strahlenhändeln 
verbundenen coUinearen Ebenenbflndel geben in den Schnittlinien ent- 
sprechender Ebenen Gerade, von denen jede zwei Punkte der Curve 
enthält. 

Diesen 2 collinearen Ebenenbündeln der Ebenen-Geometrie ent- 
sprechen in der Gewinde-Geometrie 2 collineare Netze S^, S^' von 
Gewinden, den Schnittlinien entsprechender Ebenen die Schnitt-Strahlen- 
netze entsprechender Gewinde. Den Strahlen der Bündel aber sind 
analog Grund-Strahlennetze der Büschel der Netze. Nennen wir die 
Grund- Strahlennetze entsprechender Büschel kürzer entprechende Grund- 
Strahlen netze. 

Nun tritt aber ein Unterschied ein ; während von den ent- 
sprechenden Strahlen eollinearer Bündel nur oo^ einen Punkt gemein 
haben, haben hier nicht etwa hlos oo' entsprechende Grund-Strahlen- 
netze eine Regelschaar — die wir oben als Analogon des Punktes, 
insofern er Schnitt dreier Ebenen ist, erkannt haben — , sondern jede 
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zwei entsprechende Grund-Strahlennetze von 8^, S^' haben 2 Strahlen 
gemein, niemals aber eine Regelschaar. Nur letzteres bedarf noch 
der Erörterung. Wenn zwei Strahlennetze eine Regelsehaar gemein 
haben, ao befinden sich ihre 4 Leitgeraden ebenfalls in einer Regel- 
schaar, der Leitschaar jener; es ist aber für 4 Gerade bekanntlich 
eine dreitache Bedingung, zu derselben Regelschaar zu gehören. Also 
wird dieselbe von keiner der nur co^ Gruppen lerfüilt, die aus je 4 
Leitgeraden entsprechender Grund-Strahlennetze von S^, S^' bestehen. 

Wenn zwei entsprechende Grund- Strahlen netze eine Regelschaar 
gemein hätten, so würden sie sich (Nr, 98, 128) in demselben Ge- 
winde befinden, das also ihren Büscheln und damit auch den beiden 
Netzen S^-, S^' gemeinsam wäre. Zwei Netze haben aber, im all- 
gemeinen, kein gemeinsames Gewinde. 

Somit sind wir zu der in sich dualen Congruenz geführt, 'weiche 
durch die Strahlenpaare gebildet wird, die entsprechenden Grund- 
Strahlennetzen der beiden collinearen Netze Sj, S^' gemeinschaft- 
lich sind. 

Die Nullpunkte einer beliebigen Ebene b in Bezug auf die Ge- 
.winde von S.^, S^' bilden zwei collineare Felden entsprechende Punkte 
sind die Nullpunkte in Bezug auf entsprechende Gewinde, entsprechende 
Geraden also die in e fallenden Strahlen entsprechender Gruud-Strahlen- 
netze, und die 3 sich selbst entsprechenden Geraden der Collineation 
sind daher die in e liegenden Strahlen unserer Congruenz. Also: 

Entsprechende Grund-Straklennetse zweier colUnearer Netze von Gc- 
mnden sdineiäen sich in Strdhlenpaaren, icetcke eine Congruenz 3. Grades 
erzeugen. 

Daaa die Grund-Regelschaaren von S^ und S^ zu dieser Con- 
gruenz gehören, ist unmittelbar zu erkennen; denn jede Gerade z. B. 
der Grund- Regelschaar von S^ scheidet aus S^' einen Büschel, zu dessen 
Grund- Strahlennetze sie gehört. 

Wird zu den beiden collinearen Netzen iS^, S^ noch ein drittes 
gefügt, das auch zu beiden collinear ist, so gehört jeder Strahl eines 
erzeugenden Strahlenpaares unserer Congruenz zu einem Gewinde des 
Büschels des dritten Netzes, welcher den beiden Büscheln entspricht, 
deren Grund-Strahlennetze den Strahl gemeinsam haben; also befindet 
sich die Congruenz in dem Complexe 3. Grades, der durch die 3 Netze 
erzeugt wird. 

Beweisen wir nun die Identität der leiden Conffrumtsen 3. Grades, 164 
die wir erhatten hahen, indem wir zeigen, dass die Congruenz, die 
auf die eine Weise erzeugt ist, auch auf die andere Weise erzeugt 
werden kann. 
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Nehmen wir zuerst an, dass die Congruenz 3. Grades Cg das Er- 
zeugniss zweier colUnea^er Netze S^, S^' sei, also der Ort der Strahlen- 
paare, die entsprechenden Grund- Strahlen netzen derselben gemeinaanj 
sind. Es seien V, F' zwei entsprechende Gewinde von S^, S/. Von 
zwei entsprechenden Büscheln der Netze, welche durch F, bezw. F' 
gehen, befinden sich die beiden Strahlen j/,, g^, welche ihren Grund- 
Strahlennetzen gemein sind, in dem Strahlennetze FF; drehen sich 
nun die Büschel um F, F", 2 projective Büschel (F), (F") von G-e- 
winde-Büscheln beschreibend, so entsteht durch die Paare y^, g^ ^'"^ 
Regeifläche im Netze FF". 

Die Paare der Leitgeraden der Grund-Strahlennetze der Büschel 
von (r) bilden in der Leitschaar Lf, der Orund-Regelsehaar G^ Ton 
S2 eine Involution / (Nr. 128). Zwei gepaarte Geraden dieser In- 
volution sind Leitgeraden eines Strahlennetzes, das sich in F befindet, 
demnach polar in Bezug auf F; und somit ist F das durch diese in- 
volutorische Regelschaar erzeugte Gewinde, Analoges gilt für F' und 
(r'). Die Projectivität zwischen (F) und (1^) überträgt sich auf diese 
Involutionen I und /'. Jedes Strahlenpaar g^, g^ trifft zugleich 2 ent- 
sprechende Paare von I und /'. 

Die Strahlen des Netzes FF", welche eine Gerade l treffen, er- 
zeugen, wie wir wissen, eine Regelsehaar [/]. Eine Gerade g derselben 
trifft, weil sie zu F gehört, ein Paar von J; die eine Gerade des 
entsprechenden Paares von F trifft 2 Gerade g' von \l\ und beide 
treffen, weil sie zu F' gehören, auch die zweite Gerade des Paares 
von T, da eben je zwei gepaarte Geraden von J' polar sind nach J". 
So entsteht in der Regelschaar p] eine Correspondenz [2, 2] — die 
übrigens eine Projectivität zweier Involutionen ist (Nr. 17) — und 
die 4 Coincidenzstrahlen sind diejenigen Erzeugenden der gesuchten 
Regelfläche, welche l schneiden. 

In der Congruenz Cg beschreiben diejenigen Strahlen^aare, die von 
den entsprechenden Büscheln herrUhren, welche sicJt um zwei entsprechende 
Gewinde F, V drehen, eine im SPrahlennetse FF" enthaltene Begdftäche 
4. Grades, welche die Leiigeradm dieses Netzes zn doppeltm Leitge- 
raden hat. 

Solcher Regelflächen haben wir 00^ in C3, jede einem Paare ent- 
sprechender Gewinde von iSj, S^ zugeordnet. Sie sind das Änalogon 
zu den Punktepaaren der cubischen Raumeurve, die auf den Schnitt- 
linien entsprechender Ebenen der erzeugenden Bündel liegen. 

Je zweien von ihnen sind 2 Erzeugende gemein, die den beiden 
homologen Büscheln ihre Entstehung verdanken, welche die zugeord- 
neten Gewinde in S^, bezw. Äj' verbinden. 
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Wenn man V, F' zwei entsprechende Büacliel S^, jS/ in S^, S^' 
durchlaufen iässt, so erhält man, da in jeden Büschel eines Netzes 
ein anderer „mit einem Gfewinde eingreift", durch die zugehörigen oo' 
Regelflächen 4. Grades die ganze Congmenz C^; alle diese Regel- 
flächen enthalten das Strahlenpaar, das den Grund- Strahlennetzen von 
Sj, Sj' gemeinsam ist. 

Jedenfalls befindet sich also C^ in dem Complex 2. Grades, der 
durch die projectiven Büsche! S^, S,' erzeugt wird; denn jedes der 
Schnitt- Strahlennetze entsprechender Gewinde derselben enthält eine 
dieser oo^ Regelflächen. Nimmt man ein zweites Paar entsprechender 
Büsche! aus S.^, S.j, so erhält man einen zweiten quadratischen Com- 
plex, der durch (7^ geht; ausserdem schneiden sie sich in dem Strahlen- 
netze, dass der Schnitt der beiden entsprechenden Gewinde ist, die 
den beiden Büscheln von S^, bezw. denen von S^' gemeinsam sind. 

Diese Eigenschaft, der theilweise Schnitt zweier Complese 2. Grades 
neben einem Strahlennetze zu sein, hat also die durch 2 eollineare 
Netze erzeugte Congruenz 3, Grades mit der durch 3 projeetive 
Büschel erzeugten gemein; doch reicht das Kum Nachweise der Iden- 
tität nicht hin. 

In jedem Strahlenuetze , in dem sich zwei entsprechende Gewinde 
r, r' der beiden Netze S^, S^' durchschneiden, befindet sich nach dem 
Vorangehenden eine der Congruenz Cg angehörige Regelfläche 4. Gra- 
des p*. Sei nun F-, irgend ein Gewinde des Büschels rr"; dasselbe 
hat mit C^ insgesammt eine Regelfläche 6. Grades gemein (Nr. 35), 
also ausser p* noch eine Regelschaar ^^. 

Bewegt man F^ durch FF', so erhält man ein (X>^-System von 
Regeischaaren pi, zu welchen auch, von F und F' selbst herrührend, 
die Grund- Reg elsehaare 11 von S.^, Sg gehören und welche C^ erfflllen; 
denn durch jeden Strahl von C^ geht ein F^. 

Zwei andere entsprechende Gewinde F,, F/ von Äj, Sg' und ihr 
Büschel, dessen Grund- Strahlen netz die RegelflUche p/ von Cg ent- 
halten möge, führen zu demselben Systeme von Eegelschaaren. 

In der That, F^^ hat mit pj* 4 Gerade gemein (Nr. 36); davon 
ind 2 die gemeinsamen Geraden von p* und p^*; die beiden andern 
also p,* und p^, gemein. Das Gewinde von F^F,', welches durch 
ine beliebige dritte Gerade von p^; gelegt ist, enthält daher von dieser 
Regelschaar 3 Gerade, also sie ganz. 

Sei umgeliehrt g ein Strahl des Restsehnittes , mit C,, irgend 
eines Gewindes von F, T/, ausser p^*, so hat dasselbe mit der durch 
ff gehenden Regelschaar p^ 3 Strahlen gemeinsam und enthält sie 
ganz, oder diese Regelschaar ist der Reatschnitt. 
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Damit ist eine projeetive Beziehung zwischen den Büschehi FC 
und r'iJ'i' erzielt, in der sicli je zwei solche Gewinde correspondireu, 
welche durch die nämliche Regelaehaar p^^ gehen. 

Fügt man nun noch einen dritten durch zwei entsprechende Ge- 
winde von jSa, S^' constituirten Büschel hinzu, so ist nun erkannt, 
dass die durch stvei colUneare Netze erzeugte Congnicnz 3. Grades auch 
das Ersmgniss dreier projectiver Büscliel ist. 

165 Wir nehmen nun umgekehrt an, dass Cg durch S projeetive Büschel 

Si, Si, i9/' erzeugt sei; p,, p^, q^ seien dann 3 erzeugende Hegel- 
achaaren, in denen sich entsprechende Gewinde der 3 Büschel durch- 
schneiden, und (p,), (pg) die Netze, von denen die beiden ersten die 
Grund- Regeischaaren sind. Jedes Gewinde des einen oder andern 
schneidet in p^ zwei Strahlen ein, und jede zwei Strahlen von p^ be- 
stimmen ein Gewinde von (pj oder (p^). Auf diese Weise werden 
die beiden Netze in eine eindeutige Beziehung gebracht, in welcher 
sich 2 Gewinde entsprechen, die durch die nämlichen 2 Geraden von 
P-i gehen. Die Gewinde eines Büschels von (p^) schneiden in p^ eine 
Involution ein und die Gewinde von (p^), welche nach den Strahlen- 
paaren derselben gehen, bilden ebenfalls einen Büschel; denn der 
Büschel, der irgend zwei von ihnen verbindet und deshalb zu (p^) 
gehört, schneidet dieselbe Involution in pg ein. 

Infolge dessen ist die eindeutige Beziehung zwischen (pj) und (p^) 
eine Collineation. Es sei Cj' die durch diese Collineation erzeugte 
Congruenz 3. Grades. Zu ihr gehören die Eegelschaaren p^, p^ als 
Grund-Regelschaaren der erzeugenden Netze, p^ aber, weil zwei Büschel 
von (pj) und (pj), die durch die nämliche Gerade von p^, gehen und 
daher in diese Regelschaar die nämliche parabolische Involution mit 
dieser Geraden als Doppelstrahl einschneiden, in den eolliaearen Netzen 
(,Qi)) (Ps) entsprechend sind. 

Es seien F^, r,', F/' die nach p, und T^, F^', F/' die nach p^ 
gehenden Gewinde von S^, S,', S/'; F^ hat mit C^, ausser p^, noch 
eine Regelfläche 4. Grades gemein; ein beliebiger Strahl derselben ist 
gemeinsamer Strahl dreier anderer entsprechender Gewinde als F, , 
F/, r"; also gehört er zum Grund- Strahlen netze von ä,. Polglich 
ist die genannte Regelfläche in diesem Strahlennetze enthalten. Die 
beiden Strahlen, welche Fj mit p^ gemein hat, gehören ihr an; durch 
sie geht F^, weil sie durch das Strahlennetz Pj^r^, das Grundnetz-vou 
Sj, geht. Daher ist Fg dasjenige Gewinde von (p^), weiches in der 
obigen Collineation dem Gewinde F, von (p,) entspricht. Dasselbe 
gilt für Fl', F/ und für F,", F^". Mithin sind die Büschel V^r^ — S^, 
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r/r/ ^ Sj', r/T/'^Ä/' solche projective Büschel, durch welche 
die durch die colünearen Netze (pj und (p^) erzeugte 0^ auch er- 
zeugt werden kann (Nr. 164); dazu ist erforderlich, dass sie so pro- 
jectiv bezogen werden, dass entsprechende Gewinde sich in Strahlen 
von Ca' schneiden. Nun gehören aber p,, p^» Pa ^^ Gs> ^^^^ müssen 
die nach ihnen gehenden Gewinde von S^, S^, S/' in dieser Pro- 
jectivität entsprechend sein. Damit ist dieselbe als identisch mit der 
vorausgesetzten ProjectivitSt, durch welche Gj erzeugt wird, erkannt 
und infoige dessen mich CV. wdche durch die Cötlineaimi der J^etze 
(Pt)j (fi^i ^'^ ^i^ ^^^^ duruh die jetzige Projectivität erzeugt wird, 
identis(^ mit C-^. 

Aus dieser Betrachtung geht hervor, dass durch 3 Begehchaaren 
die gange Conyiuenp 3. Grades oder, besser, das sie ditrckgiehende einfache 
System von Eegelschaaren vollständig wnd eindeutig bestimmt ist. 

Feiner, wenn durch eine der Regeischaaren ein Gewinde gelegt 
wird, so Idibt sich die Regelfläehe 4. Grades, welche von ihm aus der 
Congruenz " Gtades Q ausgeschnitten wird, mit jeder andern Regel- 
schaar von Q durch ein Gewinde verbinden; alle diese Gewinde bilden 
einen Büschel, in dessen Grund - Strahlennetze sich die Regelfläche 
befindet. 

Unter den co^ Regeischaaren der Congruenz (7g giebt es auch 
solche, die in zwei Strahlenbüschel zerfallen. Die Zahl derselben ist 
leicht zu ermitteln. Dazu betrachten wir das System der Kegel- 
schnitte, welche von den Regelsehaaren in eine Ebene eingeschnitten 
werden. Die Ordnung 3 der Congruenz beweist, dass durch jeden 
Punkt der Ebene 3 von diesen Kegelschnitten gehen. Infolge ihrer 
Entstehung ist es nicht möglich, dass einer dieser Kegelschnitte in 
ein Punktepaar ausarte. Geradenpaare hingegen kommen auf zwei 
verschiedene Weisen zustande; Entweder fällt von einer Regelschaar, 
die seihst nicht ausgeartet ist, eine Gerade in die Ebene, und das ge- 
schieht, wegen der Klasse 3 der Congruenz, 3mal; oder die Regel- 
schaar zerfällt selbst in zwei Strahlenbiischel ; nehmen wir an, dass 
dies y-mal geschehe. Dann haben wir, hinsichtlich der Charakteristiken 
und Ausartungen unseres Systems (Nr. 19): 

V = 3, Jj = 0, d = 3 + y. 

Folgheh liefern die Formeln 2) der erwähnten Nummer y = 6. 

Sechsmal also zerfällt eine der oo^ Eegelschaaren unserer Congruenz 
in 2 Skahlenhüschel, und wir erhalten so die 13 Slralüenhüschel, welche 
Kummer a.a.O. für diese Congruenz gefunden hat. 

Auch die Leitschaaren der Regeischaaren, in denen sicli ent- IGli 
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sprechende Gewinde dreier projeetiver Büschel durchschneiden, so wie 
die Leitgeraden der Strahlennetze, in denen sich entsprochende Ge- 
winde zweier col linearer Netze durchschneiden, erzeugen eine Congruenz 
3. Grades. Denn so oft im ersteren Falle eine Gerade einer der Hegel- 
schaaren in eine gegebene Ebene b fällt, so oft thut es auch eine 
Gerade der zugehörigen Leitschaar. 

Im andern Falle aber lehren die 3 sieh selbst entsprechenden 
Punkte der beiden coUinearen Felder der Nullpunkt« in e, dass drei- 
mal zwei entsprechende Gewinde einen in £ gelegenen Strahlenbüsehel 
gemeinsam haben; dann fällt die eine Leitgerade des D urch schnitt s - 
Strahlennetzes in b. 

7 Vier coUineare Netze erzeugen durcft die Geradmpaare , welche je 

4 aitsp-ecftenden Gewinden gemeinsam sind, eine Congruens 6. Grades. 

Dieselbe ist nämlich der Restschnitt der beiden Complexe 3. Grades, 
die bei Gruppen von je 3 unter den 4 Netzen sieh ergeben, ausser 
der Congruenz 3. Grades, welche nach Nr. 1C3 durch die 2 Netze er- 
zeugt wird, die beiden Gruppen gemeinsam sind. Denn wenn ein 
Schnittstrahl der beiden Complexe nicht dieser Congmenz 3. Grades 
angehört, so gehört er nur zu einem Paare entsprechender Gewinde 
der beiden Netze und ist deshalb Schnittstrahl dieser beiden Gewinde 
mit den ihnen im dritten und vierten Netze entsprechenden. 

£s ist für 3 StraJilennefse eine doppelte Bedingung, einen gemein- 
samen Strahl SU lesitzen, oder, was dasselbe ist, dass ihre 6 Leit- 
geraden einen gemeinsamen Treffstrahl haben.*) 

Wenn folglich 3 collineare Gebüsche Sg, 8^, S^" vorliegen, so 
wird es unter den cx>* Gruppen von 3 entsprechenden Grund-Strablen- 
netzen oo^ geben, die einen gemeinsamen Strahl haben, und durch 
diese Strahlen entsteht eine in sich duale Congruenz. Wir wollen 
diesmal die Ordnung ermitteln. 

Ein beliebiger Strahl x*"- eines Bündels X scheidet aus S^ ein 
Netz und aus dem entsprechenden Netze von Sg einen Büschel, den 
Schnittbüschel Si der beiden Netze von S^', von denen das eine das- 
jenige ist, das dem von x"' aus S^ ausgeschiedenen Netze entspricht, 
das andere von a;"' aus S^' selbst ausgeschieden wird; x"^ ist daher 
gemeinsamer Strahl des G rund- Strahl ennetz es dieses Büschels ä*/ und 
desjenigen seines entsprechenden S^ in S^; x^ sei der Strahl, der aus 
X an das Grund-Strahlennetz des ihnen in Sg" entsprechenden Büschels 
S^" kommt. Umgekehrt, x^ scheidet aus Sg" ein Netz aus und die 



i SlraMennetze ist es eine 2(! — a)-fache Bedingung. 
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beiden homologen Netze in S^ und Sg erzeugen "durch die Schnitt- 
strahlen ihrer entsprechenden Grund - Strahlennctze eine Congruenz 
3. Grades, zu der von X 3 Strahlen x'^'- kommen. 

Wir bewegen af^'- durch einen Strahlenbüschel (X, |), so haben 
die verschiedenen aus S^ ausgeschiedenen Netze alle den Büschel ge- 
mein, dessen sämmtliche Gewinde durch (X, |) gehen, also bilden sie 
einen Büschel von Netzen iu iSg mit diesem Gewinde-Büschel als Basis; 
derselbe ist zum (X, S,) projectiv; das gilt aber auch sowohl für den 
diesem Netze-Büschel entsprechenden Büschel in S^', als auch für den 
in ähnlicher Weise durch die verschiedenen Strahlen von (_X, |) in 
S-j' hervorgerufenen Netze-Büschel. Diese beiden Büschel sind pro- 
jectiv und Schnittbüschel ihrer entsprechenden Netze ist je der den 
einzelnen Strahlen von (X, |) entsprechende S,'. Dies überträgt sich 
wiederum auf Sg", und wir erhalten das Strahlennetz, an welches je 
von X der Strahl x^ zu ziehen ist, als Basis eines Büschels S", welcher 
zwei entsprechenden Netzen zweier projectiver Netze-Büschel in S^" 
gemeinsam ist. Also entsteht durch die Grund- Strahle nnetae der jS," 
ein Complex 2. Grades (Nr. 159), und die x^ beschreiben den Kegel 
an denselben ans X 

Wenn also x"'^ einen Strahlenbüschel durchläuft, so beschreibt 
X^ einen Kegel 2. Grades. 

Mithin fallen nach dem Correspondenz-Principe für zweistufige 
Gebilde (Nr. 32) (1 + 3 + 2)-maI zwei entsprechende Strahlen x"^ 
und x^ zusammen. Das sind dann Strahlen aus X, welche zugleich 
zu 3 entsprechenden Grund- Strahl enuetzen von S^, S^', S^" gehen. 

Bei drei coUinearm Gebüschen von Gewinden gi^t es <x>^ Gruppen 
von 3 entsprechende Grund-StraMennetsen , welche einen Sh'ohl gemein- 
sam haben. Diese Strahlen bilden eine Congruenz 6. Grades. 

Wir begnügen uns mit diesen Gebilden, da wir sonst zu weit 
über den Rahmen dieses Buches hinausgehen und uns auch zu weit 
von dem Gebiete der bisher untersuchten Strahlen ort er entfernen 
würden. 



Orthogonale fiewiude. 

Zwei Gewinde T und F^ sind mthogonal oder rechbmnklig, wenn l(iS 
ihre Axen einen rechten Winke! bilden Es giebt also oo* Gewinde, 
welche zu einem gegebenen orthogonal sind 

Die Nullpunkte U und Uj der unendlich feinen Ebene S in Bezug 
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auf zwei orthogonale Gewinde F und Fj sind conjugirt nach der ab- 
soluten Curve Sl^; folglich enthält jedes der beiden Gewiude die un- 
endlich ferne Gerade, welche nach S^ polar ist zum Nullpunkte der 
@ in Bezug auf das andere. 

Zu einem Gewinde r sind alle di&jmigen orthogonal, welche durch 
die Polare, nacfi S^, des Nullpunktes U der unendlich fernen Ebene in 
Bezug auf F gehen. Sie bilden also ein lineares Sysiem 4, Stufe mit 
einem Grundstrahle (Nr. 147). 

Die Nullpunkte von S nach den Gewinden eines Büschels polari- 
siren sich, in Bezug auf fi^, in einen Strahlenbüsehel. Alle Gewinde, 
welche diesen unendlich fernen Strahlenbüschel gemeinsam haben und 
also ein speeielJes Gebüsche bilden (Nr. 144), sind zu allen Gewinden 
des gegebeneu Büschels rechtwinklig. 

Die Polaren endlich, in Bezug auf £*, der Nullpunkte der Ebene 
U für die Gewinde eines Netzes erfüllen das ganze Strahlenfeld in ®; 
und dieses ist nur enthalten in einem Strahl engebü sc he, dessen Leit- 
gerade unendlich fern ist. 

Also gleichzeitig orthogonal zu allen Gewinden eines Netzes sind nur 
die Gebüsche mit unendlich fernen Leifgeraden. IUese sind aber zu allen 
Gewinden orthogonal. Somit köuuen wir zu den höherstufigen Systemen 
nicht aufsteigen. 

In Bezug auf S^, als ausgeartete Fläche 2. Grades, sind zwei 
Gerade polar (d. h. durch jede gehen die Polarebenen der auf der 
andern gelegenen Punkte), wenn ihre unendlich fernen Punkte in Bezug 
auf S^, als Curve 2. Grades, conjugirt sind. Jeder Strahl eines Ge- 
windes r trifit einen Strahl des unendlich fernen Büschels (U, ®) 
desselben, also muss die Polare von ihm in Bezug auf Ä^ als Fläche 
durch den Punkt gehen, der zu diesem Strahle in Bezug auf ß^ als 
Curve polar ist, d, h. die Polare ü von U in Bezug auf Ä^ treffen. Also : 

Durch Folarisirung in Bezug auf die absolute Curve S^ als aus- 
geartete Fläche 3. Grades geht aus einem iclieMgen Gewinde F das Ge- 
Mschc hervor, das die Polare des Nullpunktes der unendlich fernen Ehene 
in Bezug auf die Curve S^ oder die Polare der Axe des Gewindes in 
Bezug auf dieseS)e zur Leitgeraden hat oder dessen Strahlen zur Axe 
lechtwinklig sind. 

Ein zu F orthogonales Gewinde enthält diese Leifgerade und ist also 
zu dem Gebüsc/ie in Involution. 

Nun lassen wir, mit d'Ovidio,*) eine projective Verallgetneinerung 
des Begriffes „orthogonaler Gewinde" eintreten. 

Wir ersetzen §.^ durch eine allgemeine Flüche 2. Grades, die ahsohite 

') Vctgl. dl« S. 175 angeführten Aufsätze. 
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Flache, T, und nennen ein Gewinde V su einem andetn F orOiogoncd, 
wenn ea mit dem Geumde F" das ^u F tn Bezug auf %^ polar ist, in 
Imohttion ist Dies polare Gewinde ist nun allgemein Da durch die 
Polarifiiuug die Beziehing der lavolutirn erhalten bleibt so sind auch 
F und f,, das zu Fj m Bezug auf it poUr st in Involution, und 
demnach auch F oithoj,onil zu F aho )S/ die St^tehititq det Oifho- 
f/onaltiat gegen'^eitig 

Ls erhellt nun sofort ii len Sätzen ubei (. ewinde und lineaie 
Systeme von Gewinden die in Involution bind da«s u einem etmelnen 
Gewinde oo^ Gewinde orthogonal sjnd, die ein lineares System 4. Stufe 
oder Geuehe bilden, su sammtlichen Gewinden eines Buscheis, eines Netzes, 
iinci. Oehischen eines Gewebes edle Gewinde eines Gebubches, eines Netzes, 
eines Buseliels ein emsttfes Gewinde otikogonal sind 

Von suet solciten Itneaten Systemen bei denen jede'^ Geivinde des 
etnen orthogonal zs* zu jedetn de'', anäetn wollen wii sagen, dass Sit m 
vollkommenei Orthogonalitat stnd 

Em lineares System *'" Stufe ist vollkommen orthogonal zu 169 
Linem andern lintaien System wenn ; -|- 1 ^on seinen Gewinden (die 
geeignet sind es zi i.on»tituiri.n) zu lern letzteren %3teme ortho- 
gonal sind 

TJ-w ne}inen Jingegen en bneates System »** Stufe l-fach ortho- 
gonal m einem ande>n itenn ^< * + 1 unadihangige Gewinde in ihm 
(d t solche welche geeignet sind ein lineaies System Q, — 1)'" Stufe 
zu coßstituiren) abc) nicht mebt um letzteren Systeme othogonal sind.*') 

Zu einem hnearen Systeme /c*" Stufe giebt es höchstens (5 — Iv)- 
idch orthogonale lineaie Systeme 

Em Buscitel int datier sii einem linea en Systmie einfaeh oder voll- 
lommen otüiogonat je nachdem er nur ein Geittnde entJmlt, das m allen 
Gewinden des Systems orthogonal ist oäej 3 lon seinen Gewinden und 
damit alle zum Systeme orthogonal smd 

Es sei ein lineares System i**' Stufe S l fach orthogonal zu einem 
linearen System l " Stufe Si dann ist also jedes Gewu de von S/, or- 
thogonal zu einem linearen bjstem [l — l]*"' Stute S-i in S;; wir 
nehm n nun aus S * -f- 1 — ^ (rewinde heraua die nicht zu S^i ge- 
hören mit ihm (oder seinen / Lon tituenten) zu=!ammtu aber Si con- 
stituuen können 7a hnen oler liem System li — l)"^ Stufe ist 
vollkommen oithogonil c n System von Ipi Stife 4 — — l), welches 
mit dem b ein Sjstem von dei Stufe 

/ 4^4^ ,_? _ ==/ _ 4- / _ 1 

■*■ Analog Lunnen wii von li e en "^jatemen sj echea I c iu aiiilern ? tiidi 
m Insolution "md bezw d t voUkoi n ea in I olut o b til 
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gemein liat Folglieh, wenn wir aus dieaem Je — i -}- l Gewinde als 
seine Constituenten heraus nehmen, so haben wir in Sk so viele un- 
abhängige Gewinde, die nicht blos zum Si-i, sondern zum ganzen S,- 
orthogonal sind. 

Wenn also Si l-fach m Sk orthogonal ist, so ist Si, (h — i -\- l)-fach 
l m St. 

Der Beweis lehrt, dass k — i -\-I — 1>0, also l'^i -\- 1 — l- 
sein muss; wenn *^^, wird dies von selbst erfüllt; isi aber i>k, so 
mwss diese Bedingung: l'^i -\- 1 — h Bugefügt werden. 

Der Beweis fordert ferner « ^ '; der Satz ist aber, wie wir wissen, 
auch für den Fall i = i + 1, d. h. den Fall ToUkommener Ortho- 
gonal ität richtig. 

Wenn also z. B. ein Büschel einfach oder vollkommen orthogcmal 
ist zu einem linearen System ft*"' Stufe, so ist dies k-fach oder vollkommen 
orthogonal mim Büschel. 

Innerhalb eines Büschels hat jedes Gewinde ein zu ihm orthogonales, 
in dem der Büschel sich mit dem Gewebe schneidet, das zu dem Ge- 
winde orthogonal ist. Also hat andi jedes Gewinde des Büschels seU>st 
ein m ihm orthogonales in demselben. Die beiden orthogonalen Gewinde 
durchlaufen den Büschel involutorisch, weil die Orthogen alität gegen- 
seitig statt hat. Jeder Büschel enthält also zwei Gewinde, die zu 
sich selbst orthogonal sind. 

Ebenso änd innerhalb eines Netzes su jedem Geivvnde, und ins- 
besondere zu jedem Gewinde des Netzes selbst, alle Gewinde eines 
Büschels orthogonal, ü. s. w, 
170 Wir wollen uns eingehend nur mit Büscheln beschäftigen, die 

SU andern Imeaten Systemen einfach otthogonal sind. 

Hat em Bnädiel, de) zu einem linearen System einfa^i orthogonal 
ist, mit %hm abetdies ein Gewinde gemein, so wollen wir ihn perpendiculär 
zu demsdben nennen. 

Durch jedes Gewinde F kann man einen Büschel perpendiculär auf 
ein gegebenes lineares System Si i'" Stufe legen.*) 

In der That, die Gewinde, welche zu allen Gewinden von Si or- 
thogonal sind, bilden ein lineares System Si—i, welches mit F zusammen 
ein lineares System Si.-i eonstituirt. Dies hat mit Si ein Gewinde F^ 
gemein. Der Büschel FFj^, in 1S5— ; enthalten, hat wiederum mit dem 
ebenfalls in Ss-i befindlichen /S^— ; ein Gewinde F^ gemein (Nr. 156), 
das zum Si orthogonal ist. 

Das Gewinde F, können wir also die Projection von Fauf Si nennen. 

'' j Hingegen 00', wenn V ürlbogoiia) ku & ist. 
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Si ist, nach dem obigen Satae, zu dem Büschel rr^I'^ i-fach 
orthogonal 

Durchläuft F einen Büschel B, so beschreiben auch F^ und 11, 
Büschel Si und B^. 

Ersterer ist dem S, gemeinsam mit dem S^-i, das diireh Si-i und 
B (oder deren 1 — i Constituenten) constituirt wird, letzterer hin- 
gegen dem Si^i nnd dem durch die beiden Büschel B und jß, con- 
stituirten in Se—i enthaltenen Gebüsche gemein. 

B^ können wir wiederum die Projection von B auf Si nennen. 

Der Büschel B^ ist vollkommen orthogoual zu Si, also aucli zu 
By, und demnach geht jeder von den projieirendeu Büscheln durch 
ein zu B^ orthogonales Gewinde und ist auch zu 3^ perpendicnlär. 

Man kann auch in jedem Gemnde F eims linearen Systems Si einen 
perpendkulären Büschel „errichten", der ein anderes lineares System der- 
selben Stufe Si schneidet. 

Denn das durch F und das zu S; vollkommen orthogonale System 
jSi-i bestimmte Sü-,- hat mit S/ ein Gewinde F' gemein, welches mit 
F verbunden einen Büschel giebt, der ein Gewinde von Äj_,- enthält, 
also zu Si perpendiculär ist. 

Durchläuft F in Si einen Büschel B, so durchläuft auch F' in S,' 
einen Büschel B", nämlich denjenigen, den S/ mit dem Systeme Se-i 
gemein hat, das durch B und S^—t bestimmt ist. 

Und da auch jedem Gewinde F von S em Gewmde T m S ent 
spricht als Projection vm .T aif '^ und F und F sich gleichzeitig 
in Büscheln bewegen, su fol^t lass die beiden Sybteme b S gleriei 
Stufe colUnear sind mit sölclien Elmnenten als entspi echeu len m denen 
ein m Si perpendiculaiet Busehel hetde schneidet 

Errichtet man nun auch in den F d e ] erpendicularen Büschel 
zu Si, welche Si je m T* öchneiien so wird das System & zu «ich 
selbst collinear mit F uu 1 F* als entaj rechende i Gewnideu 

Ist dann F ein Gewindt! von S,-, das sich mit seinem ent- 
sprechenden Gewinde F* vereinigt hat (jedoch nicht ä, und S/ gemein 
ist, in welchem Falle es sich auch noch mit F" vereinigen würde), so 
hat man, wenn F' das beiden entsprechende Gewinde in Si ist, d. h. 
der Schnitt des in F auf Si errichteten „Perpendikels" mit S/ und die 
Projection des F* ^ F auf S/, in dem Büschel FF' ein PerpendiJ^l 
auf beiden Systemen Si, Si'. 

Eine leichte Modification erfordert der Fall i ^ A. 

In den einzelnen Fällen gestaltet es sich nun folgendermassen. 171 

Zwei Büschel von Gewinden haben, im allgemeinen, kein Gewinde 
gemein. Da die Collineation (Projectivität) , die wir nach dem eben 
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Gesagten in 5^, erhalten, zwei sich seihst entsprechende Elemente hat, 
so ergieht sich: 

Zu zwei Büscheln Äj und öj' von Gewinden giebt es zwei Büschel^ 
welche zu beiden petpe»di€ula> smd. 

Diese heiden Büschel sind zu einander vollkommen orthogonal. 
Um diese letztere Behauptung darzuthun, suchen wir nach und nach 
zu einem beliebigen Gewinde Tj von S^ das zu ihm orthogonale F^ 
in S^, zu diesem das orthogonale F/ in iS,', zu diesem das ortho- 
gonale Fg in S/ und zu diesem das orthogonale F,* in S^. Durch- 
läuft r'j den Büschel Sj, so bewegen sich die andern projectiv zu ihm 
in Sj, bezw. Si und zweimal fällt F, mit Fj* zusammen. Ist F^ eins 
dieser Gewinde und sind dann F^, F.^', r",' die entsprechenden, so sind 
die Büschel F^F,' und F^F/ vollkommen orthogonal zu einander, da 
F^ und ^^' zu F^ und F^' orthogonal sind. 

Folglich giebt es su swei Büscheln von Gewinden siels zwei andere, 
welche beide schneiden und vollkommen orthogonal git einander sind. 

Nun geht aber Sj durch T^, weiches zu FjF/ orthogonal ist, 
folglich ist Sj zu F^Fj^ und mithin auch FjF^' zu S^ einfach ortho- 
gonal oder, wegen des gemeinsamen Gewindes Fj, perpendiculär. 

Die beiden jetzigen Büschel sind demnach mit den obigen, ivelche 
zugleich auf iS, und S^' perpendiculär sind, identisch. 

Wenn S^ und ä/ ein Gewinde F„ gemeinsam haben, so ist der 
Büschel, welcher die beiden zu F„ orthogonalen Gewinde in ihnen 
unter einander verbindet, offenbar das eine gemeinsame Perpendikel, 
denn S^ und S/ sind zu ihm einfach orthogonal 

Das andere Perpendikel wird unbestimmt; es muss durch F,, 
gehen, denn wir fanden eben, dass die in demselben der beiden ge- 
gebenen Büschel befindliehen „Fassgewinde" (wenn wir sie so nennen 
wollen) r, und f^, bezw. F/, F^' zu einander orthogonal sind. 

Die Gebüsche, welche zu S-, und Sj vollkommen orthogonal sind, 
befinden sich beide in dem Gewebe der zu F,, orthogonalen Gewinde 
und haben daher ein Netz geraein; alle oo^ Büschel von F„ nach den 
Gewinden dieses Netzes sind zu Si und S^ perpendiculär. Durch F^ 
gehende Büschel aber, welche 2 verschiedene Gewinde enthalten, von 
denen das eine zu Sj, das andere zu S/ orthogonal ist, müssen, weil 
sie zwei Gewinde des genannten Gewebes verbinden, diesem angehören, 
aber F^ befindet sich nicht in demselben. 

Interessant ist noch der Fall, wenn die beiden Büschel iS'^ und 
Ä/ selbst zu einander einfach orthogonal sind. Der eine der beiden 
perpendiculären Büschel verbindet dann diejenigen Gewinde F,, Fj' 
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von Sj und S^', welche je zum andern orthogonal sind, der andere die 
zu dieaeu bezüglich orthogonalen F^, Tg'. 

Zwei voJlkonimen orthogonale Büschel haben oo^ gemeinsame 
Perpendikel. — - 

Wenn zwei Netze S^, S/ gegeben sind, ao bat die GoUineation 
(f, r*), die aieh, nach den obigen Erörterungen, in dem einen (S^) 
von ihnen befindet, 3 aieh selbst entsprechende Elemente, 

Es gieht miikin 3 Büschel, welche zugleich m zwei gegebenen Netsen 
von Gewinden perpendkulär si}id. 

Sie sind M je swden vollkommen orthogonal, da sie die gemein- 
samen Perpendikel auf den Büscheln in S^ und S^' sind, welche ihre 
Fussgewinde verbinden. 

Wenn die beiden Netze ein Gewinde Fg gemein haben, so befinden 
sich die zu ihnen vollkommen orthogonalen Netze wiederum in dem 
Gewebe der zu rj, orthogonalen Gewinde und haben nur ein Gewinde 
gemein; der Büschel, der dieses mit r„ verbindet, ist das eine der 
3 Perpendikel. 

Sg und Sg' enthalten ferner zwei Büschel, deren Gewinde zu Ff, 
orthogonal sind; die beiden gemeinsamen Perpendikel dieser Bjjschel 
sind die beiden übrigen, 

Wenn die beiden Netae aber einen Büschel 8^° gemeinsam haben, 
so befinden sich die zu ihnen vollkommen orthogonalen Netze in dem 
Gebüsche, das zu S^" vollkommen orthogonul ist, und haben einen 
Büschel gemein. Jeder Büschel von einem Gewinde des S," nach 
einem Gewinde dieses Büschels ist ein gemeinsames Perpendikel von 
jSj, Sa'. Ferner hat Si" je ein zu ihm orthogonales Gewinde in S^, S^'; 
zu dem sie verbindenden Büschel sind S^, S^' zweifach orthogonal, 
weil sie einen zu ihm vollkommen orthogonalen Büschel enthalten; 
also ist dieser Büschel zu den Netzen einfach orthogonal (Nr. 169), 
und weil er sie schneidet, perpendiculär. So haben wir, ausser den 
00^, noch ein einzelnes gemeinschaftliches Perpendikel. 

Die Fälle, dass S.^ und S/ einfach oder doppelt orthogonal zu 
einander sind, zu untersuchen, überlassen wir dem Leser. 

Wenn zwei Gebüsche S^ und S^' von Gewinden gegeben sind, 172 
so ist Sg collinear zu sich selbst, mit F und F* als entsprechenden 
Elementen. 

Die beiden Gebüsche haben stets einen Büschel S;" gemeinsam; 
jedes Gewinde desselben entspricht sieh selbst in dieser Collineation, 
denn ersichtlich trifft jeder Büschel, der in einem Gewinde von S^" 
zu Sj oder S^' perpendiculär ist, in dem niimliehen Gewinde das 
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andere Gebüsche; aber auf Perpendicularität zu diesem andern Ge- 
büsche können wir daraus nicht achlieasen. 

Zu 1S3 und S^' sind vollkommen orthogonal bezw. zwei Büschel 
Tj, T^', welche sich beide in dem Gebüsche T^° befinden, das zu jSi" 
Yollkommen orthogonal ist, also kein Gewinde gemein haben; folglich 
können wir nicht ein Gewinde von S^" mit einem Gewinde verbinden, 
das zugleich zu S^ und S^' orthogonal ist, um zu einem auf beiden 
Gebüschen perpendiculären Büschel zu gelangen. Jeder Büschel aber, 
der ein Gewinde von T, mit einem von T^' verbindet, gehört dem 
Tg" an und kann, da dieses mit S^" kein Gewinde geroein hat, 5^,'' 
nicht treffen. 

Unsere Collineation im Gebüsche Sg mit einem Büschel von 
lauter sich selbst entsprechenden Gewinden ist analog (Nr. 141) zu 
der im Punktraume mit einer Geraden, deren sämmtliehe Punkte sich 
selbst entsprechen. Eine solche besitzt dann, im allgemeinen, noch 
zwei einzelne sich selbst entsprechende Punkte. Also haben wir auch 
hier zwei einzelne zu sich selbst homologe Gewinde, und diese führen 
zu Büscheln, die auf beiden Gebüschen perpendiculär sind. 

Ztvei Gebüsche von Geivinden haben sivei mi beiden perpenäiculäre 
Büschel. 

Diese beiden Büschel sind, wenn S^ und S^' in den Büscheln 8^ 
und jS,' von T^" geschnitten werden , die zu Si und S^' gemeinsam 
perpendiculären Büsche!; denn jeder von ihnen muss ein Gewinde von 
T^ mit einem von T^' verbinden, da er sowohl ein zu S^, als ein zu 
S-J orthogonales Gewinde enthält. Also gehören sie zu T,^", und weil 
sie orthogonal sind zu Sg und Sg', so müssen sie es auch zu den 
Büscheln Si, S,' sein, welche aus diesen durch T^'* ausgeschnitten werden. 
Umgekehrt, jeder der beiden Büschel, welche zu Sj und S/ per- 
pendiculär sind, ist vollkommen orthogonal zu 3^", weil er zwei Ge- 
winde verbindet, die zu Sj" orthogonal sind; er enthält ein Gewinde, 
das zu Sj orthogonal ist, dieses ist also zu S^ und zu Si^, also zu Sg 
orthogonal, mithin ist der Büschel zu S^ perpendiculär und ebenso 
zu Sg'. — 

Zwei Gewebe endlich S^ und S^ haben nur einen eu beiden perpen- 
diculären Büschel; er verbindet die beiden Gewinde, welche zu S^, 
bezw, Si orthogonal sind. 

Die Collineation innerhalb des Gewebes S^ hat ein ganzes Ge- 
büsche mit lauter sieh selbst entsprechenden Gewinden, nämlich das- 
jenige, das ihm mit S/ gemeinsam ist, und ausserdem noch ein ein- 
zelnes sich selbst entsprechendes Gewinde. Wir erhalten das Analogon 
in der Punkt-Geometrie, wenn wir die räumliche Homologie mit einem 
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Felde von sieb selbst eüteprecbenden Punkten und einem einzelneu 
solchen Punkte auf den Raum von 4 Dimensionen verallgemeinern. 

lieber Netze von Gewinden, loelclie zu andern linearen Systemen 173 
pcrpendicitlär sind, mögen folgende Bemerkungen genügen. 

Das Schneiden kann in einem Gewinde oder in einem Büschel 
geschehen und die Ortho gonalität kann ein- oder zweifach sein. Voll- 
kommene Orthogonalität ist nicht möglieb, wenn, wie wir es woUeu, 
das Netz dureb ein beliebiges Gewinde oder einen beüebigen Büschel 
gelegt werden soll. 

Durch einen geg^nen Büschel B soll ein Netz gelegt tverdm, das 
einfach orthogonal ist m einem geg^enen linearen System Si und es 
schneidet. Wenn Si 4. Stufe ist, dann wird es von jedem Netze in 
einem Büschel geschnitten; falls jedoch « < 4 ist, so hat B mit S,, im 
aligemeinen, kein Gewinde gemein; wenn aber ein durch B gebendes 
Netz das Si in einem Büschel schnitte, so hätten dieser und der B, 
als zwei Büschel eines Netzes, ein Gewinde gemein. Ebenso hat B 
mit dem zu S, vollkommen orthogonalen Systeme Ti—i kein Gewinde 
gemein, also kann das Netz auch in Ti-i keinen Büschel schneiden, 
d. h. nicht zweifach orthogonal zu S; sein. 

B con t'tu'rt nun m't ITj^ e'n S*,^ das mit S; einen Büschel 
gerne n 1 at jede (.ewnde desselben giebt, mit B verbunden, ein 
N tz dis we I es z S6_ ^el ort m t lem ebenfalls darin befindlichen 
Ti— e n Gew nde gerne n hat ilso einfach orthogonal zu S, ist. 

B cl )edpn BuscJel geJen also co Netze, tvelche su einem gegebenm 
l eare Sjste e fa J ortlogotal s l J s in einem Gewinde schneiden; 
k lav seh e let hs '^y ten n e nem Büschel oder ist zweifacli 

orthogonal zu hm 

Es e w ederum S j,egeben n 1 e n Gewinde .T; wenn wir es 
n t allen Bu 1 ein von S" ve b len o erhalten wir Netze, welche 
n Sy ten Fb :^ S-|- s 1 befinle W r wissen, dass dies mit T4^ 
nur ein Gewinde Fg gemein hat, und dass der Büschel FFg das Si in 
der Projection F, von F auf S; sehneidet. Durch ihn müssen alle 
Netze geben, welche F enthalten und zu St orthogonal sind; sie 
schneiden alle von selbst Si, im allgemeinen nur in Fj. Sollen sie 
also Si in einem Büschel schneiden, so muss dies einer der <x>'~' von 
Fl ausstrahlenden Büschel von S; sein. 

Sollen sie aber Ti-; in einem Büschel sehneiden, um zweifach 
orthogonal zu Si zu werden, so rauss dieser Büschel einer der <xi^~' 
Büschel*) von l'i—i sein, die von F^ ausgehen. Da ä und Ti^i kein 

*) Zu einem S^ gielit es überhaupt keine doppelt üithogonalen linearen 
Sjateme. 
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Gewinde gemeinsam haben, so giebt es durch F kein Netz, welches 
sowohl Si als Ti-i in einem Büschel schneidet. 

Durch ein gegebenes Gemnäe F giebt es cdso oo^— ^ Netze, die zu 
einem linearen Systeme i*^' Stufe einfach orthogonal sind und es in einem 
Büschel schneiden, oo*-' Netze, die m ihm doppelt orthogonal sind mid 
es in einem Gewinde schneiden, keins, das doppelt orthogonal ist und 
in einem Büsche! schneidet. 

174 Wir fanden (Nr. 169), dass es in jedem Büschel 2 Gewinde giebl, 

tvelches zu sich selbst orthogonal ist. 

Es giebt deshalb co* Gewinde, welche diese Eigenschaft haben, und 
sie bilden ein quadratisches System, in ähnlicher Weise, wie die Strahlen- 
gebüsche. Wir nennen dies System A^.*) 

Wenn ein Gebüsche zu sich selbst orthogonal ist, so muss seine 
Leitgerade dem zu ihm in Bezug auf 9£^ polaren Gebüsche, auf welches 
es sieh stützt, angehören, also der Leitgeraden desselben, die zu ihr 
nach 91^ polar ist, begegnen. Daher ist sie eine Tangente von ?t^. 

Die Leitgeraden der sti sich selbst orthogonalen Stralilengebüschc sind 
die Tangenten der absoluten Fläche Sil 

Wenn ein Gewinde F zu sich selbst orthogonal ist, also sich auf 
das zu ihm nach %^ polare F" stützt, so ist auch dieses zu sich selbst 
orthogonal; beide gehören demnach zugleich zu A^ 

Tn dem Büschel FF', der diese beiden Gewinde verbindet und 
zu sich selbst polar ist, haben wir 3 Involutionen: in der einen sind 
zwei Gewinde gepaart, die zu einander polar sind nach 31^, in der 
zweiten 2 Gewinde, welche einander stützen, in der dritten zwei zu 
einander orthogonale. Diese Involutionen sind zu je zweien harmonisch, 
d, h. die Doppeleleuiente jeder von ihnen bilden ein Paar in jeder der 
beiden andern. Die Doppelelemente der dritten sind zu sieh selbst ortho- 
gonal, also zu einander polar und in Involution, mithin ist die dritte In- 
volution zu den beiden andern harmonisch; folglich sind auch die 
beiden zu sich selbst polaren Gewinde und die beiden sich selbst 
stützenden, d. h. die Gebüsche des Büschels, zu einander orthogonah 

Die beiden Gebüsche sind zu einander polar, weil ein Gebüsche 
nur in ein Gebüsche durch Polarisirung in Bezug auf St' übergehen 
kann: ihre Leitgeradeu, zugleich diejenigen des Grund- St rahlennetzes 
des Büschels, sind die gemeinsamen Äsen aller Gewinde des Büschels, 
in dem Sinne von Nr. 70. Jede dieser beiden Leitgeraden trifft nicht 



*) d'OvicIio nennt es l'assoluto (ici co^nplessi lineari, wlihviüicl 9P l'assoluto 
del punti e dei piani ist. 
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bios die Polare (nach W) der andern, wie dies zur Orthogonalität 
der Gebüsche nothwendig ist, sondern ist mit ihr identisch. 

Nun sind auch die erste und zweite Involution als harmonisch 
erkannt; also stützen sich die zu sich selbst polaren Gewinde unseres 
Büschels auf einander. 

Wir werden in der That später, wenn wir über Correlationen 
sprechen werden, welche ein Gewinde in sich selbst transformiren, 
zeigen, dass ein Polarsystem alle und nur die Gewinde in sich selbst 
überführt, welche durch die eine oder andere Regelschaar seiner Basis- 
fläche gehen. Wir wissen aber, dass die Gewin de -Netze, welche diese 
Regeischaaren zu Basen bähen, sieh auf einander stützen (Nr. 133); 
also enthält unser Büschel aus jedem dieser Netze ein Gewinde. — 

"Wir sehliessen mit einigen Andeutungen über die „Entfernungen" 
zivischen Gewinden und linearen Systemen von Geivinden, welche von 
d'Ovidio a. d. a. Orten eingeführt worden sind. 

In der projectiv verallgemeinerten Metrik, in welcher §? durch 
eine allgemeine Fläche 2. Grades ersetzt ist, wird als Entfernung zweier 
Puukte FF' definirt das Product aus g ■ i" '^en natürlichen Logarith- 
mus des Doppelverhältnisses, das sie mit den beiden Punkten bilden, 
in denen ihre Verbindungslinie die absolute Fläche 31^ schneidet. 
Ebenso schneidet der Verbindungsbüsche] zweier Gewinde F, T^ das 
System A^, das „Absolute der Gewinde", in zwei Gewinden; „die Ent- 
fernung" der beiden Gewinde f und J\ ist nun - — -. mal dem Loga- 
rithmus des Doppelverhältnisses der 4 Gewinde. 

Die Entfernung ferner eines Gewindes von einem linearen Systeme 
von Gewinden ist seine Entfernung von seiner Projection auf dasselbe. 

Zwei Büschel haben zwei zu ihnen perpendiculäre Büschel; die 
Entfernungen der beiden Fussgewinde in jedem nennt d'Ovidio die 
beiden Entfernungen der beiden Büschel oder ihrer Grund-Strahlen- 
netze;*) das Product der Sinusse dieser beiden Entfernungen bezeichnet 
er als das Moment der beiden Büschel oder Strahlen netze, das der 
-Cosinusse als ihr Comoment. 

Zwei Netze haben drei Entfernungen, ü. s. w. 

*) Auch zwei Gerade habea, in der yerallgomeiaRrten Metrik, jtMj Ent- 
fernungen, da es zwei Gerade giebt, welche sie und ihre Polaren in Bezui; iiuf 
die absolute Fläche zugleich treffen. 
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Die Gruppen von zwei liis scelis Gewinden, welche gegenseitig in 
Involution sind.*) 

175 Die durch zwei aufeiuander folgende eindeutige Transformationen 

%, %' entstehende Transformatioa pflegt man das Frodud, von %, %' 
zu nennen und wie ein gewöhnliches Product dadurch zu bezeichnen, 
dass man die beiden zu mulfiplicir enden Transformationen hinter ein- 
ander schreibt in der Reihenfolge, in der sie vorzunehmen sind. Diese 
Multiplication ist im allgemeinen nicht commiitativ; d. h, %%' und %'% 
sind verschieden. In % %' ist % mit %' „nach"- , %' mit % „vor"- 
multiplicirt. 

Durch eine involutorisehe Transformation % werde ein Element 
X^ des ersten Raumes in sein entsprechendes (nicht nothwendig gleich- 
artiges) Xj im zweiten Kaume übergeführt; die Wiederholung der 
Transformation führt dann X^ als Element des ersten Raumes in X^ 
als Element des zweiten Raumes über. 

Das Quadrat einer invohitorischen Transformation ist mithin die 
Identität, d. h. diejenige CoUineation, bei welcher jedes Element sich 
selbst entspricht. Weil die Multiplication mit der Identität keine 
Aenderung bewirkt, so empfiehlt es sich, in Formeln dieselbe durch I 
zu bezeichnen, im Texte iber soll sie durch 3,, bezeichnet werden 

Ist also % involutoiisch, so hat mau 2. = 1 

Ä., und X2 seien zwei bfhebige entsprechende Elemente von %, 
dieselben mögen durch 3 m X^ und X Übergehn, und e'. werde 
ingenommen, dass diese wiederum in J Lntspi eciiend sind, sodass % 
durch I lu sich selbst tran&formirt wird, dann werden die sich m 
X entsprechenden Elemente X^ und Xj durch % in die sich eben 
falls in X entsprechenden Elemente X, und X^ übergeführt 

Wenn also die eine oon mn Transf 01 maf tonen die andete m sich 
selbst trtmsformt->t, so tst es auch umgelehrt df> Fall sie heisscu dann 



X, geht durch % in X^, X^ durch %' in X^' über, Xj durch %' 
in X/, X; durch % in X^, also ist %%' = %'%. 

Das Froduct zweier vertatischbarer Transformationen ist commutativ. 

Auch die Umkelirung ist richtig; denn wenn X^ und X/ die dem 
Xi in X und X' entsprechenden Elemente sind und X/ sowohl das 
dem Xg in %', als das dem X,' in X entsprechende Element ist, so 

*) Hierzu vergleiche man F. Klein, Mathem. Annalea Bd. Ü S. 198 und 
Caporali-del Peiito a, a, 0. 
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führt %' die sich id % entsprechenden X^, X^ in die sich gleichfalls 
iii % entsprechenden 2/, X^' über.*) 

Dasa man in einem Producte \on Transformationen zwei auf 
einander folgende Factoren stets durch ihr Produet und umgekehrt 
ersetzen kann, geht unmittelbar aus der Definition eines solchen Pro- 
ductes hervor. 

Im Folgenden werden wir es mit lauter involutorischm Trans- 
formationen zu thun haben. 

Für diese gilt folgender allgemeiner Satz: 

Wenn zwei involutorische Transformationm eine eh&nfaüs involu- 
torische Transformation sum Froducte haben, so sind sie vertauscfibar 
tind jede der 3 Transformationen ist das Frodttct der beiden andern. 

Es seien also %, %i, X^ involutorisch und_ 

%%, = S,; 
dann ist: 

%%,%%, = s/= 1 = V, 

also nach Unterdrückung des letzten Factors; ' 

%%,% = %„ 
und wenn mit % nachmultiplicirt wird: 

da %^ = 1. 

Ferner folgt aus der Voraussetzung durch Nachmultipliciren mit 
Jj, bezw. Vormultipliciren mit %: 

■% = %,%„ %,=%%.^ 
und also auch: 

%=^%,%„ Z^ = %,%. 

Mit zwei Geiimden Tj, F^ dnd 3 involutorische Transformationen 176 

leibmiden, namlich die beiden den einzelnen Gewinden mgehÄirigea Ntiü- 
•iiisteme, die wir nun 9i^, Si^ nennen wollen, und die windschiefe Invo- 
lution Sia = 3;i) neldte die Leitgeraden ihres Ihirdiscknitts- Strählen- 
netses zu Äxen Itat 

Wenn die bmden Gewinde in Involution sind oder sich ffegenseitig 
stutzen, dann sind Sfl^ und ^ vertauschbar und 3ig ist ihr Produet; also: 

W]i fanden nimlich m Nr. 106, dass bei zwei Gewinden F,, Fj, 
die sich gegenseitig stützen, Nullpunkt X^ und Nullebene | in Bezug 

*! \ er-,^ spgre in Nr 85 L-rwühute Abhandlung. 
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1 2 bis ß Gewinden, welche gegenseitig in Involution sind. 



auf SRj, durch Polarisirung in Bezug auf Stj, übergehen in Null- 
ebene I' und Nullpunkt X^ in Bezug auf Sf^; d. h. %% = %,%. 
X^ und Zg, I und i' sind dann entsprechend in %2- 
Durch 9ti geht X, über in § und | durch 91^ in X^; also 

Der obige Satz giebt dann: 



2) 



3„9E, 



= 9"f,3,2; 



in der Tha,t, durch Sij geht Xi in X^ über und X^ durch 91, in ^' 
über, die Nullebene von X^ in Bezug auf Sig. 

Jede der 3 Transformationen SI;, 91^, Sj^ ist also das (commu- 
tative) Produet der beiden andern, und das Quadrat jeder ist 3,,, Also 
hilden die 4 Transfonnationm So» 3i2i ^i- ^ä> ^^^ ColUneationen und 
S'wei Correlationen (Beciprocitäten), ein in skk geschlossenes System von 
Transformationen, eine sogenannte Transformations-Gruppe. Durch Mul- 
tiplication mit einer der beiden Correlationen geht jede der beiden 
Theilgruppen in die andere über, hingegen durch Multip lication mit 
einer der Collineatiouen in sieh selbst. 

Aus einem Ftmlcte X oder einer Eheste | ergieht sich durch die 4 
Transformationen eine Figur F^ von 3 Funkien und 3 Ebenen X, X^.^; 
It, ti, hcaw. % liä,' Xj, Xg, aus einer Geraden x eine Figur f^ von 4 Ge- 
raden x, ar^g,- x^, x.^, und jede dieser Figuren geht aus jedem ihrer Elemenie 
äu/rch die nämlichen 4 Transformationen hervor ; gehen wir z. B. in 
der ersten von l^ aus, so ergiebt sich ^, 1,; X^g, X. 



7 Zwei reelle Gewinde in Involution sind ungleich oder gli 

je nachdem ihr Schnitt- Strahlennetz reelle oder conjngirt imaginäre I^it- 
geraden hat; denn im ersteren Falle werden sie durch die reellen 
Gebüsche, zu denen sie harmonisch sind, getrennt (Nr. 106). 

Wenn zwei Gewinde ^^, F^ conjugirt imaginär sind, so sind ihr 
Schnitt- Strahlennetz und ihr Büschel reell; denn die Nullebenen eines 
reellen Punktes sind conjugirt imaginär, ihr Schnittstrahl also reell. 
Die Involution sich gegenseitig stützender Gewinde im Büschel hat 
die Gebüsche zu Doppelelementen, Sie ruft in einem beliebigen reellen 
Strahlenbüschel eine Involution hervor, in welcher zu gepaarten Ge- 
winden gehörige Strahlen ebenfalls gepaart sind; conjugirt imaginäre 
Gewinde führen dem Strahlenbüschel conjugirt imaginäre Strahlen zu. 
Die Strahleninvolution enthält also mindestens ein Paar aus conjugirt 
imaginären Strahlen, folglich hat sie reelle Doppel strahlen und der 
Gewinde-Büschel reelle Gebüsche. 
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Wenn mithin zwei conjugirt imaginäre Gewinde in Involution sind, 
so hat ihr ScJmitt-StraMmnete reelle Leitgeraden. 

Liegen 3 Gewinde F^, F^, F^ vor, so haben wir, ausser der Mm- 178 
iität 3(1, 5 Nullsysteme %, %, %, femer 3 windschiefe Involutionen 
Sisj 3u) %3 ^'^ »lach Nr, 133 noch ein Folarsystem Sßi^g, dessen Basis- 
oder Kemfläche die gemeinsame Eegelschaar G^^^ der 3 Gewinde trägt. 
Einem Punkte X, einer Ebene § entspricht in demselben die Ver- 
bindungsebene der Punkte X,^, Xjg, X^s, der Schnittpunkt der Ebenen 
^läj 5i3' ^ss, welche dem X, der g in den 3 Involutionen correspondiren. 

Im Falle die 3 Gewinde sich gegenseitig stützen, iüden diese 8 
Transformationen, 4. Coüineatimen So, Si-.. 3i3. 3.3, ^ Correlationen 
511^, 9ia, 9J3, 5ßiäs wiedertitn eine Transformationsgruppe. Dieselbe ent- 
hält natarlick 3 Untergruppen, welche blos von 2 Gewinden ab- 
hängen, und wir haben den Beweis nur noch für solche Transfor- 
mationen zu führen, bei denen alle 3 Zeiger auftreten. 

Es ist: 

3,äS,3 - %%%% = %% = S,3 == 3,sS,.; 
oder, wenn h, i, h drei verschiedene Zeiger sind: 

3) s,„-3« =a* = s«3..- 

Also entsprechen die aus X durch S^^ und Su sich ergebenden 
Punkte einander in %.^; denn nach der Formel geht Zj^ durch %<i 
in X,3 über. 

Daher ist X^^^X^^ ein Leitstrahl von %^ und demnach sind die 
Ebenen XX^^X^^ und X^^X^.^X^.^ auch in %.i entsprechend. Letztere 
Ebene ist die Polarebene ^1^3 von X im Polaraysteme ^i^ß, Erstere 
aber ist die Nullebene ^i von X in St^, denn XX,^, XX^.^ sind Leit- 
strahlen von Sig, 3i3, daher Strahlen der Netze F^F.^, F,r.^, mithin 
beide zum Gewinde F^ gehörig. Also durch S^s §«'''' ?i '" Si^s und 
5,23 in li über; daher: 

oder allgemeiner: 



: Vertauschbarkeit von 



i) 




»3,. 


-S|J.,.- 


■ S,.5t.: 


5) 




».„3, 


. - ». = 


S,.5P,, 


ö) folgt ai 


13 4) auch 


durch 


den allgemeinen 


Nr. 175. 










Ueberzeugen wir 


um u. 


ocli direct 


von d( 



*) Diese Formel gilt auch, wenn l\, T, nur zu r, 
i Involution sind; denn %.j, ^i^^, hängen vom ganzen i 
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9i^ und S^s, bezw. von ^ßi^g und S^^. Dem X entspricht X^g in ^^g 
und diesem in SUj die Ebene lu^, da sich X^^ und X,^ in ^^^ ent- 
sprechen, XgB und Xj3 in S,^, also die beiden von X^r. ausgehenden 
Strahlen X^^Xj^ und Xg^Xjg zu F^ gehören. Die Polarebene ferner 
von Xjj in $133 verbindet die 3 Punkte, die ihm in Sis, Sis, Sas 
entsprechen, das sind: X.g, X^, X; also ist sie die Ebene Ij. 

Damit ist die Geschlossenheit des Systems der 8 Transformationen 
bewiesen. 

Jede der 4 Coirelationen verwandelt wiederum jede der beiden 
Hälften der Gruppe in die andere. 

179 Aus jedem Funhte X {oder jeder Ebene |) ergieht sich durch die 
Gruppe eine Figw Fg von 4 Punkten und 4 Ebenen: 

X, Xi„ X,g, X53; |„ Ij, %, li,3. 
Dieselben bilden ein und dasselbe Tetraeder; denn z. B. XXjaXjj, irs li, 
X,,X,,X,, = ^,,,. 

Gehen wir von X33, |a, l^j aus, so geben die 8 Transformationen 
in derselben Reihenfolge: 

X,„ X,3, X,„ X; i„„ I3, |„ li; 

g„3, |„ |„ I,; X,g, X,3, X.„ X. 

Jedes (7icse»' Tetraeder ist ein Folartetraeder im Polarsysteme ^i2:i- 

Denn l^^g .ist die Polarebene von X, |j die von Xg^, wie oben 
bewiesen wurde. 

Die 3 Kante nvierseite gehören bezw. zu den 3 Gewinden, z. B. 
das Vierseit XX^^X^^X^^ zu F,; das dritt« Paar Gegenkanten XX^j, 
X,jX,s befindet sich in dem Strahlennetze F^F^; beide Linien sind 
Leitstrahlen von Sss- In Bezug auf J\ sind sie polar zu einander, 
denn die Nullebenen, in Bezug auf F^ oder 9^i, der beiden Punkte 
der einen Geraden gehen durch die andere. 

Aus jeder Geraden x geht durch die 8 Traneformationen eine 
Figur f^ von 8 Geraden hervor: 

wir werden später sehen, dass dieselben zu dem nämlichen Strahlen- 
netze gehören. 

180 Wir bezeichnen die ß Leitgeraäen der Sdmittcongru&nsen der 3 Ge- 
winde mit i,ä, I12'] hs) 'i/i ha hs °^^^ kürzer, sobald die beiden zu- 
sammengehörigen auch zusammen betrachtet werden, rait(12), (13), (23). 
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Alle 6 Geraden befintleE sich in der Leitachaar L,^^ der Grund- 
Regelschaar Gj^^g des Netzes rj^r^Fj. 

Die Gebüsche [l^^]' ['i/J ^i"'^ ^^^^ ^^ Involution zu P^, also 
ihre Äxen in F^ gelegen. 

Jedes äer 3 Faare (13), (13), (23) befindet sich daher im jeweiligen 
dritten Gewinde. 

Die (12) gehören also zu F^, als Leitgeraden aber eines in Tj 
befindliehen Strahlennetzes sind sie polar in Bezug auf i^j; folglich 
sind ijj', Z^3 die Polaren von l^g in Bezug auf T, und F^, daher zu 
(12) harmonisch (Nr. 106). 

Die 3 Faare der Leitgeraden (13), (13), (33) der Strahlennetge , in 
denen 3 sich gegenseitig stütgende Gewinde einander durchschneiden, sind 
SU je zweien harmonisch. 

Sie rufen in der Eegelsehaar Xj^j, in der sie sich alle befinden, 
3 Involutionen hervor, von denen jede 2 Paare auch au Paaren hat, 
die Geraden des dritten Paares aber zu Doppelstrahlen. 

Wenn F^, fj,, F^ reell sind, so sind Gjgg und L^.^^ reell oder ima- 1 
ginär mit reellem Polarsyatem Sßigg in beiden Fällen (gehörig zu einem 
einmauteligen Hyperboloide, bezw. einem imaginären Ellipaoide). Im 
letzteren Falk bestehen alle 3 Faare (13), (13), (23) aus conjiigirt ima- 
ginären Geraden und F^, jT,, F^ (überhaupt alle Gewinde des Netzes) 
sind gleich gewunden. 

Im ersteren Falle hingegen, wo ff,gg und i,23 reell sind, sei Iv^ 
der reelle Schnitt der Xj^j mit einer reellen Ebene; die in dieser 
Ebene liegenden reellen Strahlen der Netze ^^^-^, FyF^, F^F^ ver- 
binden je die Spuren von (12), (13), (23) und sind, weil je zwei dieser 
Paare harmonisch zu einander sind, conjugirt zu je zweiem in Bezug 
auf li^\ also bilden sie ein Polardreieck dieser reellpunktigen Curve 
und zwei von ihnen schneiden dieselbe reell, die dritte imaginär. Von 
den 3 Paaren (12), (13), (23) bestehen demnach 2 aus reellen, das 
dritte aus conjugirt imaginären Geraden. Seien jene (12), (13), so ist 
r\ anders gewunden als F^ und F^. 

Wenn 3 reelle Gewinde, welche gegenseitig in Involution sind, eine 
reelle gemeinsame Eegelsehaar haben, so besitzen swei von den 3 Strahlen- 
netzen, in denen sie sidt durelischneideti, reelle Leitgeraden, das dritte con- 
jugirt imaginäre und das Gewinde, dem die beiden ersten Sirdhlennelse 
angehären, ist anders gewunden als die beiden übrigen. 

Wenn aber F^ reell und F^, F^ conjugirt imaginär sind, so sind 
die Geraden (23) reell, (12), (13) aber imaginär und zwar die (12) 
zu den (13) conjugirt. Zur Bildung der gemeinsamen Eegelsehaar 
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(?J23 können wir f^, P^ durch 2 reelle Gewinde ihres Büschels er- 
setzen, K. B. durch die Gebüsche [l^}, [/j/], und erhalten, dass Gj^i 
und 7j,23 reell sind. 

182 Von den 3 windschiefen Involutionen, welche je die Gegenkanten 
eines Tetraeders m Axen haben, sind je swei vertauschhar und jede das 
Produd rfer beiden andern. 

Die Gegenkanten seieo a, a^; h, b^; c, c, und zwar verbinde c die 
Punkte a\ und ha^ und sei der Schnitt der Ebenen ah und a^h^, 
während durch c^ die Punkte ab, «i&i verbunden werden und in ihr 
die Ebenen ab^, ba^ sich schneiden. Die 3 Involutionen seien Sa, 
3(,, 3^. In den beiden ersteren entsprechen dem Punkte X die Punkte 
Y, Z, so dass, wenn A, A, die Schnitte von XY mit a, %, B, Ji^ 
diejenigen von XZ mit b, h^ sind, die Würfe ÄÄ^XY und BB^XZ 
harmonisch sind; da sie überdies perspectiv sind, so treffen sich AB 
und A^B^^ auf YZ\ weil sie aber bezw. in d^n Ebenen ah und aj)^ 
liegen, so müssen sie sich auf der Schnittlinie c begegnen und durch 
den Begegnungspunkt C muss also YZ gehen. Ebenso hat YZ mit 
q einen Schnittpunkt 6\, durch den auch AB^ und A^B gehen. Der 
Wurf CCjYZ ist aber die Projection von AA^YX aus B, mithin 
auch harmonisch; also sind Y, Z entsprechend in S^. 

X geht durch So in 1' Y durch 3^ in Z über, der dem X in So 
entspricht; also: 

Die Vertauschbarkeit, welche schon aus dem Satze von Nr. 175 
folgt, ergiebt sieh auch bei der Reihenfolge ZYX. 

183 Bei 4 Gewinden Tj, T , Tg, T^ Jiahen wir die Identität S^,, 4 
Nullsysteme 91,, ..., Si^, 6 wmdsfkiefe Involutionen 3,g, . . ., Ss*? ^ 
Polarsysteme ^m, ■ • -, ^254 und die windschiefe Involution ^l&ih ^alclie 
die allen 4 Gemnden getneiribamen Geraden (g) su Axe^i Jtat, also 
8 Collineationm und 8 Cor> elalionen. 

Alle 12 Leitgeradeu (12), , . ., (34_| treffen die beiden Geraden (g). 
Sind die 4 Gewinde gegenseitig in Involution, so sind es auch die 
ganzen Büschel -T, F^ und T\r^, folglich gehören die Leitgeraden des 
Grund-Strahlen netz es des einen zu demjenigen des andern; oder (12), 
(34) bilden ein windschiefes Vierseit, und die {g) sind dessen Dia- 
gonal eiL 

Die 6 Paare der Leitgeraden der Schnitt- Strahlennetee von 4 Ge- 
winden in Involution, sind Gegenkanlen- Paare von V Tetraedei-n ; für 
alle ist gemeinsames Gegenkanten-Paar das der Geraden, welche allen 4. 
Gewindelt gemeinschaftlich sind, während die 4 übrigen Kantcjt Leit- 
geraden von mtvei StrcMminetzen sind, die von allen 4 Gewinden herrühren. 
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Die 3 Tetraeder haben also zu Kanten: 

(12), (34), [g); (13), (24), (9); (14), (23), (j). 

Nach dem eben bewiesenen Satze haben wir, wenn /(, i, Ic, l vier 
verschiedene Zeiger sind: 

*) ^Si'JiS34 ^^ "Ski- 

Ferner: 

9) ^A.*3*, = %,iMk% = %k% = %l„ 

wobei 4), 1), 5) benutzt sind. 

Mithin ist wegen des Satzes von Nr. 175: 

10) S.,M9f* = fiu, 

11) %,,i%i,- — %, 

12) SP/,a^.,i = Sn. 
Alle diese Producte sind eommutativ. 

Damit ist die Geschlossenheit des Systems der S CoUineationen und 
S Correlationen bewiesen. 

Die Figur F^g, die aus einem Punkte X (oder aus einer Ebene) 184 
sicÄ dwch diese Transformationen ergibt, besteht aus 8 Punkten: X, 
Zi3, . . ., X^, X,23i und 8 Ebenen: |j, ..., 1^, ^^^s, . . ., I^g^, welche auf 
4 Weisen 3 Möbius'sche Tetraeder bilden (Nr. 49). 

Die 3 Gewinde F^, T,, T^ z. B. geben uns (Nr. 179) das Tetraeder 
I XX,,X,,X,,^i,,,i,i,i„ 
bei welcher Bezeichnung Ecke und Gegenebene an gleichvielter Stelle 
stehen. 

Die 8 übrigen Elemente von i^u, ergeben sieh aus diesen 8 durch 
Poiarisiruiig in Bezug auf Sl^: 

(wegen 4), 8), 1)), und daher sind diese beiden Tetraeder gegenseitig 

um- und eingeschrieben. 

Die drei andern Paare gehören zu Slj, 91^' ^h- 

In allen 4 Fällen sind entsprechende Ecken, bezw. Ebenen (d. h. 

solche, von denen jede mit der Gegenebene, bezw. Gegenecke der 

andern incidirt): 

XX,,3„ X,,X,^, X„X,^, X,,X,^; k,i,,„ |,|,,„ U.m, |„,|,. 
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Dass I ein Polartetraeder für ^,^s ist, wissen wir ans Nr, 179; 
wir bestätigen leicht, dass das auch für II gilt — 

Realitäts -Untersuchungen können hier unterlassen werden, weil 
man aus der allgemeineren Gruppe von 6 Gewinden in Involution 
Schlüsse machen kann. 

Ebenso unterlassen wir die Betrachtung der Gruppen von 10 
Geraden, die aus einer Geraden durch die 16 Transformationen sich 
ergeben. 

185 Wir können auch den Fall von 5 Gewinden in Involution über- 

gehen, da die mit ihnen verbundene Transformations-Gruppe mit der- 
jenigen identisch ist, die zu der Gruppe von 6 Gewinden gehört, welche 
aus der von 5 Gewinden durch Sinmfügv/ng des auf alle 5 sich stOtsenden 
Gewindes sich ergiebt. Wir wissen (Nr. 131, 133), dass bei einer 
solchen Gruppe die Regelschaar, welche 3 Gewinden gemeinsam ist, 
und diejenige, in der sich die 3 übrigen schneiden, dieselbe Träger- 
fläche und also auch dasselbe Polarsystem haben, so dass: 



ferner, dass die gemeinsamen Geraden von je 4 Gewinden die Leit- 
geraden des Schuitt-Strahlennetzes der beiden übrigen sind, also; 

Bei 5 Gewinden T, , . . ., T^ hat man zunächst nur 31 Trans- 
formationen, nämlich 16 CoUineationen : 3„, 3,^, . , ., ^4^,, 3iä34, ■ - ■, Sijis, 
und 15 Correlationen; %, . . ., %, %^^, . . ., %,^. 

Sind die Gewinde in Involution, so bilden diese noch keine Gruppe, 
sondern man muss noch das Nullsystem SE^ des Gewindes F^ hinzu- 
nehmen, das sich auf alle 5 stützt; denn z. B. Si2st^ri == ^äe^s ^^^^ ^i- 

Die bei den 6 Gewinden scheinbar neu hinzutretenden Transfor- 
mationen sind aber mit schon vorhandenen identisch; z. B. ^ßja^ mit 

Demnach hat man bei 6 Gewinden in Involution 16 CoUineationen: 
die Identität und 16 windschiefe Involutionen, 16 Correlationen: 6 Null- 
Systeme, 10 Polarsysleme. 

Bei den windschiefen Involutionen ergiebt sich als vorzuziehende 
Bezeichnung die durch 2 Zeiger; bei den Folarsystemen müssten wir, 
wenn wir alle 6 Gewinde gleichmässig berücksichtigen wollen, die 
etwas umständliche Bezeichnung Sushis anwenden; wir werden uns 
jedoch mit dem jeweilig geeigneteren Zeiger-Tripel begnügen, meistens 
das 6 nicht enthaltende bevorzugen. 

Ein symbolisches Product mit 6 Zeigern ist nur bei zwei iden- 
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tischen Polarsystem en möglich und ist gleich der Identität, ein solches 
mit 5 Zeigern muss ebenfalls ein Polarsystem enthalten und wird, 
iadem man dasselbe durch das identische ersetzt, auf 3 Zeiger gebracht. 
Also erhalten wir keine neue Formel; dk Geschlossenheit des Systems 
der 32 Transformationen ist dargethan. Die Gruppen von 2, 3, 4 Ge- 
winden, die aus unserer Sechser-Gruppe genommen werden können, 
geben Untergruppen von 4, 8, 16 Transformationen in unserer Trans- 
formation sgruppe Gg2- Jede z.wei Transformationen hefinden sich 
mindestens in einer Untergruppe, zu der dann auch ihr Product gehört. 

1 üti dtn 1j Faa}en der Leitjeiadei de) "^dimtf Sftahlennet e It ISO 
fnden •'i /; je die 10 Farne die mti ) Zaaet bogen m dem Geutnde 
das den sechsten Zeign hat, je die f Faare hezw 3 Faare, tvelcfie -i odet 
3 Zeiger tragen tn dem Sttahlcnnetne, besw det Begelscliaar, uelciie den 
Geetmden mit den tti»igen Zeigern gemeinsam ist 

Von den so in einer Regelachaar befindliLhen inl je 7wl 7l 
einander haimonisch 

Drei Leiljetttdtn Faate ueldie alle l Zeiget eitJalki nie 

(12) (34j ( Q) 

sind die Gegenfanten- Faare eines Tetraeders T; denn die (56) sind die 
gemeinsamen Geraden {g) der 4 Gewinde ^^, F.^, F^, F^ (Nr. 137). 

Solcher Tetraeder T gieht es 16; weil es 5 Zeigerpaare mit dem 
einen Zeiger 1 giebt und die 4 übrigen Zeiger 3 Paare von Paaren 
bilden. 

Mit jedem dieser Tetraeder haben 2 '3^6 von den 14 übrigen 
ein Paar Gegenkanten gemem 

Die Fasisflaclie jedes der 10 Polai Systeme nthalt ö Faare, je 3 in 
jide) det beiden Schaaten Die Getaden jedes det 9 abngen Paa^e sind 
X/ola) in Betrug auf die Flache 

Auf derjenigen z B von ^j^j . ^^ hegen nicht (14); sie treffen 

die (2o) aus der einen, die (jtb) aus der andern Regeisehaar, bilden 
mit ihnen ein Tetraeder, smd daher die Diagonalen des ^on (23), (56) 
gebildeten Vierseits 

A»s den 9 Paaien, die ausseihalb der Bamflaclie eine', Fölarsystems 
liegen, Kann man Tetraeder T bdden, die m sv>ei Ternen gerfallen, 
deratttg dass jede Teme alle 9 Faate umfasst Diese b Tetraeder siiid 
dann sammtlich Folattettaedei deb Folarbystems 

Zum Polarsjsteme ^ ^ geboren so die m einei Zeile oder Co- 
lonne des folgenden quadratischen Schemas "tehLnden letraeder I, II, 
III I II III 
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r II' iir 



= 4 Folarsystemen; 



I (12) (34) (66) 

II (35) (26) (14) 

m (46) (15) (23). 

Also geUrt jedta Tetraeder Im-}, 

(12) (34) (56) zu i|ä„5, $,„, fcs, $„ 


10 



7 Di'e i77ö Verbindungslinien der 60 Ecken der 15 Tetraeder T sind 

mgleich die Schnittlinien der Ebenen derselben und serfallen in 3 Gruppen. 

Die erste wird durch die 30 Kanten der Tetraeder oder Leitgeraden 
^13 ..., gebildet, von denen jede 15facb unter den Verbindungslinien 
und Schnittlinien zählt; denn sie gehört mt 3 Tetraedern und es liegen auf 
ihr 6 Ecken und 6 Flächen gehen durch sie. Z. B. l^.J gehört zu den 
3 Tetraedern: (12) (34) (56), (12) (35) (46), (,12) (36) (45. Durch die 
3 Paare Ecken auf l,^ gehen also die 3 Paare (34), (35), (45) und 
da dieselben in einer Regelschaar (L^^^ E^ G^^f,) liegen und zu je 
zweien harmonisch sind , so sind auch die 3 Paare der je zu dem 
nämlichen Tetraeder T gehörigen Ecken oder Flächen, die auf einer der 
30 Leitgeraden l^^ . . . liegen, hezw. durch sie gehen, m je giveien Mrmonisdi. 

Betrachten wir das Tetraeder (12) (34) (56) genauer; seine Ecken 
seien 

A^k.,l-J^^, B~l,,l,^'l,,,;, Cr=l^:i^,lJ, D = l,,'h,'l„ 
und a, ß, y, S die Gegenflächen. 

Durch ?,ä gehen noch 4 andere Ebenen y, ku den beiden andern 
Tetraedern gehörig, welche ^j^ zur Kante haben, ebenso durch l^ 4 
Ebenen % und durch l^i- 4 Ebenen ip. Es sei li^ls^J^^ eine der <p und 
L,^,Zj5*) eine der x- -Ä-uf der Schnittlinie liegen, ausser A, noch die 
Ecken l^^l^^^E und i^gi,,, f^F, durch welche die dritten Geraden 
Ij^, bezw. ^23 gehen. Die 3 Geraden Z^^, l^^, !^.j, zu dem Tetraeder 
(56) (14) (23) gehörig, laufen entweder in eine Ecke desselben zu- 
sammen oder Hegen in einer von seinen Flächen; da sie aber von 
unserer Schnittlinie in 3 Tcrschiedenen Punkten A, E, F getroffen 
werden, so ist letzteres der Fall, und die Fläche ist eine der ij). 

Durch jede Schnittlinie einer 9 mit einer % S^^t auch eine il). 
So erhalten wir aus.4 16 derartige Schnittlinien von je 3 Tetraeder- 
ebenen, und jede enthält ausser A noch 2 Tetraederecken. Mithin 
haben tvir solcher Verbindungslinien und Schnittlinien, von denen jede 3 



*) Diejenige von 3 Geraden (Ai), welche zuerst erwähnt wird, kann ^^^ (ohne 
Aocent) genannt werden, die andere l,^^'. 
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von den 60 Ecken verbindet und m 3 von den 60 Ebenen Iwgt, ins- 
gesammt -J- . 60 . 16 = 320. Wk aus jeder der Ecketz 16 lnommen, so 
liegen auch in jeder Tetraederebene 16. 

Sie zählen dreifach unter sämmtliehen 1770 Geraden; es bleiben 
daher noch 1770 — 30. 15 — 3 . 320 = 360. 

Um zu diesen zu gelangen, schneiden wir eine der Ebenen 9, 
etwa wiederum lii^as^i^,, mit der der Kante \^ an der Ecke A gegen- 
überliegenden Seitenfläche unseres Tetraeders, also mit ^st^M^ia'; auf 
der Schnittlinie liegt ausser A noch der Punkt l^^ ^35 l^ß■ Solcher 
Linien haben wir aus Jeder Ecke oder in jeder Ebene eines der Tetraeder 
3 . 4 == 12, also im Gänsen ^ . 60 . 1 2 = 360. 

Durch die 32 Transformationen unserer Gruppe G^^ ergiebt sich 188 
aus jedem Funkte X oder jeder Ebene % des Raumes eine Figur F^^ 
von 16 Punkten und 16 Ebenen, weldie aus jedem ihrer Elanente durch 
die nändichen J^ansformationen hervorgeht.*} 

Betrachten wir zunächst die 6 Nullpunkte einer Ebene |, Xi,...X^. 
Der Schnitt der | mit irgend einem der Tetraeder, z. B. mit (12} (34)(56), 
ist ein vollständiges Vierseit, dessen Diagonalen Gegenkanten treffen, 
also zu den Strahlennetzeu F^F^, F^F^, F.^F^^ gehören und daher je 
die Nullpunkte X^, X^; X.^, X^; X^, X^ enthalten. Da nun die Ge- 
winde zu je zweien in Involution sind, so sind die Nullpunkte har- 
monisch zu den jeweiligen Schnittpunkten der Diagonale mit den 
Leitgeraden, d. li. zu den durch sie verbundenen Gegenecken des Vier- 
seits. Für den Kegelschnitt, der durch 5 von den Nullpunkten geht, 
sind daher 2 Paare Gegeneeken des Vierseits conjugirt, folglich, nach 
Hesse's Satz,**) auch das dritte Paar; demnach geht der Kegel- 
schnitt auch durch den 6. Nullpunkt. 

Die Nidlptmkle einer Ebene in Bezug auf 6 Gewinde, welche gegen- 
seitig in Involution sind, beenden sich stets auf einem Kegelschnitte und 
die Nullebenen eines Punktes berühren den nämlichen Kegel ä. Grades. 

Geht 5 durch eine Ecke eines der Tetraeder, etwa des (12) (34) (öti), 
so laufen 3 von den 4 Seiten des Tierseits durch diese Ecke und 
vereinigen sich mit den Diagonalen; infolge dessen werden 4 von 
den 6 Nullpunkten gebildete Sechsecke, z. B. X^ X^ X;^ X^ X^ X,.^, 
Brianchon'sche. 



*) Deshalb bezeiebnen wir die Elemente der Figur verschiedenartig , je 
naclidem wir sie — für den äugen blitklicben Zweck ■— aus einem Punkte X oder 
aus einer Ebene | abgeleitet denken. 

**) Vergl, Steiner-Schröter's Vorlesungen über aynihstische Geometrie 
S. 419 der 2. Äufi. 
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In derjenigen Transformation von Gj^, in der sich irgend zwei 
(gleicbartige oder ungleichartige) Elemente von ^g^ entsprechen, ent- 
sprechen natürlich auch die 6 Nulleiemente des einen denen des andern 
und also auch der Kegelschnitt oder Kegel, der jene umfasst, dem 
Kegelschnitte oder Kegel, von welchem diese umfasst werden. 

Ausserhalb eines Punktes oder einer Ebene der F^^ liegen die 
10 Polarebenen, bezw, die 10 Pole nach den Polar Systemen. 
189 Die 6 Nullebenen |,, |j, . . ., |,;, die von einem Punkte X der 

7'32 kommen, gehen zu je zwei durch die 15 andern Punkte, z. B. 
Ii, I2 dni'ch X^2, also sind ihre 15 Schnittimien zugleich die 15 Ge- 
raden aus X nach diesen 15 andern Punkten. Und daher sind die 
120 Verbindungslinien der 16 Funlcte von F^.j mit den läO Schnittlinien 
der 16 Ebenen identisch. 

Zu jedem von den 16 Punkten giebt es einen unter den übrigen, 
der ihm in einer gewissen der Involutionen 3s ■ entspricht; also rer- 
theilen sieh diese 120 Geraden m je 8 auf die 15 Strahlennetze A J",. 
Jede dieser 120 Linien wird von den 16 — 2^2.4 = 6 Ebenen, 
welche weder durch sie selbst, noch durch einen der beiden ver- 
bundenen Punkte gehen , in 6 Punkten getroffen, durch die nur 3 
Ebenen gehen. Wir Jiaben so -l- . 120 . 6 = 240 Funkte, in denen {nur) 
3 von den Ebenen von F^^ sidi schneiden; mit diesen Punkten und deu 
20-fach gerechneten 16 Punkten von Fg^ sind die 560 Schnittpunkte 
der 16 Ebenen dieser Figur erschöpft. Natürlich- geben auch die 
Punkte 240 Verbin dungsebeneu von je dreien. 

Die 10 ausserhalb einer Ebene ^ von E'^^ gelegenen Punkte haben 
120 Ve r b in dun ga ebenen, dazu gehören die 15 übrigen Ebenen und 
zwar je 4fach; denn jede schneidet die | in einer Verbindungslinie 
von zwei ihrer Punkte, also enthält sie 4 ausserhalb befindUche Punkte, 
Es bleiben daher 60 Ebenen, welche nur je 3 der äusseren Punkte 
enthalten; diese schneiden in | die FascaVschen Linien der 60 Sechs- 
ecke, die man aus den 6 Nullpunkten bilden kann. 

Bilden wir z, B, aus den 6 Nullpunkten von | das Sechseck 
X,X,X^X^X^X^; so gehen durch die Gegenseiten X^X^ und X^X^ 
die Ebenen 1,2, I45. In Ij^ liegen, ausser X^, X^, noch die Nullpunkte 
nachSis,..., 9i,, d. i. wegen 4) die PunVte X^,^, X,,^, X,^^, X^^^~Xg^^, 
die Pole von | nach ^133, . . .; ebenso liegen in |^ noch Xj^^. X^^^, 
Xg^, X^f^g ^ ^i2itj ^l^'* liegen auf der Schnittlinie, welche durch (X^X^, 
X^X^) geht, die Punkte X^^g, X^^^; ebenso auf den Schnittlinien (6^,? 
Iss) ""*! ihi' ki) -äie Punkte X^.,,, Z^g^, bezw. X^^^, X^^-; folglich 
geht die Ebene X,^^ X.^.^^ X^^^ durch die Pascal'sehe Linie 1 
Sechsecks. 
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Wir denken die F^.^, um die frühere Bezeichnung benutzen zu li^O 
können, wieder aus einem Punkte abgeleitet; aus Nr, 184 wissen wir, 
dass die nur von 4 Gewinden T,, F^, F^, F^ hetrülirenden Punkte 
und Ebenen von F^^ 4mal 2 Möbius'sebe Tetraeder bilden, je den 
Nullsystemen 9Ji, . . ., 3Ej zugehörig. Das 9^^ zugehörige Tetraeder- 
Paar war: 

denn Xj^^j ehe Xj^; beide Tetraeder sind Polartetraeder von ^ßiäj- 

Aus den 16 übrigen Elementen von F^^ lassen sich auch 2 Mö- 
bius'sche Tetraeder bilden, welche gleichfalls zu einander in Bezug 
auf 9!^ polar, sowie Polartetraeder von ^ß^^s ^'^d: 
111 X,, X,, X,, X^ -r U ^m ^135 ^6 

denn z. B. l-.sj z:^ li^e euthdit X^^, Xy^, X^^ und l^g^, I5 sind polar zu 
^161 ^16 ^" Bezug auf ^i^g wegen 9) und 5), I145 und Ig aber den- 
selben Punkten polar in Bezug auf 91^ wegen 4) und 2). 

Solcher Paare von Möbius'schen Tetraeder-Faaren hat man im 
Garnen 20 , 3 = 6 . 10 = 60; jedes Tripel von 3 Gewinden giebt 3, 
jedes Nullsystem 10. 

Durch die Transformationen von G^^ entsteht aits jeder Geraden x 191 
eine Figur f\^ von 32 Geraden, die in zwei Soften serfälU: 

X, a:/,,-; Xi, Xiuk, 
von denen die eine durch die Colliaeationen , die andere durch die 
Korrelationen entsteht. Jede der beiden Hälften wird durch eine 
Collineation von Q^^ in sich selbst, durch eine Correlatjon in die 
andere Hälfte transformJrt. Oder, von irgend einer Geraden von f^^ 
ausgehend, gelangt man durch die 16 Collineationen zu den Geraden 
derselben, durch die 16 Correlationen zu denen der andern Hälfte. 
Die Strahlen des Netzes F^F.^, welche die Gerade x treflen, also 
die Regelschaar [^/la^ia'] bilden, sehneiden auch die Polaren von x 
nach Sa^ und 9!j und, weil sie Leitstrahlen von Sia sind, auch die J^jg. 
Also befinden sich 

X, Xi, X2, Xij, 

— welche eine f^ bei 2 Gewinden in Involution bilden — in einer 
Regelsehaar, offenbar derjenigen der Polaren von x nach den Ge- 
winden des Büschels r,F^ (Nr. 105). Zu 15 solchen Regelsehaaren 
gehört X und jede der 32 Geraden, . Folglich haben wir ^ . 32 . 15 == 120 
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sökke „Eegelschaar-Gruppen" von je 4 Geraden der f^^, von detten je 
zioei SU jeder der beiden Hälften geMren. Aus den 15 Regelscliaar- 
Gruppen, zu denen x gehört, erhält man sie durch die 32 Transfor- 
mationen, so jedoch, dass je 4 Transformationen dieselbe Gruppe in 
anderer Anordnung liefern. Die obige Gruppe bleibt z. B. durch S,,, 
Siui 9!,, 9!j unverändert, durch S,^, S^g, Stj, ^523 geht sie in x^, x^^, 
^S3> %Bi ^ufch Sj^, Sjg, 9ßjg,, 5^234 in 3^, a^ss, a^ui, a^^g^ über. 

Dies führt weiter zu „Strahlennetz-Gruppen", Die 4 Geraden 
X, x^, x^, Wg bestimmen ein Strablennetz, dasjenige der Polaren von 
,1: nach den Gewinden von Tj F^ Tg (Nr. 130). Zu demselben gehören 
aber auch x^^, Xj^, y^^j, a^igg; denn x,^ liegt mit x, s:^, x^, und x^^^ 
mit a;j, 3:^3, x^s i^ einer Regelschaar. Diese 8 Geraden bilden eine 
/■jj für die 3 sich stützenden Gewinde F,, F.^, F^- Jede Gerade führt 
zu 20 solcher Gruppen und insgesammt giebt es -J . 32 . 20 = SO 
Gruppen von je 8 Geraden der f^^, die je su demselben Strahlmnelge 
gehören. Aus den 20 von x ausgehenden ergeben sie sich durch die 
32 Transformationen, so jedoch, dass je 8 Transformationen zu der- 
selben Gruppe führen. 

Endlich, in dem durch x, x,, x^, x^, x^ bestimmten Gewinde, dem 
Orte der Polaren von x nach den Gewinden des Gebüsches T^ F^ F^ l\ 
(Nr. 142), befinden sich die 6 Geraden x^.^, Xy^, ..., x^^, die 4 Ge- 
raden a^igj, ..,, 3:^34 und die Gerade x^^, letztere, weil sie z. B. mit 
^^34; ^ii4i ^Tii in öiner Regelschaar zusammen liegt, also im Ganzen 16 
Gerade der f^^, welche wiederum eine /jg für F^, F^, Tg, F^ bilden. 
Solche Grwppen von 16 Geraden der f^^, die je in demselben Gewinde 
sich heßnden, haben tvir ^\ . 32 . 15 ^ 30. Je 16 Transformationen 
führen eine dieser Grappen in eine andere über. 

Weil durch Collineationeu und Correlationen Incidenzen in Inci^ 
denzen übergehen, so wird, wenn bei zwei verschiedenen Figuren Fg^ 
oder einer /j^ und einer F^^ oder zwei f^^ ein Element der einen mit 
einem der andern incidirt (also bezw. ein Punkt mit einer Ebene, 
eine Gerade mit einem Punkte oder einer Ebene oder einer Geraden), 
jedem Elemente der einen Figur ein incidentes in der andern zu- 
geordnet; im zweiten Falle incidiren dann die Geraden der einen 
Hälfte von f^^ mit den Punkten, die der andern mit den Ebenen von 
i^3g, und im dritten Falle gehören je zwei iucidente (sieh schneidende) 
Geraden beide zu denselben Hälften der Figuren, wie die der Voraus- 
setzung, oder beide zu den andern Hälften. 

192 -^'s gehe bei einer F^^ (die wir uns aus einer Ebene | abgeleitet 

denken wollen) diese Ebene | durch eine Ecke eines der 15 Tetraeder T. 



y Google 



Die Gruppen von 2 li3 6 Gewinden w^l he gegens.'iti^ in Involution sind 249 

äann gehen durcli jede Eciie dieses Teiraedets 4 Ehetien lon F^^ und die 
IG Punkte dieser Figm verßieilm bich su je 4 in die 4 Seitenflächen des 
Tetraeders. 

Es sei wiederum das Tetraeder (_12j (34) (5ö) gewählt und die 
obige Bezeichnung (Nr. 187j für die Kanten, Ecken und Ebenen des- 
selben beibehalten; die Ebene | gehe durch die Ecke A. Dann trifft 
sie in diesem Punkte die einen Axeii 1^^, l^^, l^ der windschiefen In- 
volutionen Si2t ^341 %s ^^^ begegnet sich daher iu A mit den 1,^, 
^341 Iflfif welche ihr in diesen Colli neationen entsprechen. Die Z^^ ^= -^-^ 
wird von (34) oder (56) in Ä und B getroffen; sie wird aber auch 
von (35), (36), (45), (46) getroffen und es sind, nach Nr. 187, je die 
beiden Treffpunkte za A und B harmonisch; für ^^^ sind (35) die 
Äxen, alao A und B entsprechende Punkte; da nun | durch A geht, 
so mus? I35 durch B gehen. Daher gehen durch: 

Ä: I, li,, i,„ %„ B: I3,, I3,, 1^, |,„ 
0: 1,5, i,„ 1,5, l,,, D: £j„, g,,. In, 1.4- 

Unser Tetraeder ist Polartetraeder für ^j^^;, *ß^45, ^^g^, $2^5, bei 
deren Zeigertripein aus jedem der Paare 12, 34, 56 ein Zeiger ge- 
nommen ist. Also liegen die Pole X,35, . . . von | nach diesen Polar- 
systemen in a^BCI). Die 4 Pole von I35 sind X,, X154, X^, X^^^ 
wegen 5J und 9), und liegen in ^; die 3 andern Ebenen durch A oder 
B führen zu denselben Punkten in anderer Reihenfolge. Ebenso liegen 
in y: Xg, X^, Xj^^, Xy^^ und in ä: X^, X^, X,^f,, X^^j. 

Die 6 G-ewinde F,, F., ..., F^, welche gegenseitig sich stützen, 193 
seien alle reell. 

Ferner sei die Regelschaar G^^^ und also auch die von der näm- 
lichen Fläche getragene Regelschaar Gjj^ reell; dann sind zwei von 
den 3 Gewinden F-,, 17,, Fr, auf die eine und das dritte auf die andere 
Art gewunden (Nr. 181). Nehmen wir an, dass F,, F^ rechts, J^ 
links gewunden sei. Von den 3 Gewinden F^, F^, rj, muss mindestens 
eins links gewunden sein, etwa r^,; dann ist (?,g^ reell, also auch 635^, 
mithin von den Gewinden F^, F^ mindestens eins, F^, rechts gewunden. 
Nun ist aber auch 6^4,-, reell, also auch G^gg, folglich können F^, F^ 
nicht beide rechts gewunden sein und Fg ist links gewunden. Daher 
sind Fl, Fg, F3 rechts und F^, F^, F^ links gewunden. 

Gehen wir nun von einer imaginären Regelschaar aus; wir wollen 
annehmen, um ein auch in der Bezeichnung übereinstimmendes Er- 
gebniss zu erhalten, von Gj^g; dann sind F,, F^, F3 gleichartig ge- 
wunden und ebenso die 3 übrigen. Das Gebüsche F-^F-^F^F^ enthält 
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(Nr. 145) stets reelle Strahlen gebiiache; es sei r' eins derselben, F" 
Ana zweite ebenfalls reelle Gebüsche im Büschel FT^ und T* das 
Gewinde, welches dieser Büschel mit dem Netze FiF^F^ gemein hat 
(Nr. 139). F* ist zu F^ in Involution und da sie durch die reellen 
Gebüsche F', F" harmonisch getrennt sind, so sind sie ungleich ge- 
wunden; da nun T* mit F^F^F^ gleiche Windung hat wegen der 
imaginären gemeinsamen Regelschaar O133, so sind F^, F,^, F^ anders 
gewunden, als F,, Tg, F^. 

Wenn demnach 6 reelle Gewinde sich gegenseitig stützen, so sind 
3 auf die eine und 3 auf die andere Weise gewunden. 

Sind nur 4 von den Gewinden reell und zwei, F^, Tg, eonjugirt 
imaginär, so ist der Büschel F^F^ reell und hat reelle Gebüsche 
(Nr. 177); sind daher T/, T/ zwei reelle Gewinde desselben, weiche 
sich stützen, so sind dieselben ungleichartig gewunden. Da nun I^, . . ., 
jT^, Fj', Tg' eine Gewinde-Gruppe der vorigen Art bilden, so müssen 
von den 4 reellen Gewinden 2 auf die eine, 2 auf die andere Art 
gewunden sein. 

Sind endlich nur noch T,, F-^ reell, r, und F^, F^ und F^ aber 
conjngirt imaginär, so müssen, wie sich auf dieselbe Weise ergiebt, 
^^. F-i ungleich gewunden sein. Dies folgt auch daraus, dass die 
Leitgeradenpaare (;'ä4), (56) reell sind, also im Tetraeder (12) (34) (56) 
auch das dritte Paar von Gegenkanten reell ist. 

Jn einer reellen (Gruppe von 6 Gewinden in Involution, d. h. in 
einer solchen, von welcher jedes etwaige imag'märe auch sein conjugirtes 
in der Gruppe liat, ist von den reellen Geicinäen die eine Hälfte rechts, 
die andere hnks c 



194 Wenn alle G Gewinde reell sind und, wie oben, Tj, F^, F^ auf 

die eine, F,,, F.,, Ff_ auf die andere Weise gewunden, so sind die Leit- 
geraden-Paare (12), (13), (23), (45), (46), (56) eonjugirt imaginär, die 
übrigen reell (Nr. 177). 

Von den Durchschnitts-Megelschaaren sind nun die beiden von der- 
selben Fläche (einem imaginären Ellipaoide) getragenen G^^^ und Gj^g 
imaginär, aber jede zu sich eonjugirt; so dass das Polarsystem reell 
ist. Die übrigen Regeischaaren sind alle reell. 

Hinsichtlich der Tetraeder, welche Leitgeraden-Paare zu Gegen- 
kanten haben, gilt allgemein, dass wenn zwei solche Paare beide reell 
oder beide eonjugirt imaginär sind, das dritte reell ist, weil — im 
zweiten Falle — jede seiner Geraden 2 eonjugirt imaginäre Punkte 
verbindet. Danach haben im vorliegenden Falle alle 15 Tetraeder 
mindestens ein reelles Gegenkanten-Paar; 6 sind vollständig reell: 
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(14) (25) (36), (14) (26) (35), (15) (24) (36), (16) (26) (34), 

(16) (24) (35), (16) (25) (34). 

Wenn zweitens Fj, f^, F^, F^ reell sind und zwar F,, F^ auf die 
eine, F^, Fi auf die andere Art gewunden, Fj, Fg aber conjugirfc ima 
ginär, so sind von den Leitgeraden der 7 reellen Schnitt-Strahlmnetze 
(13), (14), (23), (24), (56) reell, (12), (34) je conjugirt imaginär. 

Eeel! sind nur die Polarsysfeme '^m, ^i^i, $,si, '^^^^ und haben 
reelle Basisfläcben (einmantelige Hyperboloide); zu einajider conjugirt 
imaginär sind z. B. ^ßi^^ und 5ßiag ^ $345 und zwar so, dass die 
He gel seh aar en G^^^ und G^^f^ conjugirt sind zu G,äe, G345. 

Vollständig reell sind von den Tetraedern nur (13) (24) (56), (14) 
(23) (56). 

Wenn F^, F^\ Fj, F^ conjugirt imaginär simd, so sind allein (12), 
(34), (56) und das Tetraeder dieser 3 Paare reell, mögen F^, F^ reell 
oder conjugirt imaginär aein. 

Aber hinsichtlich der Fölarsysteme lind Hegelschaaren sind diese 
beiden Fälle zu unterscheiden. 

Wenn F,, Fg reell sind, so sind die Polarsysteme 9ß,B,^5ß3^ 
und $234 ^ ^ise reell mit reeller Basisfläche; die Schaar L^g^^G^^ 
enthält die reellen Leitgeraden (34) und die zu einander conjugirten 
'13. hi, y. 'u'; folglieh ist sie reell. 

Sind aber auch Fj, F^ conjugirt imaginär, dann sind z. B. die 6 
Leitgeraden (13), (15), (35), -welche sich in Gj^g befinden, conjugirt 
imaginär zu den (24), (26), (46), welche sich in G^y^ befinden; also 
aind diese beiden Eegelschaaren zu einander conjugirt. Je zwei con- 
jugirte von diesen 12 Geraden schneiden einander und haben daher 
einen reellen Punkt und eine reelle Ebene gemein. Durch diese 6 
reellen Punkte und zugehörigen ebenfalls reellen Beriihrungsebenen 
ist die gemeinsame Trägerfläche als reelle Fläche und zwar als Ellip- 
soid oder zweimanteliges Hyperboloid bestimmt. 

4 Polarsysteme $,35, ^,^5, ^^sbi ^sis ^^^^ reell, icenn alle G Ge- 
tvinde F[, . . ., F^ imaginär, aber mt je stveim conjugirt sind, und zwar 
haben sie su Sasisflächen reelle Flächen ohne reelle Geraden (mit punJc- 
tirten Geraden), also Ellipsotde oder zweimantelige Hyperboloide*) 

'*) In Nr. 145 wurden 3 reelle Gewinde I\ , r.^, r^ vorausgesetat. — Die 
Gruppe ffjj (ebenso wie die Untergruppen ffjg, tf,, ff,) ist ein interessantes Bei- 
spiel einer AbeTsehen Gruppe (vetgl, z. B. Weber, Elliptisühe Functionen. 
§ 54); als „Basis" nimmt man am eiDfachsten 5 von den NnllBystemeD 
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Das GeMsclie der Trägerfläcliea der Regelschaaren eines 
Strahleniietzes. 

1Ö5 Ein Strahlmnefs [m, v] enthält oo^ BegelscMaren p; die Truger- 

flächen f derselben bilden also ein Spstem 3. Stufe, S. 

Hinsichtlich dieses Gebüsches ergab sich schon in Nr. 121, dass 
es oo^ Motationshyperhohide enthält, die in zwei Systeme zerfallen, und 
deren Axen die beiden Geradenschaaren des gleichseitig- hyperboHschen 
Paraboloida erfüllen, dessen Punkte gleiche Entfernung von u und v 
haben. 

Alle Flächen f, welche durch einen Punkt X; gehen, enthalten 
den Strahl ^, des Netzes, der von Xj kommt, vollständig und bilden 
daher ein Flächeunetz mit der in die 3 Geraden ti, v, g^ zerfallenden 
cubischen Raumeurve als Grundcurve. Den veränderlichen Theii g^ 
derselben nennen wir die Grundgerade dieses Netzes. Alle /' durch 2 
Punkte X,, X^ enthalten die beiden Geraden g^, g^ aus diesen Punkten 
an [m, v{ und bilden einen Büschel mit dem windschiefen Vierseite 
*'j 9i.y % ffi ^'s Basis; wir nennen die veränderlichen Seiten g,, g^ des- 
selben die Grundgeraden des Büschels. Durch 3 Punkte X^, X^, Xg 
geht eine Fläche von 27, die durch ^j, g^, g^ bestimmte. 

Diese Eigenschaften weisen darauf hin, dass 2^ linear, also ein 
Gebüsche ist: in der That können wir es ja bestimmt denken durch 
6 Punkte, je drei auf jeder der beiden Leitgeraden, aber ebenso auch 
durch 6 Ebenen, je drei durch u und v, als BerüLrungsebenen. Das 
System S ist also in sidi dual, und jedes in ihm enfJMltene niedrigere 
lineare System ebettfalls ; hinsichtlich der eben besprochenen Büschel 
und Netze ist dies ja bekannt: sie sind gleichzeitig Schaaren, bezw. 
Schaarschaaren. 

Jeder gemeinsame Punkt zieht, wie wir eben sahen, oo' andere 
nach sich; also genügt es, um alle Büschel (oder Schaaren) mit 2 
Grundgeraden in £ zu erhalten, Xj, X^ in einer Ebene zu bewegen; 
dadurch ergeben sich oo* Büschel. Andere Büschel aber als solcJte mit 
2 Grundgeradeti giebt es in S nicht; denn zwei Flächen des Gebüsches 
schneiden sieh, nach Steiner's Satz, ausser in u, v, noch in zwei 
Geraden der andern Schaar, also in zwei Geraden des Netzes [m, v\. 
Alle weiteren Flächen des durch sie bestimmten Büschels haben ihre 
eine Schaar ebenfalls in [m, v\ und gehören also znm Gebüsche S. 

In jedem dieser Büschel (w, v, g-^, g^ haben toir 2 ausgeartete 
Flächen, die sowohl Ebenen-, als Punkte-Paare sind. *) 

*; Der Kürze halber nennen wir sie voriugsweise „Bbenenpaare", eo wio 
wir ja anch die Benennungen „BüEokel", „Keta" und „Gi'bi'itchc" bevorzugen. 
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Die eine hat die Ebenen ug^, vg^ und die Punkte ii<j^, vg,, die 
andere die Punkte «t/^, vff^ und die Ebenen ug^, vg^. 

Die Doppellinien g', g", welche je sowohl Schnittlinie der beiden 
Ebenen, als auch Verbindungslinie der beiden Punkte sind, gehören 
ebenfalls zum Strahlennetze: sie sind die Diagonalen des Vierseits. 
Beachten wir, dass aber auch ^j, g.2 Diagonalen des Vierseits (u, ^, 
V, g") sind. 

Wenn die Leitgeraden ii, v reell sind, so sind g', g" gleichzeitig 
mit ^,, g^ reell und conjugirt imaginär; sind aber w, v conjugirt ima- 
ginär, so sind /, g' conjugirt imaginär oder reell, je nachdem g^, g^ 
reell oder conjugirt imaginär sind. 

Wenn die Doppellinien zweier Ebenenpaare von i' sich schneiden, 
so besteht der ganze durch sie bestimmte Büschel aus Ebenenpaaren, 
deren Doppelhnien den durch jene beiden bestimmten Strahlenbüschel 
von [m, v\ bilden mit dem Scheitel auf der einen Leitgeraden und der 
Ebene durch die andere. Alle diese Ebenenpaare haben eine Ebene 
gemeinsam, die des eben genannten Strahl enbü seh eis, die andere dreht 
siah um diejenige Leitgerade, welche dessen Seheitel enthält. Duales 
gilt, mit Vertauschung von m, u, für die Puuktepaare. 

Zu diesen Büscheln gelangt man, wenn man die Grundgeraden 
gy, (7a sich auf einer der Leitgeraden schneiden lasst; jeder Strahl des 
Büschels g^g^ — der zugleich der Büschel der Doppellinien ist — 
kann dann als Grundgerade aufgefasst werden, weil eben die Ebene 
g^g.^ allen Ebenen paaren des Büschels gemein ist. 

Kegel und Kegelschnitte enthält das Flächensyatem nicht, seine 
Ausartungen sind nur die Ebenen-Punkte- Paare und auch bei diesen 
sind die Ebenen sowohl, wie die Punkte stets getrennt. Also führen 
die beiden ersten Formeln 3) von Nr. 20 zu: v = 2(i = 2^ bei jedem 
im Systeme enthaltenen einstufigen System und Aie 10 Charakteristiken 
des dreistufigen Systems ji^, /i^q, ... p^, [i^v, . . ., v* reduciren sich auf: 

Weil nun v = 2,it, so folgt aus: 

(^■' = f*"" ■ ,1^ = 1. 
dass fi^K = 2, wie jeder Büschel des Hystemes lehrt; hieraus wieder, 
dass f(v^ = 4, und dann weiter, dass v^ = 8. 

Lässt man den Punkt Xj, der oben zu einem Netze mit einer I9(j 
Grundgeraden g^ in 2^ führte, eine Ebene durchlaufen, so erhält man 
nur oo^ Netze. Ein Gebüsche aber von Flächen enthält <x>^ Netze; 
denn man kann die ix? Flächen desselben auf 00^-^ Weisen zu je 
dreien zusammenstelleö, die co^ Flächen eines Netzes aber auf co^-^ 
Weisen, so dass sich jedes Netz auf 00^ Weisen ergiebt (vergl. Nr. 140). 
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Also [erschüpfm in unserm GebUsche 2^ die oo^ Netse mit einer 
Grundgeraden nickt dm Inbegriff" aller Netze; sie bilden unter den oo' 
Neteen einen hesondem Fall. 

Ein beliebiges Netz von -£ hat ausserhalb der Geraden u, v 
keinen gemeinsamen Punkt oder keiue gemeinsame Bertihrungsebene. 
Wir liaben daher eine andere den Flächen eines Netzes gemeinaame 
Eigenschaft aufKUSuchen, durch welche sie aus ZI ausgesondert werden. 

WfOvrend bei einem beliebigen Gebüsche es nur oo^ Pmtkte giebt — 
die Punkte der Kern- oder Kegelspitzenfläehe des Gebfisches — von 
der Sesdiaffenkeit, dass die Polard>men eines solchen Punktes in Besag 
auf alle Flächen des Gebüsches in einen Punkt misammenlaufen;*) Mt 
hei unserm speciellen Gebüsche jeder Punkt des Saumes diese Eigen- 
schaft.**) Der gemeinsame coiijugirte Punkt ist derjenige, welcher 
dem Punkte in der mit dem Strahlennetze verbundenen windschiefen 
Involution 3 entspricht. Ebenso sind je zwei in dieser Involution 
einander entapreehende Ebenen in Bezug auf alle Flächen von S con- 
jugirt. Alle Flächen unseres Gebüsches haben also ihre Mittelpunkte 
in der C entralt-bene des Netzes fw t] l,Nr lll^l 

Man «uheidet nun aua unaerm (lehuache S ein Netz N dur'.h die 
Bedingung aus dass in Bez i^ ai f die Fliehen znei Punkte conju^irt 
pien welche einander nicht in 3 entsprechen 

&ind A und \^ diese beiden Punkte und \ \ die ihnen in 
3 entsprechenden so ist lie Gerade x — \ Aj dem Punkte A in 
Bezug auf alle Flachen von N conj girt folglich gehen die Polar 
ebenen eines beliebigen Punktes \ von x duich A. so wie aber 
auch dircli den dem \ in :3 entspiechenden Punkt X^, der aif 
I ^ \Aj liegen muss, da diese der z in 3 entspricht D h diese 
beiden eiuinder m 3 entaprech enden Geraden x und j <!iud fir alle 
Flachen von N polai Dieselben befinden ich m t m und i in einer 
RCj^elsehaai welche daher durch Polaiisiring in Bezug auf jede dieser 
Fliehen m sich selbst ubeigeht Also sinl luch je zwei weitete 7U 
u und V harmonische odei in 3 entsprechende Geraden die-ier ßej,el 
schaar nach allen Fliehen von N jolor 

Für jedes Netz von 2? aber giebt es Punkte, welche, in Bezug 
auf alle seine Flächen, nicht blos den Punkt, der in Bezug auf das 
ganze Gebüsche conjugirt ist, sondern alle Punkte einer Geraden zu 
conjugirten haben; und diese Punkte erfüllen eine Fläche 2. Grades. 

In der That, wenn das Netz durch 3 beliebige Flächen /J, f^, /ä 
von H eonstituirt wird , so sei x eine beliebige Gerade und x' die ihr 

*) Reye, Geometrie der Lage II 28. Vortrag. 
**) Ebenda 11. Vortrag und Silldorf a. a. 0. 



y Google 



Das Gebüsche der Trägerfläclien der Regelaoliaaren pinea Stiahlemietiea. 255 

in S entsprechende, welche also die Punkte enthült, die au ihren 
Punkten in Bezug auf £ conjugirt sind. In Beaug auf den Büschel 
/'i/i haben wir dann ein zu X gehöriges Polarhyperboloid, dessen 
eine Schaar durch die Polaren von x in Bezug auf die einzelnen 
Flächen von f^f^ gebildet wird, während die Geraden der andern 
Schaar die Schnittlinien der Polarehenen der einzelnen Punkte von x 
in Bezug auf /~j und /g, also die Geraden sind, welche diesen Punkten 
nach dem Büschel /i/j conjugirt sind. Da x von allen Geraden der 
letzteren Schaar getroffen wird, gehört sie zur ersteren. Folglich hat 
dies Hyperboloid mit demjenigen Polarhyperboioidej das ebenso der 
Geraden x in Bezug auf den Büschel f^f^ zugehört, 2 Gerade der 
ersteren Schaar {x und die Polare von x nach f^) gemein, also auch 
2 Gerade der andern, Ist nun X derjenige Punkt von x, dessen Po- 
iarebene nach f\ durch eine dieser beiden letzteren Geraden geht, so 
gehen durch sie auch seine Polarebenen nach /j, und f^ und infolge 
dessen nach allen Flächen des Netzes fif^f^; sie ist ihm in Bezug auf das- 
selbe conjugirt. Also haben wir auf jeder Geraden x zwei solche Punkte. 

Dass M, V auf der von diesen Punkten erzeugten Fläche 2. Grades 
liegen, ist ersichtlich; mithin gehört sie zu S. 

Passen wir zusammen, so haben wir folgenden Satz: 

Jedem Netz unseres Gehimkes 2 ist eine Wenfalls m demselben 
gehörte Fläche 3. Grades zugeordnet, welche die Eigensdiaft hat, dass in 
derjenigen von ihren heiden Eegelschaaren, su der die Leitgeraden u, v 
des Strdhlennetees oder die gemeinsamen Geraden aller Flädten des Ge- 
büsches gehören, je zwei in Segug auf u tmd v harmonische Geraden für 
edle Flächen des Netses polar oder irgend zwei Punkte, die liegw, auf 
moei solchen Geraden, liegen, in Bezug auf alle Flächen des Netzes con- 
jugirt sind. 

Die andere Regelschaar dieser Flache, also diejenige, die zum 
Strahlennetze [u, v] gehört, hat auch eine interessante Beziehung zum 
Flächennetze. Dies Netz enthält oo^ Ebenenpaare; ihre Doppelliuien 
gehören zu [m, t;]; jede muss von zwei solchen polaren Geraden min- 
destens eine treffen, weil die Polarebene eines Punktes in Bezug auf 
ein Ebenenpaar durch dessen Doppellinie geht. Als Strahl von [«, v] 
aber trifft sie dann beide, weil sie sich in 3 entsprechen. Demnach 
bilden die Doppellinien die zweite Regelsehaar, 

Die andete, zu [u, v\ geJionge Begelsclmat der oUgen Fläche wird 
durch die Doppelhnten dei im Netce befindlichen Ehenenpaare gebildet.*) 

Umgekehrt, 4 Strahlen einei Eegelschaar von [«, v] sind Doppel- 

*) A, RaBCbe, Untersuchung der Flachen 2 Grades, welche durch zwei 
windschiefe Geraden gehen Dissertation, Miluster 1883, 
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linien von 4 solchen Ebenenpaaren des Gebüsches 2^, welche sich 
in demselben Netze befinden. 

Dafür ist nachzuweisen, dass der durch zwei von den 4 Ebenen- 
paaren bestimmte Büschel mit dem durch die beiden andern bestimmten 
eine Fläche gemeinsam hat oder, was dasselbe ist, dass die Grund- 
geraden des einen und die des andern sieh auf der nämlichen Fläche 
2. Grades befinden. Wenn nun die 4 Doppellinien die u und v in 
ü'i, . . ., U^; V,, ..., V^ treffen, so ist, weil sie zur selben ßegel- 
schaar gehören, U^U^'U^U^7\ V^V^Y^V^, also auch A y^V^V^V^; 
deshalb gehören auch Ü^V^, U^V„ U,V^, U.V,, d. h. die Grund- 
geraden-Paare der beiden Büschel, zu einer Regelschaar. 

Durchläuft man also eine Regelschaar in [m, ü], so erhält man 
die Doppellinien aller Ebenenpaare in einem Netze von 2J. 

Weil nun 2 Gerade der zugehörigen Leitschaar, die zu M und v 
harmonisch sind, alle diese Doppellinien treffen und zu den Ebenen 
jedes der Ebenenpaare harmonisch sind, so erhellt, dass sie in Bezug 
auf alle Ebenenpaare und also auch in Bezug auf sEmmtliche Flä- 
chen des Netzes polar sind. 
[97 Die nickt gu \u, v] geMrigen, od&', was dasselbe ist, die u und v 

enihaltenden Begelsdtaaren der FlÖcJten unseres Gebüsches, welche uns 
im Folgenden besonders interesairen werden, tvolkn wir die Leit- 
sckaaren dieser Fläehm «eMnen. 

W&in f im Gelnische S einen Büschel durdiläuß, so beschreibt die 
Leitschaar ein Strdhlennetz , dessen Leitgerade ersichtlich die beiden 
Grundgeraden g^, <j^ des Flächenbüschels sind. 

Aus einem Netzt von 21 scheidet ein Punkt X einen Büschel aus; 
die Geraden, die von A nach der zweiten nicht diesen Punkt ent- 
haltenden Grundgeiaden des Buscheis gehen j^'ehiien dem Complese 
an, der durch die Leitschaareu der Flachen des Netzes gebildet wiid 
Bie Leitbckaaren de} Fladmi emes ]^efgts des Gebut,clns H eueugeti 
ein Stiahlengeuuuie 

Jhe SttaMengeniiide allo oo* Jset e dta Gebüsches etgelen, da ihnen 
allen die Strahlen u und v gemeinsam sind, ein Gehisäie S^ oon Ge 
winden mit u und v als G)iindge>aden, also dasjenige Gebüsche, das 
zu dem Büschel von Gewinden, dessen Bisia d ib Netz [h, v] ist, sich 
in Involution befindet 

Jedes Gebüsche von Gewinden entsteht auf diese Weise. 

Bei einem Ebenenpaare von 21, dessen Doppellinje g sei, besteht 

die Leitschaar aus den Strahlenbüscheln um die Funkte gu, gv in 

den gleichnamigen Ebenen. Das Strahlennetz der Leitschaaren eines 

Büschels aus lauter Ebenenpaaren zerfällt in einen Bündel und ein Feld. 
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Wir hesiehen das Flächengebüsche S colUnear auf den Funktratim 198 
S„ so dass den Iläcli£n, Büscheln und Netzen von 2 die Pmücte, Ge- 
raden und Ebenen von E^ entsprecJmi. 

Da jeder Büschel von 2 2 Ebenenpaare enthält, so wird in S^ 
durch die Funlcte, denen Ebenenpaare entsprechen, eine Fläche S. Grades 
B^ erzeugt. Einer Geraden dieser Fläche correspondirt daher in 27 
ein Flächen bßschel, der aus lauter Ebenenpaaren besteht; die Doppel- 
linien erfülJen einen Strahlenbiisehel in \u, v\. 

Ordnet man daher jedem Punkte von s^ die Doppellinie des ent- 
sprechenden Ebenenpaares zu, so hat man die in Nr. 96 besprochene 
collineare Abbildung eines Strahlennetzes in eine Fläche 2. Grades, hei 
welcher die beiden im Netze befindlichen Systeme von Strahlen büscheln 
sich in die beiden Geradenschaaren der Fläche abbilden. 

Den beiden Geraden in einer Berührungs ebene von s-^ entsprechen 
Büschel aus verschiedenen Systemen, also mit einem gemeinsamen Strahle, 
der dann allen Ebenenpaaren gemeinschaftlich ist, die den Punkten 
der einen und der andern Geraden entsprechen; 3 von ihnen, deren 
entsprechende Puntte nicht sämmtlich derselben Geraden angehören, 
bestimmen das Netz, das der Ebene correspondirt; folglich haben alle 
Flächen desselben den Strahl gemeinsam. 

Den Berükrungsebenen von e^^ correspondiren also di^enigen Ketse 
in S, welche eine Grundgerade haben. 

Durch jeden Büschel von 2J gehen ja auch 2 derartige Netze, 
welche bezw. die eine oder die andere Grundgerade des Büschels zur 
eigenen Grundgeraden haben; so zeigt sich, dass durch jede Gerade 
von 27j zwei solche Ebenen gehen.*) 



Abbildung des Strahleiigewiiides in den Panktranm.**) 

Die collineare Beziehung des FlächengebiiscJtes E auf den Funkt- 199 
räum, weldie wir eben besprochen haben, führt zu einer Abbildung eines 

*) Vergl. del Pezzo, Eendiconti del Circolo Matematieo di Palenno Bd. I 
S. 157. 

**) Vei^I. fnr diesen und den folgenden Äbaclmitt: Nöther, GSttinger 
Nachrichten 1869 S. 298; F. Klein nnd Lie, Berliner Moaatshericlite 1870 S. 898; 
Lie, Mathem. Annalen, Bd, 5 S. 145; Klein, ebenda 8.257, 278; Cremona,, 
Snlla correspondenza fra la teoria dei sistemi di rette e la teoria delle super- 
ficie, Attl dell 'Acoademia dei Lincei 8er. II Bd. 3; Schur, Math. Annalen Bd. 15 
S. 432; Salmon-Fiedler, Anal. Geometrie des Baumes Bd. 11 8. 615 der 3. Aufl.; 
del Pezzo, a. oben a. 0.; Schumacher, Math. Annalen Bd. 37 S. 102, 103. 

S t u r El , InnienBOomotrle. I. 17 
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Strahlengewinäes F in den Punlctraum ^J^, welche freilieli bei beliebiger 
Lage von r zu Z einzweideutig ist, d. h. so, dasa zwar jedem 
Strahle von F nur ein Punkt von S^ eutapricht, jedem Punkte von 
U^ aber zwei Strahlen in F entsprechen. Durch Special iairang der 
Lage aber kann eine eindeutige Beziehung erreicht werden. 

Wir schneiden nämliclt die Leitsr^aaren der Flächen von 27 mit F. 
Dann entspreckeit jedem PunJde von 2!^ die heiden Strahlen von F, in 
denen F von der Leitschaar der dem PtinJde entsprechenden Fläche ge- 
schnitten wird. Jeder Strahl von F aber bestimmt, mit u und v, nur 
eine Leitschaar und hat also nur einen entsprechenden Punkt in 27,. 

Einer Geraden in 2?, entspricht in i' ein FiächenMschel; das 
Strahlennetz der Leitschaaren deaselbeu hat mit F eine Kegelschaar 
gemein. Älao: 

Die Strahlenpaare, welclte den Punkten einer Geraden von 2^ in F 
entsprechen, erzeugen eine Begelschaar und bilden in ihr eine Involution; 
da die Punkte auf der Geraden und die Geraden der Kegelschaar in 
einer Correspondenz [1, 2] stehen (Nr. 21). 

Daraus folgt, dass die lenkte in 27,, deren hdde entspreehende 
Strahlen sich vereinigt haben, eine Fläche 2. Grades qo,^ erzeugen. 

Einer Ebene entspricht in 27 ein Fläehennetz; das Gewinde der 
Leitachaaren seiner Flächen hat mit F ein Strahlennetz gemein; also: 

Einer Ebene von 2?, entspricht in F ein Stralilennetz. 

Wir erhalten aber auf diese Weise nur oo^ Strahlenpaare, oo* 
Regelschaaren , cx>^ Strahlennetze in F, während, wie wir wissen, im 
Ganzen oo^ Strahlenpaare, ebenso viele Regelschaaren, oo* Netze in 
einem Gewinde vorhanden sind (Nr. 58). 

Unsere Strahlennetze, Regelschaaren, Strahlenpaare sind aber nur 
diejenigen, welche in F durch die oo' Gewinde, cxj* Grund- Strahlen- 
netze und oo^ Grund- Regelschaaren des in Nr, 197 erwähnten Ge- 
büsches S^ von Gewinden eingeschnitten werden. Wir konnten sie 
die Äg- Strahlennetze, . . , von F nennen, wollen sie aber lieber, nach 
der einfacheren mit dem Gebüsche jS^ von Gewinden verbundenen 
Figur des Gebüsches S von Flächen, die Z^- Strahlennetze, 2^-Regel- 
schaaren, 27- Strahlenpaare von F nennen. 

Ein beliebiges Strahlennetz, eine beliebige Regelschaar, ein be- 
liebiges Strahlenpaar von F ist durch 4, 3, 2 Strahlen, ein 27-Strahlen- 
netz, . . . durch 3, 2, 1 Strahlen von F bestimmt. 

Einem beliebigen Strahlennetze, einer beliebigen Eegelschaar von F 
entspricht in 27, eine Fläche 2. Grades, ein Kegelschnitt; denn die einer 
Geraden in 27, entsprechende 27- Regel seh aar, bezw. das einer Ebene 
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von i'i correspondirende ^- Strahlennetz hat mit dem Strahleniietze, 
der Eegelsehaar zwei Strahlen gemein (Nr. 98). 

Sind jedoch das Strahlennetz oder die Ilegelschaar Z'-Gebilde, so 
sind diese beiden Strahlen gepaart und haben nur einen entsprechen- 
den Punkt in .2^; die Flache 2. Grades, der Kegelschnitt gehen in 
eine doppelte Ebene oder Gerade über. 

Im allgemeinen Falle aber sind das Strahlennetz, die Regelsehaar 
nielit die vollständigen der Fläche oder Curve 2. Grades correspon- 
dircnden Gebilde; sie werden durch ein zweites Strahlennetz, eine 
zweite Eegelsehaar ergänzt, gebildet durch diejenigen Strahlen von F, 
welche mit ihren Strahlen zu £- Strahlenpaaren zusammengehören. 

Das Z^Strahlennetz von F, das einer Ebene von S^ entspricht, 200 
erhält von jedem Strahlenbüschel von F einen Strahl; also fällt von 
den Punkten von 2!,, die den Strahlen des Büschels entsprechen, einer 
in die Ebene. 

Einem StraMenhUscItel von F entspricht in S^ eine Gerade. 

Demnach ist die Abbildung eines beliebigen Strahlennetzes von F 
m die entsprechende Fläche 2. Grades ebenfalls die in Nr. 9C V>e- 
sproehene coUineare Abbildung. 

Die gepaarten Strahlen zu den Strahlen eines Büschels von F 
bilden einen zweiten Strahlenbüschel, der mit dem ersten die Eegel- 
sehaar bildet, welche der Geraden in 27^ correspondirt. Als zwei 
eine Eegelsehaar zusammensetzende Strahlenbüschel haben sie einen 
Strahl gemein; das ist dann der einzige zu sich selbst gepaarte Strahl 
in jedem der beiden Büschel. Also hat die Gerade, welche ihnen 
entspricht^ zwei vereinigte Schnitte mit y,^. 

Di^enigen Geraden von Z!^, welche den oo^ StraklenbüscJiehi von F 
corre^ondiren, und mxar jede zweien, sind die Tangenten der Fläclm fp^. 

In jedem S tr ah lenbü sehet (P,, «^ von 2^ giebt es in der That 2. 
Denn die ßegelschaaren, welche den Strahlen desselben entsprechen, 
gehen alle durch die beiden Strahlen g, y", welche dem Scheitel P^ 
entsprechen, und treffen die Leitgeraden V, l" des Netzes, das der 
Ebene n^ correspondirt; das Eegelschaar-Sjstem enthält (Nr. 195) zwei 
Strahlenbüsehel-Paare. 

Ist aber tc^ eine Ebene, deren entsprechendes Netz zwei ver- 
einigte Leitgeraden hat: l' ^ l", so sind beide Strahlenbüschel-Paare 
zusammengefallen, und zwar wo auch Pj in jr^ liege; von jedem Punkte 
P, von JCj kommen zwei vereinigte Tangenten an tp^^; d. h. Jt, ist 
Berührungs ebene von (pj^. 

Die Berührungsebenen von ip^^ sind diejenigen Ebmim von 2;, , denm 
in F Strahlmnctse mit vereinigten Leitgeraden entsp-ecitm. 
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Einer Geraden in S^ entspricht in F eine Eegelsehaar; die co^ 
Strahlennetze von F, welche durch sie geben, entsprechen den Ebenen 
durch die Gerade- Ihre Leitgeraden-Paaro erfüllen die Leitsehaar der 
Regelschaar und machen sie involutorisch; die Doppelstrahlen dieser 
Involution gehören zu den Strahlenuetzeu, denen die Beruh rungs ebenen 
von 9>/, die durch die Gerade gehen, entsprechen. 

201 Die 2-Strahiennetze von V, welche den Ebenen von 2J^ corre- 

spondireu, werden in F durch die Gewinde des Gebüsches S^ ein- 
geschnitten; also sind die Leitgeraden der 2;-Strahleunetze von T die 
Axen der Strahlengebüsehe, welche in dem durch Sg tiitd F constituiricn 
Gewebe S^ von Gewinden sich befinden, und erfüllen das Gewinde A, 
das auf alle Gewinde dieses linearen Systems 4. Stufe sich stützt. 

Zwei zusammengehörige Leitgeraden sind polar in Bezug auf F; 
vereinigen sie sich, so geschieht es in einem Strahle von F. 

Demnach ist das Strahleniiete FA der Ort der vereinigten Leit- 
geraden der Strahlennetse von F, welche den Tangentialebenen von (p^ 
entsprechen. 

Die beiden dem nämlichen Punkte Xj von 2^ correspondirenden 
Strahlen g, g" von F — welche als Strahlen von F von zwei zu- 
sammengehörigen Leitgeraden, als polaren Geraden in Bezug auf F, 
stets zugleich getroffen werden — befinden sich gleichzeitig in allen 
Strahl ennetzen, welche den Ebenen durch Xj entsprechen; wenn also 
eine Leitgerade eines 27-Strahlennetzea (und infolge dessen beide) die 
eine von zwei solchen gepaarten Geraden trifft, so schneidet sie auch 
die andere. D, h. g' und g" sind in Bezug auf A polar. 

Folglich ist das Strdhlennets FA auch der Ort der Strahlen von F, 
welche mit ihren gepaarten Strahlm zusammengefallen sind, oder der Ort 
derjenigen Strahlen, loelche den Punhien von q>i^ entsprechen. 

FA ist kein £-Strahlennetz, weil ihm keine Ebene entspricht. 

Wir fanden, daas den Punkten einer Geraden die Strahlenpaare 
einer in volutori sehen Regelschaar entsprechen. A ist das Erzeugnisa 
dieser in volutori sehen Regelschaar, d. h. der Inbegriff aller Strahlen, 
welche zwei gepaarte Geraden treffen. 

Jeder Strahlenbüsehel in F hat einen Strahl in A, also in FA; 
derselbe ist, weil zu sich selbst gepaart, derjenige, den der Büschel 
mit dem zweiten Strahlenbüsehel gemein hat, welchem die nämliche 
Gerade in 2^ eorrespondirt. 

Das Strahlennetz FA ist folglich auch der Ort der Doppelatrahlen 
der oo' Strahlenbüschel-Paare, die sich unter den oo* iJ-Regelschaaren 
befinden, und zwar ist jeder von seinen Strahlen Doppelstrahl für oc' 
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solche Paare: die Paare der Scheitel bihieii eine InvohitioQ auf ihm, 
die der Ebenen eine um ihn. 

Die zu r^ gehörigen Büschel sind zu sich selbst gepaart and 
liefern also die Doppelelemente dieser Involutionen. 

um nun zur eindeutigen Abbildung von f in ^^ zu gelangen, 2 
nehmen wir an, dass eine der beiden Geraden u und i; zu f gehöre, 
etwa u. Damit die Abbildung reell sei, müssen F und [m, vi, dann 
aber auch u und v reell sein; denn conjugirt imaginäre u und v würden 
sich gleichzeitig in F befinden; also würden dann beide Strahlen, 
welche eine Leitschaar von S mit f gemein hat, nach u und v. fallen 
und fest sein. 

Wir ordnen jetzt mir den zweiten veränderlichen Strahl, dm eine der 
Leitscitaaren von S, ausser u, mit V gemein hat, dem Funkle von 27j m, 
dem die fragende Fläche in der Collineation smsclien S und -Sj entspricht. 

Die ^J-Strahlennetze oder -Regeischaaren von F sind nun die, 
welche durch u gehen. Denn wenn z. B. ^j, 3^ zwei Strahlen einer 
durch u gehenden Regelschaar sind, so bestimmt jeder von ihnen, mit 
« und V, eine Leitschaar X^, l^ und deren Trägerflächen bestimmen 
einen Büschel in 2J; das Strahlennetz der Leitsehaaren alier Flächen 
desselben schneidet in F eine durch m, ^^, g^ gehende, demnach mit 
der gegebenen identische Regelschaar ein. Wir sagen deshalb lieber: 
vrStraklennetg, u-Segelscfiaar, u- Strahlenpaar. Zu allen M-Strahlenpaaren 
gehört M. 

Die Involutionen der M-Strahlenpaare, die je den Punkten einer Ge- 
raden in Sy entsprechen, sind daher alle parabolisch und haben zwei 
in.M vereinigte Doppel strahlen. 

Die Fläche ^)^, insofern sie ein Funktort ist, ist demnach in eine 
Doppelebene Xj ausgeartet, und allen FunMen dieser Ebene Xj entspricht 
der Strahl u von F. 

Damit haben wir eine Ausnahme vom eindeutigen Entsprechen der 
Strahlen von F und der Funkte von i\. Wir wollen, nach der bei 
Abbildungen üblichen Terminologie, u den ilauptstrahl in F nennen. 

Das Erzeugniss einer parabohsch-iuvolu torischen Regelschaar ist 
stets ein Strahlen gebü sehe, dessen Leitgerade der — einzige — Dop- 
pelstrahl der Involution ist. 

Demnach ist, im jetzigen Falle, A das Gebüsche [m] und das Strählen- 
netz FA ist das Strahlennets mit zwei in u vereinigten Leitgeraden, das 
SU F gehört. Als solches geht es durch u ; folglich entspricht ihm 
eine Ebene, nämlich die Ebene «i, die ja, doppelt genommen, an Stelle 
von 50^^ getreten ist, welche, im allgemeinen Falle, dem Netze AF 
entspricht. 
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Wir nennen diea Netz besser {F, u). 

Es enthält nur ein System von c«^ Stralilenbüscheln und zu allen 
gehört «(; jeder von seinen Strahlen g gehört zu einem dieser Büschel. 
Der ihm in Z^, correspondirende Punkt liegt in x^. Der Strahl g be- 
stimmt, mit M und v, eine Leitschaar von 27, die in zwei Büschel zer- 
fällt, von denen der eine der durch g und u bestimmte ist. Derselbe 
gehört zu (F, «) und also ganz zu F; folglich entspricht allen seinen 
Strahlen der nämliche Punkt von «j, derjenige, welcher der Träger- 
fläche der zerfallenden Leitschaar correspondirt. 

Somit Ä«&ert wir in x^ eine Curve von solchen Funkten, dass jedem 
sämmtliche Strahlen eines Sirahlenbüschels von {F, m) entsprecfim, und 
darin eine zweite Ausnahme von der eindeutigen Beziehung. Wir nennen 
diese Curve die Haupiatrve der Abbildung in 2^. 

Das Strahlennetz von F mit den Leitgeraden \, l^, das einer be- 
liebigen Ebene sr^ von 2!^ entspricht, enthält m; also befinden sich in 
ihm zwei zu (F, m) gehörige Strahlenbüschel, deren Scheitel in die 
Punkte liU, l^u fallen, während die Ebenen durch l.^, l^ bezw. gehen. 
In JE, liegen deshalb 2 Punkte der Hauptcurve, 

Die Hauptcurve in x^ ist also ein Kegelschnitt /^l In ihn ist lHc 
Fläche gij- im vorliegenden Ealle ausgeartet. 

Wie die Strahlenbüschel von (F, u), so sind auch die Punkte von 
/c,^ reell. 

Die Tangenten von 51,^, d. h. die Geraden von £^, denen die 
Strahlenbüsehel von F entsprechen, sind in die Trefi'geraden dieses 
Kegelschnittes ^,^ übergegangen. 

In der That, jeder Büschel von F hat mit (F, w) einen Strahl 
gemein; also trifft jede Gerade von 2^, der ein Strahlenbüschel in 
r correspondirt, den h^^. Der zweite Strahlenbüsehel, der ihr im 
allgemeinen Falle noch entspricht und von dem wir hier absehen, ist 
derjenige, der dem Treffpunkte allein entspricht. 

De« StraMer^üsdteln von F entsprechen die Treffgeradcn der Haupt- 
curve Ä,* tmd zwa/r enispricfd jeder von Htnen in der jetzigen eindeutigen 
Abbildung nur ein Strahlenbüsehel. 

Dieser Büschel hat mit demjenigen, der dem Stützpunkte auf Js^^ 
allein entspricht, einen Strahl gemein, da er ja mit ihm zusammen 
eine Regelschaar darstellt. 

Den Strahlen des Bündels in I]^ um einen Punkt von hj^ ent- 
sprechen alle diejenigen Biischcl von F, welche mit demjenigen Büschel 
von F, der dem Scheitel allein entspricht, einen Strahl gemeinsam 
haben. Dazu gehören auch alle Büschel von {F, u); die ihnen ent- 
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sprechenden Strahlen sind die in die Ebene x^ fallenden Strahlen des 
Bundeil 

Will man also, wai fui manche Zwecke doch erwnnscht ist, auch 
f»r tinen zu {T, «) gäiorigen SbahUnhuschel von V entbjtrechende Ge- 
tane haben, so 7^«» man als solche jede behehge Geiade in », an- 
nehme», die dutch den Tunlt auf J [^ geht, dei nach Olmicin dem Strahlen- 
hu!,cliel entspricht 

Wenn in einem u Strahlennetze von F die beiden Leitgeraden 
sich yeremigen, so thun es auch Uie beiden Strahlenbnschel, die es 
mit (r, u) gemein hat, also auch die beiden Si,hmttpunlite der ent- 
sprechenden Ebene ti^ mit Ai^ 

Ben u Strahlennetsen von F, wdJie leteimgte Leifgeraden hzhen, 
ent'-piechen du Ebenen, u>elcke l^^ berühren und ja die Tangentialebenen 
der ausgearteten y/ datstelltn 

Für eine Gerade m Xj zerfallt die coiiesponduende w-Regelschaar 
m die beiden Büschel von (F, m), welche ]e ailpin den Begegnungs- 
punkten mit K^^ entsprechen, den übrigen Punkten dei Geraden cor- 
respondirt nur der beiden Büscheln gemeinsame Strahl ii. 

Die Strahlen in F, welche 2 oder 3 Punkten von £, correspon- 
diren, bestimmen, mit ti, die Regelschaar, das Strahlennetz, welche 
bezw. der Verbindungs-Linie oder -Ebene der Punkte entsprechen. 
Die Strahlennetze von F, welchen 2 oder 3 Ebenen von 2^, entsprechen, 
haben die Regelschaar, bezw. (ausser m) den Strahl gemein, welche 
der Schnittlinie, bezw. dem Schnittpunkte der Ebenen correspondiren. 

Einem nicht durch ti gehenden Strahlennetse von F entspricht in S^ 203 
eine Fläche 2. Grades, welche die Hau^tcurve Ic,^ enthält; weil jenes 
Strahlennetz mit jedem Strahlenbüschel von {F, u) einen Strahl ge- 
mein hat. Sie zerfällt, wenn das Netz durch u geht, in die demselben 
entsprechende Ebene und k,. 

Die Zahl der Strahlennetze in F und ebenso die der Flächen 
2. Grades durch /Cj^ ist co*. 

Einer nicht durch u gehenden Hegelschaar von F entspriclit in 27, 
ein Kegelschnitt, welche der Hauptcurve Icj^ siveimal begegnet; weil die 
Regelschaar und {F, «) zwei Strahlen gemein haben. 

Er büdet mit kj^ die Grundcurve eines Büschels von Flächen 
2. Grades, welche den die Regelschaar enthaltenden Strahlennetzen 
von F entsprechen; dem Ebeneupaar des Büschels correspondirt ein 
j(- Strahlennetz. 

Geht die Regelschaar durch u, so besteht der Fläehenbüschel aus 
lauter Ebenenpaaren , denen die Ebene k, und die Bildgerade der 
«(-Regelschaar gemeinsam ist. 
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Den od'' Regelschaareu von F entsprechen die oo^ Kegelschnitte 
in H,, welche k^^ zweimal treffen. 

Umgekehrt, die beiden Flächen, welche zwei beliebigen Strahlen- 
netzen von r correapondiren, schneiden sieb zunächst in dem Kegel- 
schnitte, welcher der den Netzen gemeinschaftlichen Eegelschaar ent- 
spricht. Jedem Punkte Xj des Restschnitts 2. Ordnung correspondirt 
ein Strahl x des einen nnd ein von diesem verschiedener Strahl x' 
des andern Netzes. Die Leitschaar der Fläche von S, welche dem 
Xj entspricht, enthält u, X, x' und müsste also, wenn sie nicht zer- 
fiele, ganz zu r gehören; da sie aber auch v enthält, ist das nicht 
möglich; also besteht sie aus zwei StrahlenbQseheln, von denen der 
eine ganz zu F gehört. So gelangen wir auch auf diese Weise zu 
den Punkten eines Kegelschnitts als solchen ausgezeichneten Punkten 
der Abbildung, dass jedem von ihnen ein ganzer Strahlenbüschel in 
r entspricht. 

204 Für unsere eindeutige Abbildung des Gewindes in den Punkt- 

raum können wir aber eine dnfadiere Herstdlungsiveise gewinnen als 
die, von der wir ausgegangen sind. 

Es sei (P, Tt) ein StrahJenbüsckel von (f, it) und 0^ der Punkt von 
\^, der ihm entspricht; dann ießnden sich das Feld in % und der Bündel 
aus Ol in ColÜneation; dem Punkte X von ji entspricht in derselben 
der Strahl aus 0^, welcher in unserer Aljbildung dem von X aus- 
strahlenden Büschel von F correspondirt; denn da dieser Büschel 
einen Strahl durch P, also zum Büschel (P, x) sendet, so muss seine 
Bildgerade durch 0^ gehen, der ja allen Strahlen von (P, ii) entspricht. 
Umgekehrt, jedem Strahle von Oj entspricht ein Strahlenbüschel von 
F, der einen Strahl von (P, jt) enthält, also seinen Scheitel in K hat, 
mithin in der jetzigen Verwandtschaft dieser Scheitel. 

Alle Strahlenbüsche! von F, welche von den Punkten X einer 
Geraden in it ausgehen, bilden ein Netz, zu dem auch n gehört; also 
bewegen sich die entsprechenden Strahlen von 0^ in der Ebene, in 
welche sich dies ((-Strahlennetz abbildet Damit ist die CoUineation 
dargethan. 

Dem Schnittpunkte der Geraden mit ti entspricht ein in die Ebene 
Xj fallender Strahl, der nämlich nach dem Punkte von k^^ g^l't, 
welcher dem aus dem Schnittpunkte kommenden Strahlenbüschel von 
(r, u) entspricht. 

7m unserer CoUineation sind also die Gerade u und die Ebene x^ 
homolog. 

Wenn (P', n) ein zweiter «(-Strahlenbüsche 1 von F ist und 0/ 
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sein entsprechender Punkt auf Ic^, welche natürlich eine analoge Col- 
Ijneation zwischen jt' und 0,' bewirten; so entspricht in der vorigen 
Collineation zwischen % und Oj einer Geraden in re durch P' — denn 
P' liegt in 3E — , weil unter den Strahlenhiischeln von F aus ihren 
Punkten sich (F', re') befindet, eine durch 0^' gehende Ebene. Also 
ist in der ersten Collineation zu jedem Strahle von (P', %) und ebenso 
in der zweiten zu jedem Strahle von (P, je') eine Ebene durch 0^ Ol 
homolog. 

Diese beiden Strahlenbüschel (P', si) und {P, jr^ sind aber in 
Bezug auf F polar und daher, so projectiv, dass alle Strahlen von 
r, die einen Strahl des einen treffen, auch dem homologen im andern 
begegnen. Demnach entspricht zwei solchen homologen Strahlen in 
unsern beiden Collineationen je die nämliche Ebene durch Oi^O{. Den 
Strahlen in dieser Ebene durch Oj, bezw. 0/ entsprechen die einen 
oder andern Strahlenbüschel des Netzes von P, welches die beiden 
homologen und in Bezug auf F polaren Geraden zu Leitlinien hat. 

Folglieh können wir unsere Abbildung in folgender Weise herstellen: 

(P, ir) %md (P'j w') seien med Strahlenbüschel von P, welche einen 
Strahl u gemeinsam haben. Durch F iverden dann die hädeit Büschel 
(P', jr) und (P, jt) so projectiv, dass alle Strahlen von F, welche einen 
Strahl des einen dieser Büschel schneiden, «mcä dm homologen Strahl im 
andern treffen; u entspridii sich selbst. Auf die beiden Felder it und -af 
heziefte man nwt zwei Bündel 0,, 0/ iesw. so collinear , dass jeder 
Ebene des dm, Bündeln gemeinsamen Ehenmbüsdiels in den beiden Col- 
lineationen besw. swei Strahlen von (P', jt) und (P, «') entsprechen, die 
in der erwähnten Projectivität homolog oder in Besug auf F polar sind. 

Ein Strahl x von F trifft dann, wie gesagt, swei solche homo- 
loge Strahlen; den Treffpunkteit entsprechen in den CoUineettionen 
Strahlen von 0, und 0/, welche in die nämliche Ebene durch Oj 0^' 
fallen, also sich schneiden. Ihr Schnitt^rdit X, ist der Bildpunkt von x. 
VmgeTcehrt, swei sich in Z, schneidmde Strahlen von 0^ und 0/ häbcii 
ihre -entsprecheiideji Punkte in je und «' auf homologen Sirahlen von 
(P'j w) und (P, %") liegen; die Verbindungslinie ist also ein Strahl von F. 

Dem sich selbst entsprechenden Strahle u correspondirt in beiden 
Collineationen die nämliche Ebene Xj, der Punktreihe auf « entsprechen 
also zwei projective Strahlenbüschel (0,, k,) und (O/, x^). Ihr Er- 
zeugniss ist die Hauptcurve }i{' der Abbildung. Jedem ihrer Punkte 
entspricht der Strahlenbüschel von F aus dem Punkte von u, der 
den beiden in ihm sich schneidenden Strahlen von (0^, x,) und (0^', Xj) 
correspondirt. 

Ein beliebiger Strahlenbüschel von F bewirkt auf it und je* zwei 
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projeetive Punktreihen mit aich selbst entsprechendem Pitnkte auf «; 
iJie beiden entsprechenden projectiven Strahlenbüsehel in 0^ und 0^' 
haben ihre homologen Strahlen je in derselben Ebene durch O^^O^, 
also erzeugen sie eine Gerade, welche V i^^ ^^^ Schnittpunkte der 
beiden Strahlen trifft, welche dem sieb selbst entsprechenden Punkte 
auf M correapoudireii. 

Eine durch w gehende ßegelschaar von T bewirkt ebenfalls zwei 
projeetive Punktreihen in rc und n, die jedoch nicht perspectiv sind; 
also entspricht ihr ebenfalls eine Gerade, welche sich aber nicht auf 
Ic^ stützt. 

Ein durch u gehendes Strahlennetz von F macht die Felder rc 
und 3k' so collinear, dass jede zwei Strahlen von (P', ji) und (J*, ji'), 
welche in der obigen Projectivität homolog sind, sich entsprechen. 
Mithin werden die Bündel 0^ und 0,' so eoliinear, dass jede von den 
gemeinsamen Ebenen sieh seihst entspricht. Also sind sie in per- 
spectiver Lage und erzeugen eine Ebene, das Bild des Strahl ennetzes. 
205 Zwei sicft schnddmtden Strahlen von F entsprechen, weil sie stets zu 

einem Strahlenbüschel von F gehören, /« i'j swei Funkte, deren Ver- 
hindungslinie den Ä/ trifft, und umgekehrt; einem nicht durch w geken- 
den Strdhlennetse von F mit etvei vereinigten Leitgeraden, das also nur 
ein System von Strahlenbüscheln besitzt, welche alle diese eine — zu 
r gehörige — Leitgerade zum gemeinsamen Strahl haben, entspricht 
eine Fläche 2. Orades durch ft,^, welche oo^ durch einen Punkt gehende 
Geraden enthält, also ein Kegel 2. Gerades. 

In den Baum H^ sei eine Fläche F^ gelegt; ihr entspricht in F 
eine Congrumg. Sie hat mit einem Strahlenbüschel von F u Strahlen 
gemein, d. h. ihr Grad (Nr. 58) ist n, wenn Jede Treffgerade von Ic^^ 
der F^, ausserhalb der Hauptcurve, w-mal begegnet. Zu einer Con- 
gruenz 2, Grades führt deshalb eine F^, welche (2 + r)'"'' Ordnung 
ist und durch h^ r-mal geht. 

In jedem Punkte hat F^ zwei Tangenten, weiche /c/ treffen. 
Folglich wird jeder Strahl der Congrnena von zwei ihm unendlich 
nahen andern Strahlen derselben geschnitten. Wir werden dies als 
eine allen Congruenzen zukommende Eigenschaft erkennen und die 
Schnitte eines Congruen/.strahles mit den beiden ihn schneidenden 
unendlich nahen Congruenzstrahlen seine Brennpunkte, die Ebenen 
aber, welche ihn mit denselben verbinden, seine Brennebenen nennen 
(vergl. Nr. 114). Es wird eich weiter zeigen, dass, im allgemeinen, 
der Ort der Brennpunkte aller Strahlen einer Congruenz zugleich von 
den Brennebenen derselben eingehüllt wird; er heisst die Brennfläche 
der Congruenz. 
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Auf F^ haben wir ein System von Curven, deren Tangenten 
sammtljch den h^ treffen; durch jeden Punkt von I'', gehen awei. 
Bewegt man sich längs einer von ihnen, so erhält man in der ent- 
sprechenden Congruenz eine abwickelbare Fläche, deren Rückkehrcurve 
auf der Breimfläche liegt. Man erkennt, dass jeder Strahl der Oon- 
gruenz diese Fläche in seinen beiden Brennpunkten berührt. Die 
Fläche F^ und die Brennfläche der correspondirenden Congruenz be- 
finden sich, hinsichtlich ihrer Punkte, in einer eiuzweideutigen Ver- 
wandtschaft. 

Einer in i*; befindlichen Curve C\ entspricht in F eine Regelßädie; 
ihr Grad ist die Zahl der Erzeugenden, welche sie mit einem beliebigen 
Strahlennetze von F gemein hat, also gleich der Zahl der Punkte, in 
denen (7j von der Fläche 2. Grades, welche dem Netze entspricht, 
(ausserhalb \^) geschnitten wird. 

Schneiden alle Tangenten von Cj den Icj^, so ist diese Regelüäehe 
abwickelbar. 

Finer Congnmw m*™ Grades in F (welche n Strahlen in jeden 
Büschel von F sendet, also auch in jeden von (F, u)) entspricht in S^ 
eine Fläche, welche n-mal durch li^ geht und jede Treffgerade dieses 
Kegelschnitts noch »-mal trifft, also än^" Ordnung ist. 

Eine Begelfläche n'^" Grades in F sendet in jedes M-Strahlennetz 
(bezw. ein Gewinde, welches dasselbe einschneidet) n' Strahlen, also 
auch in n' Strahlenbüschel von (F, u) je einen Strahl; daher ent^ri^it 
ihr in 2^ eine Eaumciirve n'"' Ordnung, welche h^ n'-mal trifft. Weil 
die obige Fläche und diese Curve, ausserhalb h^, 2nn — nn' = nn' 
Punkte gemein haben, so folgt: 

Eine Congruenz w*™ Grades und eine Begelfläclie n '™ Grades, welcitc 
demselben Gewinde angehören, haben nn Strahlen gemein. 

Insofern den Strahlenbüscheln von F die Treffgeraden von h^^ 
correspondiren , sind den Punkten (oder Ebenen) des Raumes @, in 
dem sich F befindet, die Strahlen des Complexes 2. Grades (Z-,^) dieser 
Treffgeraden eindeutig zugeordnet. 

Durchläuft der Punkt in ® eine Ebene Jt, deren Nullpunkt nach 
F wiederum P sei, so beschreibt der zugeordnete Strahl die Congruenz 
der Geraden, welche sich auf Jt^^ und denjenigen Strahl von (k\^ 
stützen, welcher dem F entspricht. 

Diese Congruena (1. Ordnung 2. Klasse) werden wir später be- 
handeln. 

Ebenso finden wir, dass einer Geraden in ® im Complexe (t^^) 
eine Regelfläche 2. Grades zugeordnet ist. 

Als eine interessante Anwendung unserer Abbildung wollen wir 206 
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die XJehertragung des Correspondens-Frincips im I'unJctraumc (Nr. 33) 
auf das Gewinde vornehiuen. 

In einem Gemnde F heskhe zwischen den Geraden g und g — wir 
wollen T, je nachdem es von g oder g erfüllt gedacht wird, mit {g), 
bezw. (3) bezeicbnen — CTwe Correspondens von folgender BesekaffenJieit: 

Jedem Strahle g entsprechen n StrMen g', jedem g' aber n Strahlen g ; 
es gieht m Paare entsprechender Strahlen, hei denen die g einem gegebenen 
Strahlenhüsehd von F angehört, g' a&er einer gegebenen Geraden V be- 
gegnet, also in dem durch das Gebüsche [('] oms F geschnittenen Netse 
sich befindet, oder, was dasselbe ist, einem SfraMenbüschel von (jr) ent- 
spricht eine Begelfläche jm"™ Grades von (^g") und einem Strahlennetse von 
(g') eine Congruenz «i*™ Grades vott (g); endlich giebt es m' Paare ent- 
^rechender Sirahlen, bei denen g' einem gegebenen Sirahlenbüscliel von F 
angehört und g eine gegebene Gerade schneidet. 

Wenn die Correspondens von der Art ist, dass sie nur eine endliche 
Zahl sich selbst entsprechender Strahlen (Coincidenzen) besitzt, so ist 
diese Zahl 

n -\- n' -\- m + m. 

Das Gewinde bilde sich, je nachdem es (^) oder (.</') ist, in den 
Punktraum (X,), hezw. (X/) ab, und die Correspondenz zwischen 
diesen Punktraumen hat also folgende Eigenschaften: 

Einem Punkte Xj entsprechen n Punkte J^^, einem X^ aber 
n Punkte X^. 

Einer Geraden in (X^ entspricht in (17) eine Regelsebaar, einer 
Ebene in (X/) ein Strahlennetz in {g"). Diesem Strahlennetze cor- 
respondirt in [g') eine Oongruenz m*™ Grades, welche mit der Regel- 
schaar, d. h. mit irgend einem Strahlennetze, das sie in F einschneidet, 
2m Strahlen gemein hat. Es giebt also 2m Paare entsprechender 
Punkte, bei denen der X^ auf einer gegebenen Geraden, der X^ auf 
einer gegebenen Ebene liegt, und ebenso 2m' Paare, bei welchen X, 
auf einer gegebenen Ebene und X^ auf einer gegebenen Geraden 
liegt. Folglich giebt es w + n' + 2m+2m' Punkte X^, die mit 
einem der entsprechenden Punkte X/ zusammenfallen. 

Aber unter ihnen giebt es auch solche, die zwei nicht vereinigten 
Strahlen g und g' entsprechen. Wir haben in 2^^ 00^ Punkte ■ — die 
von h-^ ~, denen je nicht blos ein Strahl, sondern c»' einen Büschel 
bildende Strahlen correspondiren. Diese Büschel bilden das Netz [F, m) 
mit in u vereinigten Leitgeraden ; zu allen gehört w und ihre Scheitel 
und Ebenen sind projectiv einander augeordnet. Jedem derselben ent- 
spricht, als Büschel von {g), in {/) eine Regelfläche m''™ Grades, 
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welche mit m ihrer Strahlen die m trifft, odea in so viele Büschel 
des Netzes, (^r* %{) Stiahlen g hineinwirft welchen Strahlen unseres 
Büschels enfi^iieehen Der Ebene desselben zu (p) gerechnet, ent- 
sprechen also m Ebenen die auch durch « gehen, m (^') und um 
gekehlt jeder 7u {g ) gehongen Ebene durch M entsprechen m eben 
falls durch M gehende Ebenen m (y 

Diese Coiresponden/ \_m «(] im Ebenen bu seh el m deren ent 
sprechende Ebenen entspiechende Strahlen g und / enthalten fuhrt 
zu »i -(- m S trab lenbu schein von [T !() von denen jeder zwei ent 
sprechende Strahlen g und g enthalt, diesen entspricht der nämliche 
Punkt in ^1 Damit haben wir m, -J- »» Coineidenzen der Gorrespon 
denz zwischen (Ä ) unl (Äj ) denen keine Coincidenz in deijenigeu 
zwischen {ß) und (p) eutsjiicht die ibiigen « + » -}- H! + w üoin 
cidenzen der ersteren hetern ebenso viele für die letztere*) 

Wir neJumn nun tin Joa (ritiniJe F se; em Gebusclw mit äet 2 
Axe l Die ihm angehorigen Strahlenbüsche! zerfallen dann in 2 ge 
trennte Systeme die einen haben einen beliebigen Scheitel und senden 
ihre Ebene durch ?, he indem befinden bich m behebiger Ebene und 
haben ihren Seheitel auf / gemeinsam sind beiden Systemen die oo" 
Strahl enb US chel, zu denen l selbst gebort 

Folgliclt «ii^Sö die Hauptcufie det Abbildung ~ejfaUen m zwei Ge 
rade so dasa die eine von den Bildgeiaden der einen die andere von 
denen dei andern Strahl enbüsr hei getroffen wirl diucli den Schnitt 
punkt gehen he Bilder dci ( enthaltenden Büschel 

Dies Zerfallen von / ^ ergiebt sich auch darau dass dab Nelx 
{r, ii) dessen W enthaltende Büschel den Punkten von Ä entsprechen, 
sich tn den Bündel aus dem FanJte L ^ lit und das leid in det Ebe^e 
X^£lu iheilt 

Es &ei X ein Strahl von L so gehört der Büschel an ganz zu 
der Leitschaar einer Flache f de-s fiebüsches 27 durch u, e (Nr 1*^7) 
welche Schaar durch einen zweiten Bu chel vervollstdndigt wird, der 
durch V und den b treffenden Strihl des ersten Buscheis bestimmt ist 
Diesti erste Büschel gehört luch ganz zum Gebische \}\ und ihm 
entspricht dtr Punkt in ij welchei der / eoriesf Dndut 

Das M Strahlennetz von F oder [l] das einer beliebigen Ebene w, 

*) r r den apeciellen Fall des Gebuschea — Stiililenase nach seiner Ter 
minologie — hat Sthubeit (Math Annal n Bl 10 S 6 Foimel (III)) durch 
Methoden der ibsi blenden (lennetrie lies (.onesj-ondenz P mup ibgeleitet jedoch 
wiedeniTO unter der allgemeineren ^ orxusietz ing dasa die Gorre-ipondena auch 
Coincidenzen niedrigerer Gattung un 1 infolge des en nicht 1 los eine endliche 
Anzahl besit t 
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entspricht, enthält einen Strahl enbüscliel aus dem Bündel L, und so 
erkalten wir in Xj eine Gerade \^, d&m, einzelnen Punkten die den 
Bimdel L erfüllenden Strakletämckel mn [l\ enfspredien, welche alle 
den festen Scheitel L haben, während die Ebene sich um u dreht, und 
analog eine zweite Gerade &/, deren einzelnen FurJcte^ die das Feld X 
erfüllenden StraJilenhüschel von [l] correspondiren , ivelcJte die feste Ehene 
i. hohen, wahrend der Scheitel die u durcUäuft ft/ und &/ setzen Ti^ 
zusammen. Dem Schnittpunkte X^ entspricht der Büschel (L, A), und 
darin der Strahl l. 

Ein Sfcrahlenbiischel von [i], dessen Seheitel auf l liegt, sendet 
in das Feld l einen Strahl, also in einen der zuletzt genannten Strahlen- 
büschel. Diesem Strahl entspricht also ein Punkt auf Ä/. 

Die Bildgeraden diejenigen Strdhlenhüschel von [l], welclie ihren 
Scheitel auf l haben, treffen k^ und die Bildgeraden der Strahlenbüscliel 
von [l], deren Ebenen durch l gehen, stützen sich auf \^. 

Im ersteren Falle ist der Stützpunkt derjenige Punkt von Ä,^, 
welcher dem Strahlenbüschel in der Ebene A entspricht, dessen Seheitel 
in den Schnittpunkt von u mit der Ebene des abgebildeten Strahlen- 
büschels fällt; im zweiten Falle entspricht der Stützpunkt auf h^- dem- 
jenigen Strahlenbü sehet aus L, dessen Ebene die u mit dem Scheitel 
dss Strahlenbüschels verbindet, der abgebildet wird. 

Wir haben im Gebüsche [/] oo^ Bündel', aus den Punkten von l, 
und cxji Felder, in den Ebenen durch l. 

Die M-Regelschaar , welche in [/] einer beliebigen Geraden von 
^j entspricht, hat l zur Leitgeraden; folglich sendet jeder der Bündel 
und jedes der Felder von [1} ihr einen Strahl zu. 

Demnadi ent^rieht einem Bündel sowohl wie einem Felde von [l\ 
eine Ebene. 

Die eütem Bündel entsprechende Ebene geht durch Ic/-, weil die Ge- 
raden, welche seinen Strahleubü schein correspondiren und diese Ebene 
erfüllen, sich auf k^'- stützen oder auch weil der Bündel zu jedem 
der M-Strahlenbüschel, die den Punkten von h,^ entsprechen, einen 
Strahl sendet. 

Die einem Felde entspreciiende Ebene geht durch h/: 

Einem Strablenbüschel, zu dem die Leitgerade l gehört, entspricht 
die Schnittlinie der beiden Ebenen, welche dem Bündel aus seinem 
Scheitel und dem Felde in seiner Ehene correspondiren. 

208 Eine Congrums «'"" Grades im Gebüsche fl] sendet in jeden 

Büsche! desselben n Strahlen, auch in diejenigen, denen die Punkte 
von h/' und ^/ entsprechen, also entspricht ihr in 2^ eine Fläche 
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2«*°' Ordnung, auf welcher die beiden Hauptgeraden Ic^^ und 1>^ n-faeh 
sind; äis Strahlen tlufcli ihren Schnitt K^ treffen tlie Fläche, ausser- 
halb desselben, auch noch in n Punkten; also ist dieser Punkt nicht 
mehr als «-fach auf der Fläche, 

In [l] liege ferner eine Hegelfläche [m -\- «)'*" Grades , für welche 

1 eine in-faclie Leitgerade ist, so dasa von jedem Punkte derselben m 
Erzeugende ausgehen und n in jeder Ebene durch l gelegen sind. 
Das Strahlennetz in \l\, welches sich in eine gegebene Ebene von X^ 
abbildet, oder ein Gewinde, welches dieses Netz in \l\ einschneidet, 
hat mit der Eegelfläche m -\- n Strahlen gemeinsam; folglich ist ihr 
Bild eine Curee (m ■{- n)*" Ordnung. 

In dem Felde i. hat die Regelfläche n, im Bündel L aber m 
Erzeugende; folglich trifft die Sildcurve die l\^ in n, die k/' in m 
Punkten. 

Nehmen wir an, dass die Eegel fluche r Paare Erseugmde besitzt, 
welche tiiit l su demselben htioMenbuschel gehoten, so heiast das, weil 
der l dei Punkt Ki entspricht, dass an die Bildcurve aus Kj, ausser 
den beiden »i und n fachen Secanten, noch / Doppelseeanten kommen; 
also ist die Zdhi dei scheinbaren Doppelpunkte der Curve 

r -\- ^m {m ^ 1) -[- ^« (m — 1). 
Vielfache Erzeugende setzen wir bei der Regelfläche nicht voraus, 
folglich auch keine vielfachen Punkte auf der Bildcurve. Mithin ist 
ihr Bang 
(m + w) (m -f ra — 1) — 2r — m{m — 1) — n(n — 1) = 2 {nm — r). 

Zwei sich auf l schneidenden Erzeugenden der Regelfläehe ent- 
sprechen zwei Punkte der Curve, deren Verbindungslinie die 7c/ trifft. 
Den m von einem Punkte der l ausgehenden Erzeugenden der Regel- 
fläche entsprechen m Punkte der Curve, deren sämmtliche Verbin- 
dungslinien Je/- treffen, die also in einer Ebene durch /i\^ liegen. Ebenso 
liegen die Bildpunkte der n Erzeugenden, die in eine Ebene durch l 
fallen, in einer Ebene durch Ic/: 

Von ^1^, welche die Curve »-mal trifft, kommen noch 
2(nm — r) — 2n-=2n (m — 1) — 2r 
Berührungsebenen an sie, von Je/- aber, die ihr m-mal begegnet, noch 
2»» (ii — 1) ~ 2r. 

Auf l giebt es datier 2w {m — 1) — 2r Punkte, von denen 3 tin- 
endlich nahe Ersettgende der Megelfiäche ausgelten, und durcli l gieht es 

2 m (n — 1) — 2r Ebenen , welche sivei unendlich nahe Erzeugende 
enthalten. 
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Jede Erzeugende einer Eegelfläche, welche von einer unendlich 
nahen getroffen wird, heisst (Nr. 38) eine Torsaüinie der Fläche; weil 
die Fläche in allen Punkten einer solchen Erzeugenden von der näm- 
lichen Ehene, der Verbindungsebene der beiden unendlich nahen Er- 
zeugenden, berührt wird und also längs der Torsallinie den Charakter 
einer abwickelbaren Fläche, eines Toraus, annimmt. 

Unsere Fläche hat demnach 4mw — 2(m -\- n) — 4r Torsallinien. 

Dies findet seine Bestätigung in dem Satze, dass jede Kegelfläche 
vom Grade v und vom Range q (d. h. deren- ebener Schnitt die Klasse 
p hat) 2(p — v) Torsallinien besitzt,*} Für unsere Regelfläehe, bei 
vffelcher v = m -{- « ist, lässt sich nämlich leicht nachweisen, dass 
ihr Rang p mit dem der Bildcurve übereinstimmt. 

Dass wir aber die PÄnsdneii Zahlen der beiden verschiedenen Arten 
von Torsallinien erhalten, derer, die ihre „Spitze" auf l, und der- 
jenigen, welche sie ausserhalb l haben, wird uns später bei den Con- 
gruenzen von Werth sein. 



Abbildnngeii des Stralilenrannis in lineare Systeme vierter Stufe. 

209 Unsere eindeutige Abbildung des (allgemeinen) Gewindes F in 

den Punktraum Z^ führt zu einer einzwddmtigen VerwandtscMft swisclien 
dem von Sirahlen erfüllten Baume ®, in dem sich F befindet, mtd dem 
linearen Systeme 4. Stufe ©j der Flächen 2. Grades S^, welche durch 
die Hauptcurve Te^ gehen. 

Wir wollen nun das bisher F genannte „Grundgewinde" F^ nennen. 

Jede Gerade x von @ hestimmt in Ff, ein Strahlennetg; ihr und der 
zu ihr nach F^, polaren zweiten Leitgeraden x dieses Netzes ordnen wir 
die Fläche von ®^ zti, die in der Abbildung von rj, in 2^', dem Netze 



Den M- Strahlennetzen von r„ entsprechen (abgesehen von der 
Ebene JCj von Ä/) die Ebenen von 2j\. 

Den Geraden x und x, weWi^ u treffen, entspreclien in @i Ebenen. 

Den Strahlennetzen von F^, welche zwei vereinigte Leitgeraden 
haben, entsprachen (Nr. 205) in S^ Kegel 2. Grades, Diese Leit- 
geraden gehören zu Tq. 

I>en Geraden x von @, weldie gu r,, gehören und sich daher mit 
den gepaarten Geraden x' vereinigt haben, entsprechen in ©, Kegel 

*) Mathem. Anaalen Bd. ö S. 255. 
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Ein besonders interessanter Fall ergiebt sich, wenn der absolute 
Kegelschflitt S^ als Haupteurve \^ genommen wird. Das System ©^ 
besteht dann aus dem Inbegriffe aller Kugeln des Raumes, und wir 
haben deshalb eine Abbildung des Strahlenraamea in den Kugel-Eaum, 
welche beide die Mannigfaltigkeit 4 haben.*) Aber diese Abbildung 
ist nicht reell; denn zu einer reellen Äbbiidung ist, wie wir fanden 
(Nr. 202), erforderlich, dasa die Punkte von k^^ reell sind; also einer 
reellen Geraden entspricht nicht eine reelle Kugel. Den Geraden von 
@, welche u treffen, entsprechen die zu Ebenen abgeflachten Kugeln, 
den Strahlen von Ty die Punktkugeln, d. h. Kegel, welche den S^ 
projieiren. 

Kehren wir zum allgemeinen Fall zurück. Es seien x und y 210 
zwei sich schneidende Geraden von ®, x und »/ ihre sich ebenfalls 
schneidenden Polaren nach F^, so haben die beiden Strahlennetze [xx'] 
und [py] von r^ die beiden Strahl enbü seh el (xy, afy")**) nnd (x'y, 
xy) gemein und folglich haben die beiden Flächen von ©^, welche 
den Paaren xx und yy entsprechen, die beiden (auf /e^^ sich stützenden) 
Geraden gemein, die in der Abbildung von T^, in Z^, diesen Strahlen- 
büscheln entsprechen ; sie berühren sich also im Schnittpunkte der- 
selben. 

Zwei sich schneidenden Geraden von ® entspreciten swei sich he- 
rührende IPlächen von @^.***) 

Oder; 

Einem StraJüengebüsche in ® entspricht der Inbegriff' aller der 
Flächen von ©,, wekhe diejenige Fläche dieses Systems tangiren, die der 
Äxe des Gebüsches entspricht. 

Dieselben Flächen entsprechen auch dem zum gegebenen nach ZJ, 
polaren Gebüsche. 

Wenn aber die Axe des Gebüsches zu F,, gehört, 30 gehen die 
Flächen, welche seinen Strahlen entsprechen, durch den Punkt, welcher 
der Axe (in der Abbildung von r,, in 2;J entspricht, und haben mit 

*) Lie, Mathem Ännal Bd 5 S 17I1- vergl ancli Darboux, Thioiie ge- 
mrale des surfaces Bd I b 232 

**) d h mit dem Scheitel ' y und der Ebene i v 

*'**) Bei Lie 8 Abbildung kann man jede Kugel doppelt maelimen, mit po 
sitivem und mit negativem Halbmes^ci, und die poiitive dem emen die nPn'ative 
dem andern von den beiden entapcecbenden fctrihlen coripapondnen laaaen 

4 Kuffeln entaprecben 4 Strablenpaiie dus den letzteren kann min 16 (iui 
diupel bilden, indem man lus ledem Paare eme Gerade nimmt Den Id liefl 
paaren dieser Quadrupel entsprechpn die 16 Lugeln, wkhe die gegebenen Kugeln 
berühren. 
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tiem Kegel von <S^, clessen Spitze in diesen Punkt fällt, zwei Kanten 
gemein. Ein solches Gebüsche ist zu sich seibat nach J), polar. 
211 Die beiden Paare xx' und yy von Polaren befinden sich in einer 

und derselben Regelschaar, der Leitschaar derjenigen Eegelsebaar p 
von Ft^, welche den Netzen [xx'] und [yy] gemeinsam ist. 

Wir wollen annehmen, dass sie zu einander harmonisch sind, und 
die Beziehung aufsuchen, welche zwischen den entsprechenden Flächen 
ySi* und yS/-' von ©^ besteht. 

Einem beliebigen Strahle g von p, als Strahl von F^,, entspricht 
in 2^1 ein Punkt G, auf dem Kegelschnitt V> ^^ ^^^ sich p abbildet 
und welcher Sj^ und S^" (ausser Jc,^) gemeinsam ist; den 4 Punkten, 
in denen er unsere 4 harmonischen Strahlen trifft, oder hesser den 4 
Strahlenbüscheln von Fg, welche von ihnen kommen, entsprechen 4 
von G^ ausgehende und auf Jc{' sich sützende Geraden, zwei auf S,^, 
zwei auf S/j da zwei der Strahlenhüschel zu [xx'], die beiden andern 
zu [yy] gehören. Weil die Faakte g(x,x') zu äeng{y,y') harmonisch 
sind, so sind auch auf dem Kegel G^k^, dessen Kanten den sämmt- 
lichen Büscheln von T,,, zu welchen g gehört, correspondiren , die 
beiden Geradenpaare auf S,^ und 8^-' harmonisch ; und dies bleibt 
bestehen, wenn g die p und G^ den r/ durchläuft Folglich sind auch 
die Punktepaaie, in denen diese (leiadenpaare die Haupteurve /,' 
treffen, harmonisch und ihre Verbindungslinien in Bezug auf /j 
conjugirt 

Zwei GetadenpaatcH von ®, welcJie Jiaimontbcti im einandet sind, 
entsppchen aho in @i mei Flachen, detm BenütiimybeVmen m irgend 
einem Piinlie dm Schmflcmve, uelcke sie aussei 1^ haben, die Ebene 
von Ij^ in swei Getaden sclmeiden die m Bemg auf /j* conßignt sind*) 

*) Wii haben so mdirect den Satz erhalten 

Wenn zwei Flachen 2 Grades i nnd S sich m zwei Kegel srhnitten V und 
' d iichBL.lineiden und de Berulirun^sebenen in irgend e nem Punkte des einen 
)' die Ebene de« -indem in 2 Geladen ( ind ( tretftn welche in Bei ig auf jl* 
conjugirt sind so gilt d ea für leden Puukt lon r' 

In der That die f und t umhüllen zwei Kegelschnitte f / welche H' in 
den. beiden '^clinitfen U und \ von r und l,' beriliren Der Berührungspunkt 
einei ( mit (' i t der Punkt ter dem Schnitte (f TJV) harmonisch zugeordnet 
ist m Be/ng auf die beiden Pnnkte (t l) ve gl "Steiner bchioter b Vor 
lesungen 8 350 der 2 AufL analoges gilt hei ( Wenn nun einmal ( und ( 
in Bezug auf l? conjug t sind so ist jeder der beiden Ber itningspunkte der 
Pol der andern Geraden nach i° d h die Polarcurve von t nach l. welche 
anch J,' n (7 nnd T tangirt hat mit ( ' nock einen Punkt gemein und ist mit 
ihm ident ach und für jede ( ist der Beruh rungsj. unkt der Pul \on t 

Alao umhüllen die Spuien ! unl t zwei Kegelschnitte wekhe zu eininlei 
polar sind nach 1} 
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Ist \^ der absolute Kegelschnitt, so bedeutet dies, dasa die beiden 
Kugeln sich rechtwinklig schneiden. 

Wenn nun ein Gewinde F su F^ in Ini^lution ist, so liegt von 
jedem Strahle x von F auch die Polare x nach F,, in F und beide 
sind harmonisch zu den Leitgeraden y, y des Netzes fj, F. Die 
Flächen Sj^, welche den Strahlenpaarm xx von F correspondiren, schnei- 
den die dem festen Paare yy entsprechende Fläche S^ so, äass die beiden 
Tangentialebenen an S,^ hm^ jS," in irgend einem Punkte der (veränder- 
lichen) Schnittcurve die Ehern k^ von li^ in zwei Geraden treffen, welche 
in Pesug auf ä,^ conjugirt sind. 

Ms durchlaufe nun x ein beliebiges Gewinde F, dann durchläuft die 
nach r^ polare Gerade x' ein von F verschiedenes Gewinde F", das 
KU F nach F^ polare. Das Schnitt-Strahlennetz [yy] mit F^ haben 
sie gemeinsam. 

Das Doppel verhältniss {yy xx') — von 4 Strahlen, die je zu der- 
selben Eegelschaar gehören — ist fest, nämlich, da sie die Polaren 
von X nach den Gebüschen [»/], [y"\ und den Gewinden F, F,, sind, 
gleich dem Doppel verhältniss dieser 4 zu dem nämlichen Büsche! ge- 
hörigen Gewinde. 

Wir schliessen daraus, in ähnlicher Weise wie oben, dasa die 
Berührungsebenen der festen Fläche S/ und der veränderlidien S^" in 
irgend einem Pwnkle ihres (variabeln) Sclinitls r,^ die beiden Flädi£fn in 
Geradenpaaren schneiden, deren Spuren auf Jc,^ einen Punktivurf von 
gegebenem DoppelverJialtnisse bilden. 

Das dreifach unendliche System der S^" entspricht dem Paare von 
Gewinden F und F'. 

Die Spurpunkte auf h^^ wollen wir ^ dabei für den nächst- 
folgenden Beweis den Zeiger 1 unterdrückend — Y, Y", X, X', ihr 
Doppel verhältniss A nennen und zeigen, dass mit diesem Doppelver- 
hältnisse auch das der 4 Punkte M, N, V, TVconstant ist, in denen die 
Polare s von /?E=(Fi", XX') nach /e^^ diese Curve und die beiden 
Linien YY, XX' schneidet. Um die Beziehung zwischen: 

A = (rr'XX') und (L^^MNVW), 

aus der dies hervorgeht, zu gewinnen, führen wir noch die beiden 
andern Diagonalpuukte P=(Xr, YX') und Q—.(XY, X' Y') und 
den Po! V" von YY' an, die alle drei auf g liegen. Dann ist 

X^(V'VQP); 
ferner haben wir die beiden Involutionen r 

M3f, NN, PQ, VV uu(i PP, QQ, 3IN, VW. 
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Die Gerade z, auf der sieh nun beide Würfe WQF und MIIVW 
befinden, projieiren wir so, dass P ins ünendliclie geht. Wir haben 
(indem wir dieselben N^en für die Projeetionen beibehalten) wegen 
der zweiten Involution: 

qN=^~QM,QW^ — Qy; sodann QV' = X . QV. 
Ferner, weil Q Centralpunkt der ersten Involution geworden ist; 
ÖM^=.QI^^ = QV.QV = }i. QV^; 



Biso: 
daher : 
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MY 
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erkannt haben. 

Das erhaltene ErgehnisB bedeutet, wenn h^^ wiederum der unend- 
lich ferne Kugelkreis S^ ist, dass die Be rührungseh enen an die Kugeln 
Äjä' und Si^ in einem Punkte ihres (endlichen) Schnittkreises, welche 
ja nach YY', XX' gehen, mit den Ebenen, die von ihrer Schnittlinie 
tangential an S^ gehen und Jlf, N zu Berührungspunkten haben, einen 
Ehenenwurf von coustantem Doppelverhältnisse bilden, d. h. einander 
unter constajitem Winkel schneiden, der ein rechter ist, wenn 1 = — 1, 
wenn also F zu F^ in Involution ist. 

212 Es s^*^ -^ij -fs ^wß^ Gewinde, welche nmt^ einander und su F^ in 

Involution sind, !/i^, y,"; y^, y^ die Leitgeraden der Netze Jo/^, F^F.^; 
dann sind diese beiden Geradenpaare harmonisch. 

Wenn nämlich l und l' die Leitgeraden von F^F^ sind, so stützen 
sieh die Gebüsche [l], [t] auch auf F^, weil sie zum Büschel F^F^ 
gehören; also befinden sich l und l' in F^y Die Leitgeraden-Paare 
der Netze, welche den Gewinden von F^F^ mit F^ gemeinsam sind, 
bilden in der Leitschaar der Kegelschaar F^iFjF^ eine Involution, von 
welcher l und l' die Doppelstrahlen sind, da diese, als zu F^, gehörig, 
sich je mit ihren Polaren nach F^ vereinigt haben Schneiden wir 
diese Involution mit einer Ebene, so sei C das Centrum der ent- 
stehenden conischen Involution , durch das demuach die Tangenten 

*j Im JoHraal für Mathematik Ed. 90 S. 92 wurde diesellie Bezuiung für 
einen andern Zweck ermittelt. — Die Unbestimmtheit des Vurzeicliens von i 3. 
liefert zwei reciproke Wertke von ,u, wie das die Möglichkeit, M und N zn ver 
tauscken, ja auch erfordert. 
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LL, L' L' und die Secanten Y-^Y^ , Y^Y^ des diese Involution tra- 
genden Kegelschnittes gehen; wobei y^, ... die Spuren von y^, ... 
in der Ebene sind. Weil nun F, , F^ in Involution sind, ao aind sie 
harmonisch zu \l\ [f]; also sind auch, in der conischen Involution, 
die Paare Y^ Y^, Y^ Y^ zu den Paaren LL, L' L' oder, in dem Strahlen- 
büschel C, die Secanten F^ F,', Y^Y^' zu den Tangenten LL, LL' 
harmonisch; folglich sind jene in Bezug auf den Kegelschnitt eonjugirt 
und demnach wiederum F^, Y"/ harmonisch zu Y^, Y^ und also auch 
y„ y^ zu y^, y^. 

Umgekehrt, wenn zwei Paare von Polaren ^^, j//," y^, y^ in Bezug 
auf V^ zu einander harmonisch sind, so befinden sich diejenigen Ge- 
winde r,, rij in den Büscheln durch die Netze [j/iJ/i'], [i/s^a'Ji weiche 
zu rj, in Involution sind, auch unter einander in luvolutiou. 

Liegen daher 5 Gewinde Fi, F^, , . ., F^ vor, welche zu je zweien, 
so wie alle zum Gruudgewinde F^ in Involution sind, so dass alle 
sechs eine solche Gruppe bilden, wie sie in den Nrn. 185—194 be- 
trachtet wurde; danu sind die Leitgeraden- Paare y^, y^'; . . .; y^, y^' 
der Netze, in denen Ff, von F^, . ■ ., F^ geschnitten wird, zu je zweien 
harmonisch; die Flächen Si^', . . ., S^'' in ©j, welche ihnen entsprechen, 
sind zu je zweien ao beschaffen, dass ihre Berührungsebenen in irgend 
einem Punkte ihres veränderlichen Schnittes der Ebene von \^ in 
zwei in Bezug auf diesen Kegelschnitt conjugirten Geraden, oder, wie 
wir auch sagen können, dasa die Kegel, welche den beiden Flächen 
längs dieses Schnittes umgeschrieben sind, die genannte Ebene in 
zwei Kegelschnitten schneiden, die in Bezug auf Ic^ polar zu ein- 
ander siud. 

Wenn also Ä[^ der absolute Kegelschnitt ist, dann siud je zwei 
der 5 Kugeln ^i^', , . . orthogonal. 

Und umgekehrt, jede Gruppe von 5 Flächen S^J', . . . durch h^, 
welche die erörterte Lage haben, führt zu 5 dreifach unendlichen 
Systemen von yS^. Die Flächen jedes dieser Systeme haben zu einer 
der Flächeu S/', ... die erwähnte Lage und im Systeme befinden 
sich die 4 übrigen Flächen der Gruppe. Diesen 5 Systemen von ©^ 
entsprechen dann in @ 5 Gewinde, welche alle zu Fq und zu je zwei 
unter einander in Involution sind. 

Die Bedingung, dass zwei Flächen von ©^ die besprochene Lage 
haben, ist eine einfache uad wir können deshalb in ©^ 00*+'+^+^ 
solche Gruppen von 5 Flächen S^ bilden. 

Wollen wir, statt der einzweideutigen Abbildung von @ in S^, 213 
eine eindeutige haben, so müssen wir als Grundgewinde F^ nicht ein 
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allgemeines Gewinde, sondern ein Gebiisdie [l] netnien, weil, in Bezug 
auf ein solches, zu jeder beliebigen Geraden x die Axe oder Leit- 
gerade l polar ist und daher von dieser allen Paaren gemeinsamen 
Geraden abgesehen werden kann. 

Wir wissen, dass in diesem Falle die Hauptcurve h^^ in zwei 
Gerade Ä^^ und /■/ zerfällt. 

Jeder Geraden x, und nur ihr, entspricM im System ©i, dessen 
Flächen nun alle durch das Geradenpaar (/q^, k^^) gehen, diejenige 
Fläche S/, welche dem Strahlennetze [Ix], in der Ähhildung von [i] in 
z:^ {Nr. 207), correspondirt. 

Eine Ausnahme von der Eindeutigkeit machen ei^tens diejenigen 
Strahlen x^, von @, welche die Axe l treffen; denn das in Bündel und 
Feld zerfallende Netz [?«J hat nicht nur die Geraden l und a^^, son- 
dern alle Strahlen des durch sie bestimmten Büschels zu Leitgeraden. 
Wie das Netz, so zerfällt auch die entsprechende Fläche in ©^r sie 
besteht aus zwei beaw. durch fe^^ und k{* gehenden Ebenen, und 
zwar geht die Ebene, welche dem Strahlcnbündel Ix^ entspricht, durch 
kj^, denn dieser Bünde) sendet au jedem der Strahlenbüschel, deren 
Ebene A ist und deren Scheitel w durchläuft (Nr. 207), einen Strahl; 
hingegen geht die dem Felde Ix^ entsprechende Ebeue durch ft/-. 

Wir haben also in @i oo^ Flächen — die Elenmpaare 11^, deren 
Ebenen leew. durch hj^, i/ gehen — , denen in ® je ao^ eineti Büschel 
bildende Strahlen entsprechen. Biese Büschel sind diejenigen, su denen 
l gehört; wir wollen sie deshalb i-Strahlenbüscbel nennen. 

Die beiden Ebenen durch TcJ-, ä^' bezw. sind diejenigen, welche, 
in der Abbildung des Gebüsches [i] io den Punktraum S^, dem Felde 
in der Ebene und dem Bündel aus dem Scheitel des ^-Strahlenbüschels 
entsprechen. 

Wenn wir also bei einem solchen i-Strahienbttschel den Scheitel 
oder die Ebene festhalten, so bleibt beim entsprechenden Ebenenpaare 
die eine Ebene fest und zwar bezw. die durch ^/ oder ä/ gehende. 
Die Gerade l gehört zu allen diesen ausgezeichneten Strahlen- 
büscheln und deshalb entspricht ihr nicht blos eine Fläche in ©j, 
sondern alle diese ao^ Ebenenpaare i7, . Aber damit haben wir noch 
nicht das Yollständige Bild von l. 

Eine beliebige Gerade x bestimmt, mit l zusammen, eindeutig ein 
Strablennetz und hat deshalb, bei unserer jetzigen Abbildung von @ 
in ©j, eine einzige entsprechende Fläche. Fällt aber x mit { zu- 
sammen, so sind oo^ Strablennetae möglich (vergl. Nr. 153), da ja die 
Punktreihe auf l und der Ebenenbüschel um l auf oo' Weisen pro- 
joctiv auf einander bezogen werden können (Nr. 58), oder, wenn wir 
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wollen, der l kann man sicli auf oo" Weisen nähern: es giebt oo^ 
ihr unendlich nahe Strahlen und darunter c»^ sie schneidende, in jedem 
der i-StrahlenbüscIiel einen; die letzteren führen uns zu den Ebenen- 
paaren fZj als zu l entsprechenden Flächen, 

Aher in WirMicliIceit entspricht der Geraden l ein System 3. Stufe 
von Flächen in @, , äas wir J^ nennen wollen und weldies das SystciH 
2. Stufe (77i) der Ebmmpaare ilj in sich enthält; und damit haben 
wir die zweite Attsnahme von der Eindeutigkeit. 

Ehe wir aber in der Besprechung dieser Abbildung weiter gehen, 214 
müssen wir uns mit dem PUichensjstem <B^, in das wir den Strahlen- 
raum ® abbilden, noch etwas mehr vertraut machen. 

Alle P^lächen desselben haben das Gferadenpaar h^^ ^ {^i^, Ic^^} ge- 
mein. Wenn also im Folgenden von gemeinsamen Curven oder 
Punkten von Flächen des Systems gesprochen wird, so sind solche 
gemeint, welche sie ausser /c,^ haben, und dasselbe gilt, wenn wir von 
der Grundcurve eines Büschels oder den Grundpunkteu eines Netzes 
in ©, sprechen. 

Zwei Flächen von @, haben einen Kegelschnitt r,^ gemein und 
bestimmen einen Büscitel in S^, zu dem alle durch r^ gehende Flächen 
von ©1 gehören und dessen Grundcurve wir r^ nennen. Solcher Büschel 
haben wir <x>^, da wir die cxj* Flächen von @j auf oa^ Weisen, die- 
jenigen aber eines Büschels auf oo^ Weisen paaren können, oder weil 
es oo^ Kegelschnitte rj^ giebt, welche Äj^ und X"/ treffen. 

3 beliebige Funkte bestimmen einen solchen Kegelschnitt fj^ und 
also auch einen Büschel in @j . 

Unter diesen oo* Büscheln giebt es oo^, bei denen die Grund- 
curve r^^ in ein Geradenpaar ausartet. 

Ih-ei Flächen von @^ haben zwei Punkte gemein, da die beiden 
Kegelschnitte, in welchen eine von ihnen die beiden andern sehneidet, 
sich in zwei Punkten begegnen; alle übrigen Flächen ihres Netzes 
gehen ebenfalls durch diese Punkte: die (rnmdpunkte des Netzes. Man 
kann die cxj* Flächen von ©[ auf oo'^, diejenigen eines Netzes auf 
oo^ Weisen zu je dreien zusammenstellen; cdso entliält ©j <xfi Setze, 
so viele als es Punktepaare im Baume giebt. 

Wenn die Verbindungslinie eines solchen Paares das Geradenpaar 
l\^ trifft, so Imhen wir ein Nets, dessen sämmtliche Flächen eine Gerade 
gemein haben; es giebt oo^ solclw Netze, welche in 2 Systeme zerfallen, 
je nachdem diese Grundgerade der Äj^ oder der ft/ begegnet. 

Vier Flächen endlich von ©j haben (ausser /e,'*) im aligeraeiuen 
keinen Punkt gemein, sie bestimmen ein Gebüsche. Die Zahl der Ge- 
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büscfie ist oo*; unter Urnen befinden sich oo^, die einm ijcmcinsamen 
Tunht hohen. 

Uaaer lineares System 4. Stufu @j hat also oo* Flächen, co" 
Büscliel , oo'* Netze, oo* Gebüsche, Manoigfaltigkeiten, die natürlieli 
übereinstimmen mOssea mit denen der Gewinde und der niedrigeren 
linearen Systeme im Gewebe von Gewinden (Nr. 147 ff.). Da eben die 
Abzahlung die nämliche ist, so übertragen wir die dort erhaltenen 
weiteren Ergebnisse. 

Ein Nets in @, hat oo^ Büschel; es giebt in der That durcli seine 
beiden Gruudpunkte oo^ Kegelschnitte, welche J^^ zweimal treffen. 

Hat das Netz eine Gmndgerade, so ist diese den Grundcurveu 
aller in ilim enthaltenen Böschel gemeinsam und dieselben sind Ge- 
radenpaare. 

Ein Gebüsche hat oo* Büschel und co^ Netze. 

Durch eine Flädie von ©j^ gehen oo^ Büschel, od' Netse, oo^ Ge- 
büsche, die sich auch, ergeben, wenn man die Fläche mit den co* 
Flächen, oo* Büscheln, oo^ Netzen eines Gebüsches von ©^ verbindet, 
das sie nicht enthält. 

Durch einen Büschel gehen <x>^ Netse und co^ Gebüsche, welche 
man auch erhält, wenn man den Büschel mit den oo^ Flächen und 
oo^ Büscheln eines beliebigen Netzes von ©^ verbindet; wir können 
dies als einen Bündel von Netsen und Gebüschen bezeichnen, dessen 
„Basis" der Büschel ist. 

Durch ein Nets endlich gehen oo^ Gebüsche; sie „projiciren" aus 
dem Netze die Flächen eines beliebigen Büschels. Wir haben so einm 
Büschel von GeWscÄe«. 

So lange die Stufensumme zweier linearer Systeme unter 4 ist, 
haben sie im allgemeinen keine Fläche gemein: so haben swei Büschel 
oder ein Büschel und ein Nets Iceine Fläche gemein; ist es bei zwei 
Büscheln der Fall, so befinden sie sich in demselben Netze; wenn hei 
einem Büschel und einem Netze, so gehören sie demselben Gebüsche 
an, wofern nicht der Büschel ganz im Netze enthalten ist. 

Zwei Netse haben im allgemeinen nur eine Fläche gemein, hingegen 
einen Büschel, wenn sie sich in demselben Gebüsche befinden. 

Ein Büschel und ein G^üsehe haben eine Fläche gemein. 

Ein Netg und ein Gebüsche haben einen Büschel, zwei Gebüsche aber 
ein Nets gemein. 

Wir nennen ein System «'^"^ Stufe in ©^ von der Ordnung v, wenn 
es mit einem linearen System (4 — «)*" Stufe von ©^ v Flächen ge- 
mein hat. 
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Danach isi das System (11^ der Ebenenpaarc IT^ quadratisch, weil 
sieh in jedem Netze von @j 2 solche Ebenenpaare hefioden. 

@, enthält noch ein anderes System von Ebenenpaaren, welche 
üua der festen Ebene x^ von h,^ und irgend einer beliebigen Ebene 
bestehen; diese bilden ein lineares System 3. Stufe oder ein Gebüsche, 
da jeder Büschel von @( eins enthält. 

In einem Systeme «**" Stufe v^' Ordnung gehen v Flüchen durch 
ß gegebene Punkte, welche ja ein lineares System (4 — ß)'*'' Stufe aus 
@i ausscheiden. 

Es gilt natürlich auch, dass 2 Systeme heliebiger Ordnung, deren 
Stufensumme unter 4 bleibt, z. B. eins der 1. und eins der 2. Stufe, 
im allgemeinen keine Fläche gemeinsam haben. 

Nun wenden wir uns aur Abbildung von ® iii ©, zurück und 215 
ermitteln zunächst, welche Systeme die Flächen in @j bilden, die den 
Strahlen eines Bündels, Feldes oder Büschels in ® entsprechen. 

Durchläuft x einen Bünde! P in &, so haben alle Strahlennetze 
[Ix] den Büschel gemeinsam, welcher aus P die Axe l projicirt; also 
haben die entsprechenden Flächen die auf ^j^ sich stützende Gerade 
gemein, welche das Bild dieses Strahleubüschels in S^ ist (Nr. 207). 

Das Bild eines Strdhlenbündels von ® in ©, ist ein Flächennets, 
das eine auf ^,^ sich stiiteende Grundgerade hat. 

Ebenso ist das Bild eines Strahlenfeldes von % in @, ein Flächen- 
nets, welches eine auf A\* sidi stützende Grundgerade hat. 

Die Zahl der Bündel und Felder in ® und der Netze mit Grund- 
geraden in @j ist oo*. 

Jedes Netz von ©^ mit einer Grundgeraden enthält von {llj) oo^ 
Ebenenpaare, welche alle die eine Ebene gemein haben und daher 
einen Büschel bilden. 

Wenn x einen Strahle nbüachel (P, ji) durchläuft, so haben alle 
Netze \lx] zwei Strahlenbüschel gemein: der eine kommt aus P und 
sendet seine Ebene durch l, der andere liegt in sr und hat seinen 
Scheitel auf l; sie haben einen Strahl gemeinsam, und bilden sich ab 
in zwei Gerade, welche sich bezw. auf k^'- und /c/ stützen und ein- 
ander im Biidpunkte dieses gemeinsamen Strahls schneiden. 

Ein StrahlenbUsdtel von @ bildet sich daher in ©^ ab in dnen 
Fläehmbüschel mit einem Geradenpaare als Gnmdcurve, oder in einen 
Büscliel, dessen Flächen sich alle in einem Funlcte herühren.*) 

*) denn zwei sich (auBserlialb S,') berührende Flächen yon ©i haben ein 
Geradenpaai' gemein. 
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Die beiden Netze, welche dem Bündel P und dem Fdde 7t ent- 
sprechen, haben also nicht blos eine Fläche, sondern einen Büschel 
gemein luid gehören demnach zu demselben Gebüsche. 

Der dem Strahlenbüschel (P, w) entsprechende FlUclienbüscbel 
besitzt ferner ein Ebenenpaar i7^; also Iwi dieser Biiscficl mit dem 
quadratischen Systeme (iTi) eine Fläche gemein. 

Es giebt in ® oo^ Strahlenbüschel, in ©, oo'' Büschel mit zer- 
fallender Grundcur^e, 

Ein Gebüsche [p] in (B erzeugen wir uns durch die oo' Bündel, 
deren Scheitel die Äxe p erfüllen (oder durch die oo' Felder in den 
Ebenen durch p). Zu allen diesen Bündeln gehört p, also zu allen 
entsprechenden Netzen die Fläche von ©j , in welche sich p abbildet; 
die Grnndgeraden dieser Netze erfüllen demnach diejenige Regelsehaar 
dieser Fläche, für welche //• Leitgerade ist. Von der Grundeurve r{' 
eines beliebigen Büschels in @^ wird diese Schaar (ausser auf 7t^*) 
zweimal getroffen; die Fläche des Büschels, welche eine der beiden 
getroffenen Geraden der Schaar enthält, gehört zu einem unserer 
Netze und entspricht einem Strahle von [p]. Das Gebüsche enthält 
ferner von jedem der ^Strahlenbüschel einen Strahl; also: 

Einem Strahlengebüsche [p] in ® entspridit in ©^ ein quadratiscltes 
System 3. Stufe, welclies das quadratische System 2. Stufe (iT^) in sich 
enthält. 

Wenn aber die Axe p diejenige l des Grundgebüsches trifft, dann- 
liegen die StrahlenbUschel, welche l aus den verschiedenen Punkten 
von p projiciren, alle in der Ebene Ip; die ihnen entsprechenden Ge- 
raden befinden sich alle in derjenigen Ebene durch lij^^, welche dem 
Felde Ip, in der Abbildung von [1} in 27^ (Nr. 207), entspricht, und 
gehen durch den Punkt, in den sich der gemeinsame Strahl }■>, als 
Strahl von [l] , abbildet. Also besehreiben die Grundgeraden der 
Netze von ©j, weiche den Bündeln aus den Punkten von p ent- 
sprechen, einen Strahlenbüschel, durch dessen Seheitel also alle Flächen 
sämmtlicher Netze gehen. Von der Grundeurve r,^ eines beliebigen 
Flächen büsch eis von ©^ wird er, ausser auf Jc,^, nur einmal getroffen. 

Demnach entspricht einetJi Strahlmgebüsclie in @, dessen Axe die 
Gerade l trifft, in ©j ein lineares System S. Stvfe (ein Gebüsche) mit 
einem gemeinsamei% Fiinicte. 

Zum quadratischen System wird es durch das System 3. Stufe 
ergänzt, welches der Geraden l allein entspricht; dasselbe ist daher 
linear, wie wir bald noch auf andere Weise erkennen werden. 

Von den Z- Strahlenbüscheln enthält unser jetziges Gebüsche [p\ 
nur diejenigen in der Ebene Ip und die aus dem Punkte Ip. Demnach 
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enthält das Flächengebüsche aus dem quadratisclim Systeme {IIj) nur 
3 Büschel, dessen Ebenenpaare aus einer festen Ebene durch A^^, 
bezw, ij^ und einer veränderlichen Ebene durch die andere Gerade 
Gestehen. 

Einem beliebigen Flächeobüscbel in ©^ (dessen Grundcurve nicht 216 
zerfällt) entspricht eine Kegelfläche, welche einer Geraden p so oft 
begegnet, als das quadratische System 3. Stufe, welches dem Gebüsche 
[p] entspricht, mit dem Flächenbüschel Flächen gemein hat, also zwei. 
TriiFt p wiederum l, so tritt an Steile des quadratischen Systems ein 
lineares; d, h, die Regelüache wird von einer beliebigen p zweimal, 
von einer l schneidenden, ausserhalb l, einmal getroffen. 

Einem beliebigen Büschel in ©j oitspricht in @ eine durch l gehende 
Begelschaar (l-Eegelschaar). 

Da also jede dieser Regeischaaren durch l geht, so folgt, dass 
jeder Büschel in ©j eine von den oo^ Flächen enthält, welche der 
Geraden l entsprechen. 

Wir sprechen nun defiuitiv die zweite Ausnahme von unserer 
eindeutigen Verwandtschaft zwischen ® und ©j aus: 

Der Geraden l allein entsprechen oo^ Flächen in @i, tvelAc ein 
Gehiisehe A^ bilden, das das quadratische System (iZj) in sich eniltält. 

Die Congruenz in ®, welche einem beJiebigen Netze von ©^ ent- 
spricht, sendet in jeden Bündel und jedes Feld von & so viele Strahlen, 
als das Neta mit dem Netze, das dem Bündel, bezw. Felde entspricht, 
Flächen gemein hat, also je einen; demnach ist sie ein Strahlennetz. 

Das Netz von ©^ enthält zwei Ebeoenpaare U^, mithin enthält 
das Strahlennetz zwei i-Strahlenhüschel und mit ihnen ihren gemein- 
samen Strahl l Also: 

Einem beliebitje^z Netee in ©^ entspricht in & ein durch l gehendes 
Strahlennetg. 

Der Complex in % endlich, der eiuem Gebüsche in ©^ entspricht, 
schickt in einen Strahlenbüschel von ® so viele Strahlen, als der 
diesem entsprechende Büschel in ©^ mit dein Gebüsche Flächen ge- 
mein hat, also einen, und ist mithin ein Gewinde. Dasselbe geht 
durch l, weil die in ihm enthaltenen Regelsehaaren und Netze, welche 
den Büscheln und Netzen des Gebüsches entsprechen,' es thun. 

Einem Gebüsche von ©^ entspricht also in @ ein durch l gehendes 
Strahlengewinde. 

Die Mannigfaltigkeit der Büschel, Netze, Gebüsche von ©^, 6, 
(i, 4, ist ebenso gross als die der Regeischaaren, Strahlennetzo und 
Strahlen gewin de in ®, welche durch / gehen. 
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e en Stral 1 wöbe ch 1 e S 1 e tel 1 Lbe en 1 r eil en j rojectiv 
z dnen D e e tspreche d Ebenenpa e 77 b llen al o w pro- 
jeet ve El ene 1 s hei u i nd / D es 1 e e st la & lu 1 e nen 
Punkt wei von d e e Ebe e [ aare j,el en 

U StraJlm et von @ 'bldet sicl n e 'yjste ^ Stuf Ord- 
V y vo © h lelel t dei Sj teme (17 ) et "fjste 1 Stufe 

Qrdn j ge e hat 

E dlä e efi Cei ie n& entsp H © c Syste S/w/'e 

2 Ordn ng wel heb las jans S/ste} (U) e fad enthalt 

Denn jeder dei l Strahlenbflschel enthalt einen Strahl des Ijewindes. 

217 Es sei % eine durch l gehende Ebene; jeden Punkt X derselben 

denken wir uns als Scheitel eines Bündels von @. Alle Netze in ®j, 
welche diesen Bändeln correspondireu, haben die Ebenenpaare 11^ ge- 
mein, welche den in « gelegenen f-Strahlenbüscheln entsprechen, da 
jeder Büodel in jeden dieser Büschel einen Strahl sendet. Alle frag- 
lichen Ebenenpaare bestehen aus einer festen Ebene durch li-J' und 
einer beweglichen durch /i/ und bilden deshalb einen Büschel, der ©i 
heisse, und die oo^ Netze durch ihn, welche den Bündeln X ent- 
sprechen, einen Bündel (©i) von Netzen. Die G-ebÜsche dieses Bändels 
erhält mau, wenn man X eine Gerade in it durchlaufen läsat, wobei 
die Bündel ein Strahle ngebü sehe beschreiben, dessen Axe die l trifft. 

So zeigt sieh, dass das Feld (jt) tmä der Bündel Q&i) sich colli- 
near eugeordnet sind und zwar die Punkte und Geraden von (x) den 
Netzen und Gebüschen von (Sj). 

Dreht man a um l, so erhält man oo^ solche Cüllineationen und 
der Grundbüschel S5j der Bündel in ©^ durchwandert das System (n^). 

Den Punkten X, in welchen ein Strahl x von @ die verschiedenen 
% durchbohrt, entsprechen in diesen Collineationen Netze von @^, 
welche alle in die Fläche zusammenlaufen, die der x entspricht. 

lu allen diesen Collineationen entspricht der Geraden l, welche 
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allen jt gemeineam ist, das Gebüsche A^, welches ihr in unserer Ab- 
bildung eorrespondirt und allen Bündeln (^j) gemeinsam ist, da ja 
alle Basen 58^ sich in A^ befinden. 

Begnügen wir uns mit 2 Ebeueu ff und 3i' und ihren zugehörigen 
Bündeln (S8j) und (58/), ao können wir unsere Abbildung des Strahlen- 
raumes ® in das Fiächensystem ©j folgendermassen beschreiben: 

min Strahl x von @ schneidet n und Tt in X ttnd X' ; die diesen 
I^inktm in den beiden Collineationen entsprechenden Netge in den Bün- 
deln (SB,), (ßi) haben die entsprechende Fläche gemein. 

Da nun aber die Sätze über die Mannigfaltigkeiten und die ge- 218 
meiasameu Flächen in Nr. 214 für ein allgemeines Gebüsche von Flächen 
2. Grades genau ebenso lauten, wie für unser speciellea, dessen sämmt- 
Hchö Flächen durch dasselbe Geradenpaar gehen, überhaupt bei jedem 
linearen Systeme 4. Stufe richtig sind, so JMnn man die eben gewonnene 
Herstellung v&-allgemeinem, zu welcher allgemeineren Form wir ja auch 
gelangen, wenn wir unser bisheriges specielles System 4. Stufe von 
Flächen 2. Grades durch ein nu ihm collineares allgemeines lineares 
System 4. Stufe, dessen Elemente auch Flächen oder Gurven beliebiger 
Ordnung, Gewinde oder Strahlencomplexe beliebigen Grades sein Icönne», 
iäierhaupt alle solche Elemente, aus denen man lineare Systeme auf- 
bauen hann. 

Nennen wir, um alle diese Fälle zugleich zu umfassen, in der 
Aosdrucksweise der „Geometrie von mehr Dimensionen" ein solches 
Element einen Punkt, so haben wir die Abbildung des Sirahlenraumes 
® in den linearen Funktraum von 4 Dimensionen. Der Name „Punkt" 
zieht dann aber die weiteren Namen der Punktgeonietrie nach sich. 
Was wir in der Geometrie des linearen Systems 4. Stufe von Flächen 
2. Girades oder von Gewinden (Nr. 147 ff.) Büschel und Netze genannt 
haben, heisst dann Gerade und Ebene, das Gebüsche wird ein im 
Räume von 4 Dimensionen enthaltener linearer liaum von 3 Dimen- 
sionen, den wir liaum schlechthin nennen wollen. 

Die Haupteigenschaften des vierdimensionalen Baumes P* lesen 
wir vom linearen Systeme 4. Stufe von Flächen 2. Grades oder Ge- 
winden unmittelbar ab, halten es aber nicht für Überflüssig, dieselben 
in dieser Fassung nochmals aufziiKählen. 

P* enthält oo* Pumkte, oo" Gerade, oo" Ebenen, 'Xj* Mäume; eine 
Gerade enthält oo' Funkte, eine Ebene oo^ Punkte und oo^ Gerade, ein 
Haum oo^ Ihtnkte, oo* Gerade, oo^ Ebenen. 

Durch einen Punkt gehen <x>^ Gerade, oo* Ebenen, oo' Räume, 
welche die <x? Punkte, oo* Geraden, od' Ebenen eines nicht den Punkt 
enthaltenden Raums projicireu. 
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Durch eine Gerade gelten oo^ Ebenen und oo^ Räume, welche aus 
ihr die oo^ Puukte und oo^ Geraden einer nicht von ihr geschnittenen 
Ebene projieiren: Bändel von Ehenen und Räumen. 

Durch eine Ebene gehen oo' Bäume, welche aus ihr die Punkte 
einer sie nicht schneidenden Geraden projieiren: Büschel vmi Räumen. 

Wie die Punktreihe, das Feld, der Raum, welche sie projieiren, 
so sind auch der Büschel von Räumen, der Bünde! von Ebenen und 
Räumen, der Inbegriff der durch einen Punkt gehenden Geraden, 
Ebenen und Rüume (Dual-Raum) projectiv, bezw. collinear beziehbar. 

Zwei Gerade befinden sich immer in demselbmt Räume und schneiden 
sich nur dann, w«m« sie in derselben Eienc liegen; das Schneiden ist 
eine zweifache Bedingung, denn unter den oo*' Geraden treffen nur 
oo* eine gegebene Gerade, in jedem ihrer Punkte od'. 

Eine Gerade und eine Ebene haben im allgemeinen keinen Pimlct 
gemein, es sei denn, dass sie demselben Räume angehören. Von den 
Punkten einer Ebene gehen nur 00^+^ (Jeraden, ebenso von den Pimkten 
einer Geraden 00^+^ Ebenen aus; also ist es einfache Bedingung, dass 
Gerade und Ebene sich schneiden. 

Eme Gel ade und em Raunt haben einen PunJt qentetn ea sei denn 
dass die 'reiade im Räume liegt, was eine zweifache Bedingung ist, 
da von den 00 Geraden nur cv* in einem gegebenen Räume liefen 
odei \ou den co* Räumen oJ dmcli eme gegebene Geiade gehen 

Ztiet Ehnen Jiahen im allgemeinen einen RunU gentein, hingegen 
eine Geaide, uenn sie detn^elben Ramne sitqehu?en Da durch jede Ebene 
00' Räume mit je 00' Ebenen gehen, so ist es fui 2 Ebenen eme 
(6 — 4) fache Bedingung, demselben Räume anzugehören, oder jede 
Ebene enthalt fxi^ Geiaden und durch jede ^on diesen .fchen -xj" 
Ebenen, also ist es für zwei Ebenen tme zweifaclie Bediu^uu^, da^is 
sie sich m einer Geraden schntiden 

Etne Ebene und ein Raunt haben eine Gerade qemetn 1.1 sei denn, 
dass jene diesem angehört, was eme dreifache Bedingung, da nur fx)' 
von den 00* Räumen duich die Ebene genen odei nui -^ von len 
00^ Ebenen sich im Räume befinden 

Zuet Räume hoben eine Ebene gemein 

Diss ein Punkt auf eine gegebene <jeiide oder Ebene odt-r in 
einen gegebenen Raum fallt, ist eme 3 3,1 fache Bedingun,^, und 
ebenso, dass eme Geiade, Ebene, em Raum durch einen gegebeneu 
Punkt geht. 

Ü. s. w. 

Ein Funktort 1. Stufe {Curve), 2. Shtfe (Fläche), 3. Stufe keisst v'^' 
Ordnung, ivenn er mit einem Räume, einer Ebene, einer Geraden v 
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Punkte gemein hat. Eine Oarve hat mit einer Fläche im aUj/etneineti 
Iceinen FunM gemein; es iat also eine besondere Eigenschaft, wenn 
flies der Fall ist. 

Zwei Flächen haben im allgemeinen nur eine endliche AnBolü von 
Punhten ganeinsam, nicht eine Curve. 

ü. 8. W. 

Die Abbildung des Sfcrahlenraums @ in den vierdimeusionaleti 21! 
Punktraum Pj* geschieht nun also in folgender Weise: 

In @ sind sivei Fheiien je und si' gegeben, in Pj* 0wei Bündel (von 
Ebenen mtd Bäumen) mit den Axm w^, «/. Wk hceieJwn «j auf %, 
«/ auf jc (die Ebenen auf die Punkte, die Räume auf die Geraden) 
so collinear, dass in beiden CoUineationen die S<^nittlinie l von x und 
% dem Maume J, mvtsprickf, in detn sich w^ und m/ befinden. Ein 
Strahl X von ® trifft ic tmd je' in X und X', die Ebenen |i, |,' von 
i(, imd «,', die in den CoUineationen diesen Funkten X und X' ent- 
sprechen, haben den SiMpunM X, von x gemein. 

Von den Bündeln i(j und u{ befindet sich je ein Ebeuenbüschel 
M|, Mj' in Aj. Diese Büschel entsprechen in den beiden CoUineationen 
der Punktreihe auf l, sind zu derselben und also unter einander pro- 
jectiv mit solchen Ebenen als homologen, welche demselben Punkte 
von l entsprechen. 

Da sie in demselben Räume J, liegen, so schneiden sich diese 
Ebenen je in einer Geraden und nicht blos in einem Punkte. Diese 
Geraden s^ erzeugen daher eine Begelschaar. Die TrägerfläcJte 3. Ord- 
nung Oj^ wird von einer Geraden des dreidimensionalen Raumes J^, 
in dem sie sich befindet, in zwei Punkten getroffen; von einer ausser- 
halb dieses Raumes befindlichen aber im allgemeinen nicht, im beson- 
dern Falle auch einmal, wenn nämlich der Schnittpunkt der Geraden 
mit ^1 auf 0,^ fällt. 

Mit einer beliebigen, d. h. nicht in yi^ befindlichen Ebene hat ^[^ 
zwei Punkte gemein, ihre Schnitte mit der Geraden, welche die Ebene 
mit Jj gemeinsam hat; und so ist sie also auch 2. Ordnung in Pj*. 

Wenn die Gerade x der l begegnet, so werden jt und ic in dem- 
selben Punkte getroffen und die entsprechenden Ebenen schneiden sich 
in einer Geraden s^. Es scheint, als ob wir alle Punkte dieser Ge- 
raden Sy dem Strahle x entsprechend nennen müssten und ebenso 
jedem Strahle von ®, welcher l in demselben Punkte trifft. Es wird 
sich aber herausstellen, dass wir dem x nur einen bestimmten Punkt 
auf Sy zuordnen dürfen. 

Ein Punkt in ^^ giebt mit «,, %' verbunden zwei zu A, ge- 
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hörige Ebenen, denen also zwei Punkte auf l entsprechen. Jedem 
Funkte von /l^ entspricht die Gerade l. 

Wir legen in @ eineu Stralileuböschel; derselbe ruft auf H und 
jt* zwei perspective Punktreihen hervor mit dem sich selbst ent- 
sprechenden Punkte auf l. Ihnen entsprechen zwei projective Ebeneu- 
biischel in den Bündeln %, %'. Deren Erzeuguiss ist eine Curve 
2. Ordnung, denn mit einem beliebigen Räume hat sie 2 Punkte ge- 
mein; die beiden projectiven Strahlenbüschel nilmlich, in denen dieser 
Kaum von den Ebenenbüscheln geschnitten wird, haben zweimal 2 
sich schneidende entsprechende Strahlen. 

In unserm Falle haben wir aber zwei entsprechende Ebenen, 
welche sich in einer Geraden s^ schneiden. Also zerfällt die Cnrve 
2. Ordnung in diese Gerade und eine andere, den Ort der Schnittpunkte 
der übrigen homologen Ebenen der beiden Ebenenbüschel. Zu dieser 
letzteren Geraden gehört natürlich auch ein Punkt der ersteren Ge- 
raden, der sich im Continuum ergiebt. 

Einem StroMenbüsckel in & entspricht in Pj^ eine Gerade, tvelcJie 
die ^^ einmal trifft. 

Zwei sich sehneidende Geraden in @ haben also zwei Punkte zu 
Bildern, deren Verbindungslinie die ^^ trifft. 

Wir halten die Ebene des Büschels fest und lassen den Scheitel 
auf einem Strahle y entlang gleiten; so daaa ein Strahlenfeld entsteht. 

Die Bildgeraden treffen alle die nämliche Gerade s^ von $j* und 
gehen durch den Punkt, in welchen sich g abbildet. 

Einern Strahlenfelde in @ entspricht in P^* eine JEbene, welche durch 
eine hestimmie Gerade s^ von ^^ geht. 

Halten wir aber den Scheitel des Büschels fest und drehen die 
Ebene um g, so entsteht ein Bündel. Die Büdgeraden der erzeugenden 
Büsche] gehen durch den nämlichen festen Punkt, treffen nun aber 
hezw. die verschiedenen Geraden S;. Der Bündel macht die beiden 
Felder a und % collinear , so , dass die Punkte auf l sich selbst 
entsprechen. Also werden auch die beiden Bändel % und ti^ collinear 
und zwar so, dass die entsprechenden Ebenen der obigen projectiven 
Büschel % und m/ auch in dieser Collineation homolog sind. Zwei 
collineare Bündel von Ebenen (in Pj^) erzeugen aber eine cubische 
Fläche, denn in eine Ebene schneiden sie zwei collineare Punktfelder 
und deren 3 sich selbst entsprecheude Punkte sind die Schnitte deii 
Ebene mit der erzeugten Fläciie. In unserm Falle aber gehört die 
ganze Fläche ^^ zum Erzeugnisse. Also bleibt als Bild des Bündels 
von @ eine Ebene, welche alle Geraden s^ schneidet. 

Dil der Bündel ein beliebiger ist, so gehört diese Ebene nicht 
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zum F me / nd m tl n können il e &cl n tte m t den Geraden Sj 
1 1 a f e ner ( urve '^ dnun^ 1 e^en d eae w rde la 1 auRehÖren 
n 1 m t hr d El e e Dem ach s nd 1 e „ena nten '5cl n tte auf 
e ne L erade t 1er nd n Schaa von ^ elegen 

E €} Sf ahlenb idel vo & mtsp )t P e B\ tveldie 

1 cl e te Ce ale t le e te Sciaa voi <P geJt 

Wie die Gerade s^ der ersten Scliaar Yon <&,*, durch welche die 220 
Bildebene eines Feldes von @ hindurchgeht, dieselbe bleibt, wenn der 
Schuittpunkt der Trägerebene des Feldes mit l sich nicht ändert; so 
ändert sich diese Gerade t^ aus der zweiten Schaar, durch welche die 
Bildebene eines Bündels von ® hindurchgeht, nicht, so lange der 
Bündel seh eitel in derselben Ebene durch l sieh bewegt. 

In der Tha.t, wenn der Bündel scheitel eine beliebige Gerade p 
durchläuft, so geht die Bildebene nach und nach durch alle Geraden t^ 
und macht diese Geradenschaar projectiv zur Punktreihe auf p und 
also zu dem damit perspectiven Ebenen biischel um /; dabei entsprechen 
den Ebenen ji und %' die zu den t, gehörigen Geraden M^ und %'; 
denn wenn der Bündel scheitel in ir Hegt, so ist die Bildebene ersicht- 
lich diejenige Ebene des Bündels tt^, welche, in der Collineation 
zwischen % und Wj, dem Scheitel homolog ist. 

Es seien nun P und P' zwei Punkte in einer Ebene durch l, und 
durch sie seien zwei in Q einander schneidende Geraden p und p ge- 
legt; dadurch wird die ilegelschaar der t^ zu sich projectiv, indem 
sich 2 Geraden entsprechen, durch welche die Bildebenen von zwei 
Bündeln gehen, deren Scheitel die Schnitte derselben Ebene durch / 
mit p und p' sind. Wir haben aber 3 sich selbst entsj rechen le Ge 
raden, nämlich «,, «j und diejenige in 1er Bildebene des Bundeis Q 
Also gehen auch die Bildebenen dei Bündel P und P durch dieselbe 
Gerade fj 

So isi jedem Punkte von 1 ein< Gemdi aus det einen Sdiaat 
von *i , jetfe» Lhene dmc/t l eine Getade t^ aub de) andern ScJ-aai 
myeoi dnet 

Als Bild emet Oetaden % ton & wel }ie l Uifft haben mit al o 
den Punkt von (&i* awunehmen m dem bich du Getade ^ ti}td die Gc 
rade #j durckschneideii die dem Punkte xl und dm Ebene zl so m 
geordnet sind. Derselbe Punkt ist mittun dub Szld sanimilichet Strahlen 
des Slrahienbüschels a,l 

Ausnahmen von unserer eiuleutioen Abb 1 hing iml lemniL,h 

Der Geraden l etttbpiechen alle Punlte des Bäumet, 1^ 

Jedem Punkte dei n J finllalimet 1 lailie f Ji <P i tl 
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Sprechen alle Sirahlen eines StraMerä}üschels, welcher durch l geht; der 
Schaar s^ entsprechen die Scheitel, der Schaar i^ die Ebenen dieser 
Büschel projecÜT. 

Vergleichen wir mit dem Fläch eu geh tische @j, so hahen wir in 
^[^ das Analogen des quadratischen Systems der Ebenenpaare 73,; jede 
(lerade Sj, bezw. t^ ist analog zu einem Bfischel von Ebenenpaaren JTj, 
bei denen die Ebene durch Ä:/-, bezw. !:/■ fest ist. Die Ebenen in Pj', 
welche durch eine s, , bezw. i, gehen, entsprechen den Flächennetzen 
in @j, die eine auf \'; bezw. \^ sich stützende Grundgerade haben. 

Indem wir in ® den Scheitel eines Bündels auf einer Geraden j) 
sich bewegen lassen, erhalten wir das Gebüsche f;)]. Die Bildebenen 
der verschiedenen Bündel verbinden den Bildpunkt Pj von p mit den 
verschiedenen Geraden (^. Wenn g^ eine Gerade in P^* ist, so hat 
die Ebene T^g^ mit ^^ 2 Punkte gemein; die Schnitte von g^ mit 
den Geraden aus P^ nach denselben sind die einzigen von den oo^ 
Punkten auf den genannten Bildebenen, welche auf g^ fallen. Also 
bilden diese Punkte, die Bilder der Strahlen von [p\, einen (nicht 
linearen) Kaum 2. Ordnung in P^*. 

Ein StraMengämche von <3 hüdei sich ab in einen Baum 3. Ord- 
nung; er wird linear, infolge der Abzweigung von ^,, wenn die Äxe 
der l begegnet. 

HinsichÜieh der übrigen Sätze können wir uns des Beweises ent- 
halten, weil er ähnlieh zu führen ist wie bei ©j. 

Während den oo'' Geraden von Pj*, welche S,^ einmal schneiden, 
die oo^ Strahlenbüschel, den ao^ Ebenen, welche eine Sj, und den oo^ 
Ebenen, welche eine (, enthalten, die oo" Felder und Bündel in ® 
entsprechen; correspondiren den oo^ beliebigen Geraden und Ebenen von 
Pj* die oo*" Segelschaaren und Strahlennetse, welche durch l gehen, tmd 
den oo* beliebigen Häumen die oo* die l enthaltenden Gewinde von &. 

Singegen eine beliebige Begelschaar, ein beliebiges Strahlennets oder 
Gewinde in © hat zum Sude eine Curve 2. Ordnung, welche 0,^ zwei- 
mal schneidet, eine Fläche 2. Ordnung, welche mit ^^ eine Curve 2. Ord- 
nung gemein hat, einen Raum 2. Ordnung, welcher ^,^ ganz enthält. 

221 Drei interessante „lineare Punkträume" von 4 Dimensionen möchte 

ich hervorheben : den Inbegriff aller Kugeln, aller Parabeln (als Curven 
2. Klasse), aller gleichseitigen Hyperbeln (als Curven 2. Ordnung) in 
fester Ebene. Bei den Parabeln sind dann z. B. die Geraden und 
Ebenen die Parabel- Schaar en und Parabel-Schaarschaaren, 

Ein „Ebenenbündel" im vierdimensionalen „Punktraume" der Kugeln 
ist der Inbegriff aller Kugelnetze, welche einen Kugelbüschel gemei]i 
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haben; man erliält ilin , wenn man einen Kugelbüschel mit allen 
Kugeln eines Kugelnetzes (das mit dem Büschel keine Kugel gemein- 
sam hat) verbindet. 

Ingleicheu erhält man einen „Ebenen biindel" im Punktraum von 
4 Dimensionen, dessen „Punkte" die sämmtlichen Parabeln einer Ebene 
sind, wenn man eine Parabelschaar mit allen Parabeln einer Parabel- 
Schaarsehaar (die mit der Sehaar keine Parabel gemeinsam hat) vei'- 
bindet. 

Eh erhellt, dasa es eitle (reelW) undtufige Abbildung der Sfy-aMe7i 
des Baums m äit Kugeln des Itaiim\ und m die Parabeln oder gleich- 
seitigen Hyperbeln der Ebene giebt. *) 

Bei der Abbildung z. B. in die Kugeln entsprechen zwei sich 
schneidenden Geraden 2 Kugeln, deren verbindender Büschel mit dem 
ausgezeichneten Systeme 0j^ 2. Stufe 2. Ordnung eine Kugel ge- 
mein hat. 



AbbUduug des Strahl eiiraiiiiis in ein ([uadratisches Kegelschiiitt- 

System vierter Stnfe und aller ^ewiudc in die Kegelschiiitte eiuev 

Ebene. 

Auf eine interessante Abbildung des Straldenraums in ein ebenes 222 
quadratisches Kegelschnitt- System 4. Stufe hat Cremona in einem Briefe 
an Beltrami aufmerksam gemacht.**) Ersetzea wir die Strahlen 
durch die Gebüsche, deren Axen sie sind, so lässt sich diese Abbildung 
erweitern zu der coüinearen Abbildung der sämmtliehen co^ Gewinde 
in die Kegelschnitte einer Ebene (Nr. 158 Änm.); die beiden Gebüsche 
eines Busches von Gewinden haben dann zu Bildern die beiden Kegel- 
schnitte des entsprechenden Büschels, welche dem quadratischen Sy- 
steme angehören. 

Dieses System tvird durch die Kegelschnitte gebildet, tvelche den Tan- 
gentendreiechen eines festen Kegelschnittes C,^ umgeseikriehen sind. 

An sich können jedem der oo* Tangentendreiecke von C/ oo^ Kegel- 
schnitte umgesehrieben werden, aber jeder einem Tangenteadreiecke 
umgeschriebene ist oo^ umgeschrieben (Nr. 25) und daher giebt es nur 
oo* Kegelschnitte, die zu C^^ in dieser Beziehung stehen. Wir haben 



*) Die in Nr. 209 beapi-ochene Lie'sclie imaginiirc AbHldung des StraWen- 
Ls in den Kugelraiim war oinaweideutig. 
'**) Giomale di Matern atiehe, Bd. 10 S. 47. 
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a. a. 0. bewiesen, dass jeder Bftachel von Kegelschnitten 2 solche 
Curven enthält, und deshalb ist das System quadratisch. 

Die folgende Herstellung unserer Abbildung hat Aschieri*) 
gezeigt. 

Eine ciihisclie Emtnicurve E^ ist gegeben und ein Feld n,; den 
Ebenenbündel, der aus einem Punkte jener Curve ihre Sehnen-Con- 
gruenz (1. Ordnung, 3. Klasse) projicirt, beziehen wir reeiprok auf das 
Puubtfeld a^. Damit ist eine eindeutige Bemhung swiscimt den Fünften 
von ro, und den Sehnen von M^ hergestellt^ weiche keine Ausnahme hat; 
auch jede durch gehende Sehne von M^ hat eine bestimmte pro- 
jicirende Ebene, ihre Verbindungsebene mit der Tangente von R^ in 0.**) 

Einer Geraden in a^ efiitspricht eine Sehnen-Regelschaar von IV, die- 
jenige nämlich, welche die Axe des entsprechenden Ebenenbüschels 
in zur Leitlinie hat, und umgekehrt, jeder Sehnen-Regelschaar von 
-R^ entspricht eine Gerade von ir^, da jene aus durch einen Ebenen- 
büschei projicirt sind. 

Eine Sehnen-Regelschaar ruft auf der cubischen ßaumcurve, zu 
der sie gehört, eine Involution hervor; folglieh enthält sie zwei Tau- 
genten derselben. Daraus folgt: 

Den Tangenten von B^ entsprechen in jt, die Punkte eines Kegel- 
scivnittes C^. 

Wird eine Sehnen-Regelschaar conisch, so hat sie nur eine Tan- 
gente, welche in der Spitze des Kegels berührt. 

Den conischen Sehnen- Ikgelschaarett entsprechen also die Tangenten 
von C^, sodass je dem Berührungspunkt die Spitze des Kegels entspricht. 

Drei Sehnen der 11^, weldie in einer Ebene liegen und deren Schnitte 
mit der Cm-ve unter einander verbinden, cmrespondiren deshalb die 3 
Ecken eines dem Kegelschnitte C^ umgeschriebenen Dreiecks. 

223 Ein Gewinde F in dem Rawne &, der R^ enthält, hat mit der 

Sehn^i-Congniem dieser Curve eine Regelfläche vom Grade 1 . (.1 + 3) = 4 
gemein (Nr. 41, 58), für welche R^ doppelte Leitcune ist; denn die 
Nullebene eines Punktes dieser Curve in Bezug auf r trifft sie noch 

'•) Eendiconti dell' Istituto Lomhatdo Ser. II Bd. 12 S. 265, 341; Memorie 
deir Istituto Lombarde Ser. III Bd. 15 S. 75. Ich habe mir, da ich diese Sehtifteii 
nicht zur Yerfiiguiig hatte, aus den Angaben des Jahrbuchs über die Fortschritte 
der Mathematik Bd. 11 S. 695 die Abbildung construirt. — Vergl. auch Segi'e, 
Considerazioni intomo alla geometria delle coniche di un piano. Atti dell' Aca- 
demia di Torino Bd. ao. 

**) Dass jeder der 3 Schnittpunkte von jr^ nnd E^ der Sehne, welche die 
beiden andern verbindet, entspreche, wie es im Jahrbuehe als erforderlich be- 
neiolinet wird, ist nicht notliweiidig. 
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zweimal. Der Kegel äet Ebenen, nelche die Eieeugmden dieser Flache 
a!*s prcijiciren, lot deätalh 2 Klasse und m äj entspricht thm daher 
"können wir miüi dem Geuinde F ent 



Beicegt skh F durch eimii Biisdiel, so (hnt es auch da entspiechaide 
Kegelschnitt ; denn das (jrund Strahleniietz des ersteren Buscheis liat 
mit der Sehnen Congiuenz 4 '^trihleu gemLin (Nr 34") und die ihntn 
entsprechenden Punkte in ir^ sind die Grundpunkte des Kegelschnitt- 
Büscliels. 

Es sei [xj ein Gebüsche in ® ; die ßegelfläche 4. Grades enthält 
dann oo' Tripel von Sehnen der iJ* in einer Ebene 5 der Kegelsdmitt, 
tcelcJier dem Gebüsche entspricht, den wir aiet- kurg seiner Äxe x corre- 
sp&ndirend nennen können, ist demnach ao'- Tangeittendreieckm von C^ 



Den beiden Gebüschen eines Büschels von Gewinden entsprechen 
mithin die beiden Kegelschnitte im correspondir enden Kegelschnitt- 
Büschel, welche Tangentendreiecken von C^^ umgeschrieben sind. 

Einem beliebigen Kegelschnitte in Mj entspricht im Bfludel ein 
Kegel 2. Klasse; die Berührungs ebenen desselben bewirken auf R^ eine 
involutorjsche Correspondenz [2], in der sich je die beiden weiteren 
Schnitte der ff mit einer solchen Ebene entsprechen. Also erzeugen 
die Verbindungslinien ent spce eilender Punkte (Nr. 24) eine Eegelßäche 
4. Grades. Dieselbe betindet sich stets in einem Gewinde; denn das 
durch 5 ihrer Erzeugenden*) bestimmte Gewinde hat zum Bilde in it, 
einen Kegelschnitt, der mit dem gegebenen 5 Punkte gemein hat und 
identisch ist. 

Also atick umgekehrt, jedem Kegelschnitt in %^ entspricht ein Gc- 
tvinde in &. 

Wenn der Kegelschnitt einent Tangentendreiecke ton tj^ umgebchr^ebm 
ist, so enthält die Regelfläche 4. Grades einmal d m eine Ebene 1 il 
lendö Sehnen der B?, und die vierte Gerade, m welcher diese Ebene 
die Fläche schneidet, ist daher eine einfache Leitgerade der let^tei u 
(Nr. 24); dieselbe enthält noch ex;' solche Tripel von 3 in eine Ehenu 
fallenden Sehnen und dem Kegelschnitte sind noch -^ Tan^entendrti 
ecke von C-^ eingeschrieben.**) Das entsprechende Gtutnde aber ist 
das Gebüsche, tvelches die genannte Ldtgeradc mt Ä^v hat 

") Da 6 Paare entsprechender Elemente eine inTolntoriB<-lie tocre pondeii/ 

[2] festlegen fNr. 18), so ist die Regelfläclie 4. Grades ausser durch ihre doppelte 

cuhische Eaumonirve, durch 6 Sehnea derselben als Erzeugende eindeutig bestimmt 

**) So hat uns dieae Abbildung einen neuen recht ansehanlii-hen Beweis des 

Satzes von Nr. 25 g-eliefett. 
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i Wir fassen jefst hlos die den Gehüsclten {x\ oder Geraden x von ® 

entsprechenden Kegelschnitte x^ in %^ und das von ihnen gebildete 
giiadratisclie System 4. Stufe (iti) ins Auge. 

WenH X sich auf B? stützt, so zerrdllt die Regelfläehe 4. Grades 
in den Kegel, der aus dem Stützpunkte die B^ projicirt, und die 
Sehnen- Regel seh aar, welche x zur Leitgeraden hat. Der entsprechDiide 
Kegelschnitt zerfällt also in eine Tangente von (7/ und eine andere 
Gerade. Dass in jedem Geradenpaaro von (jt,) die eine Gerade eine 
Tangente von C,^ ist, ist sofort klar. 

Sie Geradenpaare von (k^) correspondiren daher den Treffgeradmi 
oder Secanlen von B? und diejenigen, welche den Doppelsecanten oder 
Sehnen entsprechen, bestehen aus 2 Tangenten der C^. 

Die zweite — 6\^ nicht tangirende — Gerade eines Geradenpaares 
hleibt fest, wenn die Treffgerade die Leitschaar einer Sehnen-Regel- 
schaar durchlauft. 

Einem Straltlenbiisciiel in @ entspricht ein KegelschniUbüschel in (bj); 
5 Grundptmkte desselben entsprechen den 3 Sehnen von R^ in der 
Ebene des Strahlenbüsehels und sind also die Ecken eines Tangmteii- 
dreieeks von C^^; der vierte Grundpunkt entspricht der Sehne von B", 
die vom Scheitel des Büschels kommt. Der Stralilenbüschel enthält 
3 Treffgoraden von Il\ der Kegelschnitthüschel 3 Geradenpaare. 

Das nicht lineare System (K[) von Kegelschnitten enthält dalier oc'^ 



co" sind nur beim linearen System 4. Stufe möglich; denn so 
viele erfordern, dass jeder Büschel, welcher irgend zwei Kegelschnitte 
des Systems verbindet, ganz zu demselben gehört. 

In uuserm Systeme kann jeder Kegelschnitt mit co^ andern durch 
einen ganz zum Systeme gehörigen Büschel verbunden werden; denn 
zu einem Gebüsche in @ giebt es <xfi andere, deren Axen die seinige 
schneiden und mit ihm einen Büschel von lauter Gebüschen bilden, 
von denen die Axen dann einen Strahlenbüschel erzeugen. 

So gelangen wir zu :xj'+"~' Buschein in (Wj" 

Der einstufige Oit \on Stiahkn ' m ©, die den Kegel »ihnitteu 
eines Büschels in (roj) LOiiespondiren, muss ja auch so btachiiffen seni 
dass jede Sehne von Fi? i ur uinen von "lemen Stiahieu tiiift, aKo em 
S tr ahl enbüschel. 

Wenn zwei Gerade m ü) sich schneiden, •^o sind ihie Kegel 
schnitte in (jTj) demselben Tangentendieiecke von C^ umgesehrieben 

Einem StraJüenfelde %n ® entsprtdtt m {x^) das Neig ton Kegel 
schniäen, welche einem und demselben Tangmtendreiecle von C,° um 
geschrieben sind. 
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Da wir ein Feld erhalten, weuu wir eioen Strahl iu ihm mit 
alleu Strahlen eines ihm ebenfalls angehörigen Strahl enbüacbela durch 
Strahlenbüscliel verbinden, so muas sich das entsprechende Gebilde 
ebenso aus einem Kegelschnitte und einem Kegel seil nittbiischel er- 
geben, also ein Kegelachnittnetz sein. 

Aus demselben Grunde muss aber attch das einem Stralilenhündel 
mitsprechende GAüde ein Kegehchniünetz sein. Dasselbe hat einen ge- 
iiwinsamen Punkt, denjenigen, welcher der Sehne tou R^ aus dem 
Scheitel des Bündels entspricht. 

Aber ein beliebiger Punkt in jr^ scheidet aus (%) nicht ein zwei-, 
sondern ein dreistufiges System ans, in welchem co' derartige Netze 
enthalten sind, deren correspoudirende Bündel mit ihren Scheiteln die 
dem Punkte entsprechende Sehne von iJ^ erfüllen und also ein Ge- 
büsche bilden. 

Das System (%) enthalt daher zwei verschiedene Systeme von je oo^ 
Netzen, welche den Bündeln und Feldern von @ entsprechen. 

Da allein Bündel und Felder die Eigenschaft haben, nur einen 
Strahl zu besitzen, welcher zwei beliebige Sehnen von iä' trifft, so 
giebt es keine andern Netze in (k,). 

Einem Q-ebüsche [l] von ® entspricht ein guadratisclies System 
3. Stufe von Kegelsdinitten in (itj), d. h. ein System, von welchem 2 
Kegelschnitte durch 3 beliebige Punkte von «^ gehen; denn die Axe 
und die 3 Sehnen von R^, welche diesen Punkten entsprechen, haben 
2 Treffgeraden. Man beschreibe dem C{^ alle Tangentendreiecke um, 
welche dem der Axe l correspondirenden Kegelschnitte eingeschrieben 
sind. Die Kegelschnittnetze, welche diesen Dreiecken umgeschrieben 
sind und den Feldern in den Ebenen durch l entsprechen, erzeugen 
das System 3. Stufe. 

Weil es in einer Regelsehaar, einem Strahlennetze, einem Gewinde 
von @ 2 Gerade giebt, welche eine, bezw. 2, 3 Sehneu von li' treffen, 
so sind die entsprechenden Systeme 1., 2., 3. Stufe in (jeJ quadratisch. 

Hierbei ist das Gewinde als Ort von Gebüsche-Axen aufgefasst. 

Nehmen wir an, die ciibische Eaiimciirve B^ serfalle in einen Kegel- 225 
scJmitt R^ in der Ebene e und eine ihn einmal, in S, treffende Gerade r. 
Von der Congmenz 1, Ordnung 3, Klasse sondert sich das Feld e ab 
und es bleibt eine Congruenz 1. Ordnung 2. Klasse, welche durch die 
Strahlen gebildet wird, die R^ und r treffen. Zu ihr gehört der ganze 
Strahlenbüschel (S, ö). Bezieht man nun wiederum mit Hilfe eines 
Ebenenbündels 0, dessen Scheite! auf R^ liegt, diese Oongruenz auf 
ein Punktfeld, so entsprechen alle Strahlen dieses Büschels einem und 
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296 Abbildung d. Strahlenvaums in oin quadratisches Kegelschnitt- Syst. 4. Stufe. 

demselben Punkte C^. Jedes Gewinde hat mit der Congruenz eine 
Regelfläclie 3. Grades gemein, auf welcher H^ einfach ist, so dass auch 
hier die Schaar der Erzeugenden aus durch einen Kegel 2. Klasse 
projicirt wird und dem Gewinde in jt^ ein Kegelschnitt entspricht. 
Da aber jedes Gewinde in {S, a) einen Strahl sendet, so gehen alle 
den oc'' Gewinden entsprechenden Kegelschnitte durch fj-,; so dass wir 
nur oo* erhalten. Es müssen demselben durch U^ gehenden Kegel- 
schnitte in jTj je oo^ Gewinde entsprechen. In der That, der Kegel 
2. Grades in 0, der zu ihm reciprok ist, berührt die Ebene e und 
die Sehnen zwischen R'^ und r, welche in seinen Tangentialebenen 
liegen und entsprechende Punkte einer Correspondenz [2, 1] (mit sich 
selbst homologem Punkte S) verbindeu, erzeugen eine cubische Regel- 
flache, welche r zur doppelten Leitgeraden hat. Da sie noch eine ein- 
fache Leitgerade x hat, so liegt sie in dem Strahlennetze [rx\ nnd 
also in oo^ Gewinden, denen allen der Kegelschnitt in at^ entspricht. 
Zu einer Abbildung der Gewinde ist diese Constr-uction also nicht 
geeignet, woM aber wiederum 3H der der Gebüsche \_x} oder der Ge- 
raden X, der einfachen Leitgeraden der Regelflachen. Zwischen diesen 
und den Kegelschnitten in «^ durch JJ^^ besteht eindeutige Zuordnung. 
Wir Jiaben so die eindeutige Abbildung des Sirählmraums in das be- 
sondere, aber nun lineare vierstufige System der Kegelschnitte einer Ebene, 
tvelche durch einen festen Punkt gehen, oder, dual, welche eine feste Ge- 
rade berühren; wovon die in Nr. 221 erwähnte Abbildung der Strahlen 
des Raums in die Parabeln einer Ebene der interessanteste Special- 
fall ist. — 

Zwei windschiefe Geraden r, r hingegen führen zu Jieiner Abbildung, 
Das Strahlennetz [rr"\ lässt sich zwar, wie wir wissen, eindeutig auf 
eine Ebene jt^ abbilden (Nr. 94); die Punkte, welche solchen Strahlen 
des Netzes correspondiren; die sich auf eine Gerade x stützen und 
deshalb eine Regelschaar bilden, erzeugen in re^ einen — durch die 
beiden ausgezeichneten Punkte der Abbildung gehenden — Kegel- 
schnitt; aber derselbe entspricht nicht blos der x, sondern allen Leit- 
geraden der Regelschaar. 
226 ^Ir das gitadratische System 3. Stufe v<m Kegelschnitten in (nj), 

welche den Strahlen eines Gewindes F in @ mitsprechen, hat Cremona 
— analytisch — noch die gemeinsame Eigenschaft gefunden, dasa sie 
alle einem und demselben andern Kegelschnitte K^^ harmonisdi um- 
geschrieben sind oder, nach Reye's Ausdrucksweise, "") denselben stützen; 
d. h. sie sind je oo' Polardreiecken von K^^ umgeschrieben. 

*) Geometrie der Lage, Abth. I Anhang der 2. und 3. Auf If^e : Lineare 
Systeme und Gewebe von Kegelaolmitten. 
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Die oo^ Kegels eil nitte sind also dem linearen Systeme 4, Stufe 
der Kegelschnitte, welche dem Kj^ harmonisch umgeschrieben sind,*) 
und uuserm quadratischen Systeme 4. Stufe (tTi) gemeinsam. Syn- 
thetisch gelangt man zu dem Polarsysteme von /Q^ in folgender Weise; 

Nehmen wir an, dass F eine Itegelschaar q hesifgt, in deren Leit- 
schaar l sidi 3 Sehnen l, m, n von R^ ießnden, und nur i3iese 3 Sehnen. 
Alle Strahlen von p treffen dann auch die Polare l' von l nach JT. 
Die beiden Sehnen m, n von R^ bestimmen eine Sehnen-Regel seh aar 
Ag dieser Ciirve, deren verbundene Schaar {i„ aus Treffgeraden der E" 
besteht. Weil J. und A,, die beiden Geraden m, n gemeinsam haben, 
so haben auch ^i und q^ zwei Gerade r, r* gemein: es sind dies Treff- 
gerade von R^ , welche durch die Begegnungs punkte von l mit der 
Gurve gehen, weil sie, als Leitgerade von l^, sonst l in diese Hegel- 
schaar bringen iviirden; zu der sie nicht gehört, weil A keine Sehnen- 
Regelschaar ist. Als Gerade von p treffen r, r* die I'. Ist nun m^ 
eine weitere Gerade von Au, welche also auch von r, r* getroffen wird, 
so gehören r, r* zur Leitschaar von X^^^Ql'm^) und sind derselben 
mit pu gemein; folglich haben auch A^ selbst und Aq zwei Gerade, 
mithin , ausser ]H^ , noch % . Daher ist auch A^ eine Dreisehiieu- 
Leitschaar, deren Regelschaar pj, weil sie sich auf l und V stützt, zu 
r gehört. Und so führt jede Gerade von A^ zu einer derartigen 
Drei sehnen-Leitsch aar; die eine l der Sehnen ist fest, die beiden andern 
m und n, die sich eindeutig und gegenseitig gleichartig bestimmen, 
durchlaufen involutorisch die Sehnen-Rege Ischaar A,,- 

Es fragt sich nur, ob es zu einer gegebenen Sehne l von R^ eino 
solche Sehnen -Regelschaar giebt; es hängt dies offenbar davon ab, 
ob es in den beiden Büscheln der Strahlen, welche aus den Schnitten 
/,, L* der l mit K'* nach f gehen, 2 Strahlen r, r* giebt, welche 
Leitgerade der nämlichen Sehnen-Rege Ischaar sind; denn jede Regel- 
schaar, welche l und l' mit irgend einer Geraden dieser Schaar vei- 
biudet, hat mit derselben noch eine zweite Gerade gemein. 

Die S ehn e n- Regel seh aar en, welche die verschiedenen Strahlen de» 
ersteren Büschels (aus L) zu Leitgeraden haben, haben die Sehne .s 
gemeinsam, welche die beiden weiteren Schnitte der R^ und der Ebene 
LI' verbindet. Die von L* kommenden Leitgeraden dieser Schaaren 
treffen also alle diese Sehne, bilden einen Büschel, und eine r* von 
ihnen trifft V. Sei r die Leitgerade aus L, die zur selben Regelschaar 



*) Diese Namen und die ersten Unters ucliungen über Kegel solinitte in dieEBi' 
Ziehung rühren von H. J. S. Smith her: Proceed. Math. Soo. Bd. 2 Ö. 85; bei 
»sanes (Math, Aniialen Bd. t> S. 264) heiäsen sie conjugirt. 
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gehört; ao haben wir damit ein einziges solcbes Paar /■, ;■* und eine 
einzige Sehneii-ßegelschaar Xy der gewünschten Art, wenn l gegeben ist, 

Sie ist durch die beiden Sehnen », b' bestimmt, welche in den 
Ebenen LI', L^l' liegen, abei nicht duich L, bezw. L* gehen. 

Jede Sehne l von B^ gehört aho mit oo' Faaren Sehnen m, n zur 
Leltsclmar einer ItegelscMar, die sidi tn F befindet. 

Die m, n hildeii eine involufo} itcJio Eegelsdiaar. 

Der Sehne l entspricht in ffj ein Punkt ij, der involutorischen 
Regelschaar m, n eine gerade Punirtiuvointion Mj, N^. 

Jeder Ftinkt L^ von k^ ist also Ecke von oo^ Dreieclüni L^SIiy,, 
deren heide andere Ecken die Paare einer geraden- Involution bilden. 

Ihm wird demnach eindeutig diese Gerade zugeordnet. 

Auch umgekehrt, jede Sehnen-Eegelachaar Aq hat in ihrer Leit- 
sehaar 2 Gerade r, r*, die zu F geboren; die Verbindungslinie der 
beiden Punkte, in denen sie sich auf E^ stützen, ist die zugehörige 
Sehne l. 

Da nun die 3 Seimen l, m, n in ihrer Kegelschaar gleichartig 
sich verhalten , so gehören ebenso zu M^ , iVj die Geraden N^ L, , 
bezw. LiM^. 

Aus allem diesem folgt, dass die oo^ Dreiecke, die man so in tt^ 
erhält, die Polardrciccke eines Tolarsysteins sind*) 

Den Geraden der zu F gehörigen Kegelschaar p, deren Leitschaar 
die 3 Sehnen l, m, u enthält, entsprechen Kegelschnitte, welche dem 
Dreiecke L^M^Nj umgeschrieben sind und deshalb den Uasis-Kegel- 
scbnitt K^^ des Polarsystems stützen, und zwar sind sie diejenigen 
oc' unter den Z^ J/^ 2V, umgeschriebenen, welche zum Systeme (je,) 
gehören. 

Wir fanden, alle Geraden der Kegelschaar p b^ [;, t , h(] tretten 
auch die m gepaarte Gerade « in der Involution auf A^; wir können 
auch sagen, alle Geraden des Gewindes jf, welche l und m treffen; 
denn diese bilden die Regelscliaar p. 

Wenn also eine Gerade g von F die Geraden l und m triö't, so 
begegnet sie auch n. 

Sämmtliche Sehnen der E^, welche sich auf den Strahl (/ von F 
stützen, erzeugen eine ßegelfläche -i. Grades; l sei eine von ihnen, die 
ihr zugehörige Sehnen-Regelschaar Aq trifft g mit zweien ihrer Er- 
üeugenden m, n, welche zur Regelfiäche gehören und in der Involution 
auf Ag gepaart sind. 



) Steinec-Schrö ter's Vorleaungeii über ajntlietiecbe Goometrii!. Viertel' 
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Jeder Strahl g lon T geholt aho zu oo^ Begelschaann da Ge- 
lüinäes, deren Leitsüiaaien 3 Sehnen von B'' enthalten 

Der Siläkegelbchmtt m {%^ ibt demnach f^^ PoIaidteiccJai des 
Polarsystems von K^ umgebcJuieben 

Wenn L^ auf K^^ üegt, so liegt er auch ixiif der Polare; also gc- 227 
hört l zur Regelscliaar l^^. Daraus folgt aber uielit, dass l eiu Strahl 
von r ist. Vielmehr, wenn l eine Sehne von H^ ist, welche zum Ge- 
winde r gehört, so vereinigt sich l' mit l und die Ebenen LI', L*l' 
sind die Nullebenen von L und L* in Bezug auf P und gehen durch Z; 
also enthält die Sehne s den Punkt L*, die a* aber den L. Mithin 
kann die durch diese Seimen s und s* bestimmte der l zugehörige 
Sehnen-Kegelschaar X^ nicht die l euthalteu. 

Demnach ist der Kegelschnitt K^ von a^, der in der jetzigen De- 
trachhing dem Gewinde F mgeordnet wird, verschieden von demjenigen, 
der ihm in Nr. 333 zugeordnet wurde und durch die Putikte gdiildct 
wird, welclie, in der Abbildung der Sehnen von E^ in die Punkte von jt^ , 
die Bilder der su F gehörigen Sehnen von E^ sind. 

Wir liahen auf diese Weise eine siveite Abbildung der co^ Getvindo 
in die oo^ Kegelschnitte einer Eiene erhalten. 

Es seien nun F", F" zwei Gewinde in @, -S^'^, Kj^'^ die ihnen 
zugeordneten Kegelschnitte in :ii,; dann sind den oo^ Strahlen des 
Strahlennetzes F' F" die oo* Kegelschnitte entsprechend, welche zu 
(^i) gehören und sowohl K,'^, als X/'^ harmonisch umgesehrieben 
sind, Sie bilden das quadratische System 2. Stufe, von dem am Ende 
von Nr. 224 gesprochen wurde. Sie sind auch den Kegelschnitten 
ÄTj^ harmonisch umgesehrieben, welche den übrigen Gewinden F des 
Büschels F'F" zugeordnet sind. Aus dem quadratischen Systeme 
2. Stufe können wir offenbar 4 Kegelschnitte herausnehmen, die nicht 
demselben Netze angehören. Sie sind allen KJ' harmonisch um- 
gesehrieben; folglich müssen diese eine Sehaar bilden. 

Während also bei der früheren Abbildung (Nr. 223) den Gewimlui 
eines Büschels die Kegelschnitte eines Büschels entspecJten, stud jefif 
ihn&i die Kegelschnitte einer Schaar sugeordnet. 

Oder kurz, die Bild-Kegelschnitte sind dort Curven 2. Ordnung, 
jetzt Curven 3. Klasse; so dass wir auf diesem Wege zu den beiden 
dtialen coUinearen Abbildungen des Gewinde-Baums in den ebenen Kegel- 
sdmiMe-Ikmm gelangt sind. 

Wiederholen wir deshalb in Kürze nochmals diese Abbildungen: 

Die Sehnen-Congruenz eitier cubischen Bamtimrve R^ ist c 
ein Punktfeld abgebildet. 
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Dm Sehnen von W, ndclie auch zu einem gegebenen Geriinde F 
gihoren, enkprecken die Pimlte eines Kegelschnitte, der dob Bild lon F 
in den ersten Abbildung tst 

Auch einet Geraden j, mitsptickf ein KegelbcJinitt , namlicli der, 
iielchet dem, Gebüsche [x} entspttht 

Biircldauft x nun das Geumde F, so sind die oo^ ent-^prethenden 
Kuielsdmiite alle demselben K^elschnttte hannonf^ch uinge'iciit icben dieser 
KegdbchmU tat das Bild wn F m da sueiten Aihldunq 



Das System sedister Stufe der Regelscliaareii in einem 
Strahlcngewiude. 

228 Ein Gewinile F enthält oo". Regeischaaren (Nr. 58). Wir fanden 

ferner (Nr. 64), dass seine co^ Strahlen in oo^ Dreh-Begehchaaren 
(d. h. solchen, welche von Kotationa-Hyperboloideu getragen werden) 
vertheilt sind, die alle mit dem Gewinde die Axe gemein haben. Aber 
die Bedingung, KotationsÜäche zn sein, ist nur eine doppelte und es 
müssen deshalb oc' von den Hegelschaaren des Geioindes auf liolatwns- 
Syperböloiden liegen. Es ergab sieh ja (Nr. 121, 195), dass von den 
cxi^ ßegelschaarea in einem StrahlsDnetze oc^ auf einem Rotatioua- 
Hyperboloide liegen; nun enthält das Gewinde oo* Netze, jede Eegel- 
schaar des Gewindes befindet sich aber in oo' Netzen desselben: so 
gelangen wir auch zur Mannigfaltigkeit 4 4-1- — ■ 1 der Dreb-llegel- 
schaarea im Gewinde. Es führt dies zu der Vemiuthung, dass jede 
Gerade des Raumes Axe für mindestens eine Dreh-Regel seh aar des 
Gewindes ist. Es giebt, wie wir wissen (Nr, 125), oo^ Gewinde, 
welche eine gegebene Gerade ff zur Axe haben; sie bilden einen 
Büschel, für dessen Grund-Strahlenuetz die Gerade g und die gemein- 
same Gerade ^^o der zu ihr normalen Ebenen Leitgerade sind; da- 
durch erhalten wir oc^ Dreh-Regel schaaren um die gegebene Gerade 
als Axe. Dieses dreifach unendliche System hat mit dem sechsfach 
unendlichen der Regelschaaren von F eine endliche Zahl gemein.' 

Wenn aber zwei Regeischaaren von F dieselben 2 Geraden zu 
Polaren haben, so werden diese von 2 Geraden der einen und 2 der 
andern, also von 4 Strahlen des F zugleich getroffen und sind dem- 
nach auch Polaren in Bezug auf F. Für 2 Dreh-Regel schaaren mit 
gemeinsamer Axe g sind diese und ^qq polar; gehören sie also zu 
F, so kann dann g nur die Äse von F sein. 
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Das Sj-atera. sechster Stufe der RegelacKaareu in einem Strahlenge winde. 3U1 

Jiäe ton de Ate äea Giiiindts etbcl eien fre ale ist nur für 
eine Iheh 1 



Wir ■wollen un&ei sechestufige« fe^attm yon E. gelsehaaren aber 329 
mehr nacl piojectiven Eigenacliaffccu untersuchen 

Nacl Ni ''9 W liit ef fi i ein Hrahleonetz eine doj pelte Bedingung, 
durch einen gegebenen Strahl zi gehen eine eiataehe m einen ge- 
gebenen Strihlenbuschel emen '^ttahl zu enden Jele Regelsehaar 
kann man mit einem Stiahle durch em birahlennetz verbinden, welches 
dann durch den Strahl und o btrahleu der Regelmhaar bestimmt ist. 
Folglich werien m das Gewmle r seine <xj^ Eegelschaaren durch die 
oo'' fetrai lennctze e ngesehnitten die dun,h iigend einen festen dem 
r selbst nicht angehorigen Strahl g^ gelegt sind, und es ist daher für 
eine ,» F gehottge lUgdbckaat eine Ic^ pelte Bedingung einen gegebenen 
Strahl ton F ett enthaften ene etnfaclie in emeiH gegäjenen Büschel von 
r einen Strall ^t laben*) 

Wir k nnen diese beiden Bedingungen die fhundhedingungen für 
eme Eegehchaat lOi F nennen und wollen s e mit j bezw s bezeichnen. 

Indem wii ilso ß = a ^ 1 y n den a gegebenen Strahlen und 
sämmtlicl e j,egebenen B isuhel in F hegend annehmen erhalten wir 
nach Nr 90 

Bte Zäil der Begelschaaren von F welche duidi ß gegebene StraJtkn 
von F jehe} und m 6 — 2ß geqä)ene '^trahlenhubdiel ton F Strahlen 
senden let igt \ 1 2 5 U/enn ß = -i '> \ Ci bi 

Die beiden mittleren Zahlen lassen bich a ich 1 Igendermasacn 
gewinnen 

Alle Regelschaaren welche durch zwe gegebene Strahlen gy, g^ 
von F und einen Stiahl eines Buscheis (C ^ y ) von F gehen, gehören 
zu F, ihre Tragerflachen bilden einen Buschel, dessen Basis aus j/^, g^ 
und den beiden g,, g^ treffenden Geraden durch t?j, bezw. in y^ be- 
steht. Eine Fläche dieses Büschels geht also durch den Scheitel 
eines zweiten Büschels von F und ihre zu F gehörige Regelschaar 
führt diesem einen Strahl zu. 

Wenn weiter von F nur ein Strahl g,, aber 4 Strahlenbüschel 
{C\, yj), . . ., (Cj, y^) gegeben sind, so entsteht in (G'i, yi) eine Pro- 
jectivitäfc mit zwei solchen Strahlen als entsprechenden, die von den 
beiden Geraden aus C^, bezw. C\ getroffen werden, welche g^ und je 



*) Für ein Strahlennetz von F hingegen ist erateres nur einfache Bedingung 
in jeden Strahlenhnflchel von P sendet jedes bu T gehörige Netz von seihst 
1 Strahl. 
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302 Das System seclister Stufe der Regeis oh aaten in einem Strablenge winde. 

den nämlichen Strahl von {C^, yS) schneiden; die beiden zu sich seihst 
homologen Strahlen führeo zu den beiden Hegels chaaren von F, welche 
(/i enthalten und in jeden der 4 Büschel einen Strahl liefern; denn 
jede Regelschaar von F, deren Trägerfläche durch den Scheitel eines 
Büschels von F geht (oder seine Ebene berührt), enthält einen Strahl 
dieses Büschels, 

230 luteressanter aber dürfte es sein, wenn wir zu den 3 letzten Zahlen 

mit Hilfe der eindeutigen Abbildung des Geivindes in den Ptinhiranm 
zu gelangen suchen, die im vorletzten Kapitel besprochen wurde. 

Die Strahlen, Strahlenbüschel und Regelsehaaren von F bilden 
sich, wie dort gefunden wurde, ab in Punkte, in Gerade, welche sich auf 
den Haupt- Kegelschnitt 7;^^ stützen, in Kegelschnitte, die ihn zweimal 
treffen. Also haben wir zu untersuchen , tvie viele Kegelschnitte es 
gieht, welche zweimal einen festen Kegelschnitt ft^*) schneiden, durch 
2, 1, gegäiene Punkte gehen und 2, 4, 6 gegebene Geraden treffen, die 
sich auf k^ stützen. 

Wenn zwei Punkte P,, P^ und zwei Gerade g^, g^ gegeben sind, 
so giebt es nur einen Kegelschnitt: er ist derjenige, in dem sieh die 
beiden Flächen 2. Grades noch durchschneiden, welche durch h^, P^, Pj, 
und bezw. g^, g.^ gelegt sind. 

In den beiden andern Fällen wollen wir durch geeignete Wahl 
der Hauptgeraden it in J" eine Vereinfachung herbeiführen: wir lassen 
sie einem der gegebenen Strahlenbüschel angehören; dann bilden sich 
alle Strahlen desselben in einen und denselben Punkt von k^ ab, durch 
den also der gesuchte Kegelschnitt gehen muss. 

Daher handelt es sieh darum, die AnsoM der Kegelschnüte zu er- 
mitteln, welche durch einen festen Punht P^ von k^ und 1, andere ge- 
gebene Punkte gelten, k^ nochmals treffen und ausserdem 3, 5 Geraden 
begegnen, die sich auf ]i? sUitsen. 

Sind ein Punkt P^ und 3 Gerade g^, g^, g^ gegeben, so erzeugen 
die durch P^ und P^ gehenden Kegelschnitte, welche g^, g^, g^ treffen, 
eine Fläche 4. Ordnung; denn in jeder Ebene durch P^P^ liegt ein 
erzeugender Kegelschnitt, PqPi selbst aber wird durch jede der beideu 
Treffgeraden von (/,, g.^, g^, PqPi zu einem Geradenpaare ergänzt, das 
zu den erzeugenden Curven gehört, und ist also doppelt auf der Fläche. 
Die Geraden g^, g^, g^ gehören derselben einfach an, die Punkte Pq 
und Pj aber dreifach, denn jede Gerade durch einen von ihnen schneidet 
sie nur noch einmal. Polglich hat h^ mit dieser Flache, ausserhalb 



*) ücv Zeiger 1 ist der ]i)iufy.chlieit bulber hier >. 
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Das System sechster Stufe der Regelschaai'cn in einem Strahlenge winde. 303 

ffi) 9si 9'i ^'^^ -pQj noch 2 Schnitte gemein; die erzeugenden Kegel- 
schnitte, welche durch dieselben gehen, sind die gesuchten. 

Die Ordnung der benutzten Fläche beweist, dass es durch 2 Punkte 
4 Eegelachfeitte giebt, welche 4 gegebene Geraden treffen. 

Es sei nun blos P^ auf 1:.^ gegeben, hingegen 5 Gerade g^, . . .,g^, 
welche diese Cnrve tretfeu. Wir betrachten das Erzeugniss der Kegel- 
schnitte, welche durch P„ gehen, /c^ nochmals treffen und g^, 9^,9^,3^ 
begegnen. Auf dieaer Fläche ist h^ dreifach, denn von den 4 Kegel- 
schnitten, welche durch P^ und einen bestimmten Punkt von W gehen 
und die 4 Geraden schneiden, ist li^ selbst einer. Jeder erzeugende 
Kegelschnitt, der mit der Ebene von Ä^ einen Punkt ausserhalb li^ 
gemein hat, muss sich zerspalten und mit seinem einen Beatandtbeile 
in diese Ebene hineinfallen. Diese Geraden, welche den Schnitt der 
Ebene von h^ vervollständigen, sind die Geraden aus P^ nach den 
Spuren der beiden G-eraden, welche <j^, ..., g^ treffen. Die Fläche 
ist also 8. Ordnung und durch die 5 Punkte, in denen sie von g^, 
ausser auf h^, getroffen wird, gehen die gesuchten Kegelschnitte. 

Unter den oo^ Begelschaaren von F befinden sich oo'' Paare von 231 
Strahlenhuscheln, die dann (Nr. 10) einen Strahl gemeinsam haben. Sie 
werden durch solche Strahlennetze in F eingeschnitten, bei denen 
eine und infolge jede der beiden Leitgeraden it, v die Polare v\ ii der 
andern nach dem Gewinde trifft; die beiden Strahle nbOschel sind dann 
(yu, uv'), (uv, »«') (vergl. Änm. auf S. 273). Dazu gehören auch 
diejenigen Strahlen netze, deren beide Leitgeraden sich in einen Strahl 
^^ von r vereinigt haben: jede Ebene durch ß, enthält einen Strahlen- 
büschel von r und einen vom Netze [g^, g,]; die Scheitel beschreiben 
auf ßj projeetiye Punktreihen und die sieh selbst entsprechenden 
Punkte gehiSren zu gemeinsamen Büscheln. 

Jeden Strahlenbüschel von F kann man mit jedem der oo^, die 
mit ihm einen Strahl gemeinschaftlich haben, paaren, also auch mit 
sich selbst; daher enthält das oo^-System von PegetscJuiaren oo' Doj^el- 
büschel. 

In einem beliebigen Systeme 1. Stufe S^ von Regel s ch a aren , die 
zu F gehören, befindet sich folglich kein Doppel büschel. Es enthält 
aber eine endliche Zahl x von Strahlenb ü seh el- Paaren und eine end- 
liche Anzahl von ßegelschaaren, die in einen gegebenen Strahlen- 
büschel von r einen Strahl senden, oder die Bedingung s erfüllen; 
wir bezeichnen, wie es in der abzählenden Geometrie üblich ist, auch 
diese Zahl mit s. 

Für das (Xi'-Systeni der Trägertiächen — unter denen sich kein 



y Google 



304 l-^iis System sechstel- Stufe der lle gel seil yiiren in einem Strabl enge winde. 

Kegel oder Kegelsciinitt befindet, da, beim allgemeinen Gewinde, keine 
Regelschaar in die Kanten i-eihe eines Kegels 2. Grades oder den Tan- 
ge ntenbüs eh el eines Kegelschnitts ausartet — ist s mit den zwei 
dualen Charakteriatiken ff und p gleich, nämlich sowohl mit der Zahl 
der Flächen, die durch einen gegebeuen Punkt gehen, den Seheitel 
des Strahlenbüschels der Bedingung s, als auch mit der Zahl der 
Flächen, die eine gegebene Ebene berühren, die dieses Büschels, 
Neunen wir, wie in Nr. 20, die dritte Charakteristik, d. i. die Zahl 
der Flächen des Systems, die eine gegebene Gerade berühren, v, so 
geben die Formeln 3) der genannten Nr., welche für Systeme ohne 
weitere Ausartungen gelten ujid in denen also ft = p = s, ip =^ % ^ 0, 
■ilr = 7t zu setzen ist: 

In enieni -o^ '^ptemp mn Begchcliuaten mn F das, leinen Doppel- 
büschel enthalt, tbt soHohl die Zahl de/ in saei St/ahlenhuscJtel ser- 
fallenden R^dbchaat en, cds auch äte Zahl demjenigen, deren Trager fläche 
eine gegebene Getade beruht f, doppelt so gross als die Anzahl det Regel- 
schaaren, die einem gegebenen Büschel des Gewindes einen Strahl susmden. 

Die Zahl n ist leicht zu ermitteln. 

Wir bestimmen nun Sj dadurch, dass seine Regelschaaren 2, 1, 
Gerade von F gemein haben und in 1, 3, 5 Strahlenbüschel von F 
ytrahlen senden, oder, nach der symbolischen- Bezeichnung der ab- 
zählenden Geometrie, durch die Bedingungen: 

<fs, g.<\ s". 

In keinem dieser Systeme ist ein Doppelbüschel vorhanden; da die 
gegebenen Geraden und Büschelscheitel nicht in dieselbe Ebene fallen. 

Bei g^s, wo g^, g^, {Gi, yO gegeben sind, haben wir zwei Strahien- 
büschel-Paare: wir yerbinden C, mit ^^ oder g^ durch eine Ebene und 
den Nullpunkt dieser Ebene (in Bezug auf F) mit g.^ oder g^; diese 
beiden Ebenen sind die Ebenen zweier ein Paar zusammensetzender 
Strahlen b US chel von F. 

Bei gs% wo g^, (C,, y,), (C^, y^), (G3, ^3) gegeben sind, giebt es 
4 Paare, die auf zweierlei Weise zu stände kommen: wir verbinden 
g^ mit einem der Seheitel und den Nullpunkt der Verbindungsebene 
mit den beiden andern Scheiteln; oder wir verbinden die 3 Seheitei 
und den Nullpunkt ihrer Ebene mit ßj. 

Bei s^ endlich verbinden wir 3 von den Scheiteln der 5 gegebenen 
Strahlenbüschel und den Nullpunkt der verbindenden Ebene mit den 
übrigen Scheiteln; dies führt zu 10 Strahlenbüschel-l'aaren. 
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Demnaeli werden die Bedingungen g^s^, (js*, s" durch ^.2=1, 
-^,4 = 2, -^ . 10 = 5 Eegelschaaren unseres Systems erfüllt. 

So lauge in einem Regelschaar-System kein Doppelbüscliel vor- 232 
banden, ist, wie wir eben fanden, die Zahl der Trägerflächen, welche 
die Bedingung v erfüllen, (eine gegebene Gerade zu berühren) doppelt 
so gross als die derjenigen, die der s genügen. Solche Systeme sind 
noch 3^, s*»-; dagegen in s^i'^, sv*, v' sind Doppelbüschel möglich. 
Wir fanden s^ = s^ s == 5, also ist s^ v = 10 ; daraus folgt wiederum 

Weil, wegen jr = p = s, je die i -f- Ä -f- 1 Fälle fi'p*v''~<'+'', in 
denen * + ft denselben Werth hat, sich nicht unterscheiden, so rtdn- 
ciren sich die 28 CharalderisUkm ft*, ji^Q, . . . p*'; (i^v, c-^Qv, . . . unseres 
in sich dualen Systems 6. Stufe der Trägerflächen der Begelsciiaaren von 
r, das ift heissmt möge, auf die 7 folgenden: s^ s^v, s^v", s^v^, s^v*, sv'^, 
v". Von ihnen haben wir die 3 ersten, welche 7 + 6 + 5 = 18 
Charakteristiken des allgemeinen Falles repräsentiren. Dieselben sind 
mehr als hinreichend, das System zu charakterisiren ; denn Schubert 
hat dargethan,*) dass zwischen den 28 ' Charakteristiken stets 18 Be- 
ziehungen bestehen. Dieselben vermindern sich im vorliegenden Falle, 
eben wegen ft = p =5? auf folgende vier: 

sV* — ös^ä + 120 = 0, SV-' — 5sV* + 10 sV" — IGO = 0, 

v<5 _ 5sj,s ^ iQsa^4 _ iQga^,^ ^ 80 = 0, V« = sv'-; 

wobei schon die Werthe für s'', s^v, s^v'^ eingesetzt sind. Sie ergeben: 

wom wir der Vollständigheit halber die 3 obigen fügen: 
s^ =: 5, s^v = 10, s*»/^ = 20. 

Eine interessante Bestätigung ergiebt sich dadurch, dass man die 
Zahl der Flächen von SR, welche durch zwei beliebig gegebene Ge- 
raden gehen, unmittelbar kennt, nämlich 1, da die beiden Geraden 
und ihre beiden Polaren nach F (Nr. 58) die Leitschaar eindeutig 
bestimmen. 

Nun hat Hurwitz den Modul x für die einer Fläche 2. Grades 
auferlegte Bedingung, durch eine gegebene Gerade zu gehen, d. h. 
ihren Ausdruck in den dreifachen Charakteristiken ft", ... gegeben,**) 
Bei unserem Systeme erhält er die einfaehere Gestalt: 
<c = -U^^ - ^sv^ + 45^1^ - 2s'=). 

*) Math. Aniialeii Bd. 10 S. 318 g 15, 

**) Schubert, a. eben a, 0. S. 34.fi, 3.'i5; KalkHl der aballilenden Geometrio 
S. 65 und 77 Formel VIT, 
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Wir erheben ilm symbolisch ins Quadrat, weil die Bedingung 
zweimal erfüllt werden soll, und erhalten: 

die Einsetzung der obigen Werthe von r", ... giebt in der That 1. 
Aber noch einfacher, eine Gerade scheidet aus F ein Strahlennetz aus 
und die Trägerfläehen der Regelschaaren desselbeu bilden ein in sich 
duales lineares System 3. Stufe (Nr. 105), dessen 10 Charakteristiken 
11^, . . ., v^ sich auf die vier: s^, s^v, sv^, v^ reducircii mit den Werthen: 
s^ =: 1, i^v = 2, sv^ = 4, s^v* = 8. Die Multipiieation des Moduls a; 
mit diesen Charakteristiken führt zu 

^(sS^s — 3sV^ + 4s''v — 2s"), ^(s'v* — 'As^v^ + 4:s'v' — 2ä''v), . . . 
welche, nach Substitution der Werthe der Charakteristiken uuseres 
Systems Sf{, gleich 1, 2, 4, S werden. 

Durch zwei beliebige sich schneidende Geraden kann keine Fläche 
von JR gehen, da die Geraden der einen Schaar zu F gehören. 
Schubert hat auch für diese fünffache Bedingung den Modul £ an- 
gegeben;*) er vereinfacht sich bei unserem Systeme auf: 

' = l(^'' — SV* + 28*1- — 4s''); 
mit welcher sechsten Bedingung auch diese Eedinguug inultiplicirt 
wird, es muss sich ergeben. Wir bestätigen es sofort für die beiden 
einfachen Bedingungen s und v, welche, mit ^ symbolisch multiplicirt : 

L(^sv-' — s^'v*- + 2sV — 4s^), bezw. J (v'^ — sv^ + 2s**^ — 4sV) 
geben; beide sind in der That 0; jede andere einfaclie Bedingung 
aber für eine Fläche von 91 lässt sich linear durch s und v darstellen. 
233 -Dms Hindurchgehen durch eine helieUge Gerade ist eine dreifache, 

das dureh ehwt Strahl von V abei' nur eine doppelte Bedingung für eine 
Fläche von 9t; durch jene gehen oo^, durch diesen oo* Flächen des 
Systems. 

In ähnlicher Weise ist die Bedingung, dass swei helicMgc Ga-aden 
für eine Fläche des Syste^is Polaren seien, eine vierfache; sind die beiden 
Geraden l ttnd l' aber polar nach dem Gewinde, so isi es nur eine sicei- 
fache, und es giebt in Sft oo*, tcelche sie erfüllen. 

Die 4 Geraden der Fläche, je zwei aus joder Schaar, welche die 
eine von den beiden Geraden treffen, müssen auch die andere achueideu. 
Sind nun / und t polar in Bezug auf F, so thun es bei einer Fläche 
von JR die beiden Geraden aus der zu F gehörigen Schaar von selbst. 

*) im „Kalkül" a. Kulebt a. 0. Fonnol X. 
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Jede zwei Strahlen y, g' des zu F gehörigen Strahlennetzes [l, l"\ 
führen zu einer Fläche; es seien d, d' die Diagonalen des von l, X, 
g, g' gebildeten windschiefen Vierseits, so haben das Gewinde F und 
das Netz \d, d'\ eine Regelschaar gemeinsam, deren Trägerfläche zu 
SR gehört. Auf ihr liegt das Vierseit aus </, g', ä, d'\ also sind l, V, 
welche Diagonalen desselben sind, polar in Bezug auf die Fläche. 

Es wird also auch noch möglich sein, den beiden doppelten Be- 
dingungen zu genügen, dass die Fläche durch zwei gegebene Strahlen 
i/i, g^ von r hindurch geht. Es giebt in der That eine Fläche in 
unserm oo^-Systeme, die dies thnt und in Bezug auf welche l und V, 
die nach T polar sind, auch Polaren sind. Denn die Netze [(, t~\ und 
[fif 9-i\ haben 2 Gerade d, d' gemein. Wenn g, g die Diagonalen 
des Vierseits der l, X, ä, d' sind, welche also Strahlen vou r sind, so 
gehören g, </', g^, g^ zu einer Regelschaar, nämlich derjenigen, in der 
r und \d, (X'\ sich durch seh neiden. Die Trägerfläche enthält das Vier- 
seit aus d, d', g, g'; also sind dessen Diagonalen l, X polar in Bezug 
auf sie. 

So ist insbesondere die Axe des Gewindes auch Ase für oo* 
Flächen von 9t, von denen oo^ Rotationsflächen sind. 



Collineationen und Correlationeu , weklie ein Gewinde in sicli selbst 
Uhepfülipeii.*) 

Eine beliebige Collineation zweier Iläume transformirt offenbar die \ 
G Strahlengebüsche in sich selbst, für welche die Kanten ihres sich 
selbst entsprechenden oder Haupttetraeders die Axen sind, sowie die 
15 Strahlennetze, welche je zwei dieser Kanten zu Leitgeraden haben; 
von welchen jedoch nur 3 allgemein sind. 

Bei einer Correlation (Reciprocitat) zweier Räume hat man ein 
Haiiptvierseit (den Schnitt der beiden Kernflächen}, dessen 4 Seiton 
die einzigen sich selbst entsprechenden Geraden sind: jede Ecke dieses 
Vierseits hat die Ebene der beiden von ihr ausgeheuden Seiten zur 
entsprechenden Ebene und zwar in beiderlei Sinne, d. h. zu welchem 
der beiden Räume man auch die Ecke rechne ; infoige dessen ent- 

*) Man vergl.; Segre, Kicecehe suUe omograßo e aulle correlazioni in 
generale (Memorie dell' Äccademia tlelle Scionze di Torino Ser. 11 Bd. 37, 1885), 
Caporali-del Pezzo a. a. 0., Cleljscli-Lindemann, Vorlesungen über Geo- 
metrie Bd. II (Leipzig 18Ö1) S. 389, 401. 
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sprechen auch die beiden Diagonalen des Vierseits sich gegenseitig 
in beiderlei Sinne.*) 

Demnach gehen die 4 Gebüsche, welche die Seiten des Haiipt- 
vierseits zu Axen, und die 3 allgemeinen Strahleiinetze, welche zwei 
gegenüberliegende Seiten oder die Diagonalen zu Leitgeradeu haben, 
durch die Correlation in sich selbst über. 

Wenn ein allgemeines Gewinde F durch eine Collineation oder 
Correlation in sich selbst transformirt wird, so entsteht in ihm eine 
eindeutige Correspondenz der Strahlen x und x,, bei welcher einem 
Büschel von Strahlen x oder a'i ein Büschel von Strahlen x^ oder x 
entspricht. Demnach haben alle 4 Zahlen, welche beim Correspon- 
denz-Princip im Gewinde (Nr. 206) auftreten, den Werth 1; und es 
ergeben sich 4 sich selbst entsprechende Strahlen. 

Bei der CoUineatiuii müssen dies 4 solche Kanten tles llaupt- 
tetraeders § sein, welche ein windschiefes Vierseit bilden; da andere 
Gruppirungeu von 4 Kanten eines Tetraeders nicht in einem Gewinde 
möglieh sind. Die beiden Übrigen Kanten sind daher, weil gemeinsam 
von jenen getroffen, polar in Bezug auf F. 

Ein allgemeines StraMengewinde, das durch eine Collineation in sicli 
seihst transformirt wird, geht dmch eins der .9 Kanieitvierseite des 
ffaupUetraeders der Collineation und hat die beiden übrigen Kanten su 
Polaren. 

Ein allgemeines Gewinde, das durch eine Correlation in sicIi seihst 
iibergeht, enthält das Hauptvierseit derselhen. 

Jede der linearen Transformationen der einen Art giebt, mit 
dem Nulleystem des Gewindes verbunden, eine Transformation der 
andern Art, die ebenfalls das Gewinde in sich seihst Oberführt, wenn 
die erstere es thufc. 

2,35 Legt man bei einer beliebigen Collineation durch eins der Kante n- 

viorseite des Hanpttetraedera § ein Gewinde, so geht das entsprechende 
im andern Baume durch das nämliche Vierseit. Alle Gewinde durch 
das Vierseit bilden einen Büschel, für dessen Grund-Netz die beiden 
übrigen Kanten Leitgeraden sind; in demselben entsteht also durch 
die entsprechenden Gewinde eine Projectivität ; die beiden sich selbst 
entsprechenden Elemente sind, im allgemeinen, die Strahlengebüsche, 

Eine heliehige Collineation transformirt Jcein allgemeines Geieinde in 
sieh selbst. 

Hat aber eine Collineation die Eigenschaft, dies zu thuu, dann 

") ScbvOter, Journal für Mathemiitit Bd. 77 S. 105 Abschnitt H. 



y Google 



Collineationon u. Correlationen, welcke ein Gewinde in sich selbst überfahren, 309 

hat die Projectivität in dem Büschel von Gewinden durch dasjenige 
Kantenvierseit von §, durch welches das in sich selbst transformirte 
Gewinde geht, drei sich selbst entsprechende Elemente. 

Wenn mithin eine CoUineation ein allgemeines Gewinde in sich selbst 
iiberfithrt oder tmverändert lässt,*) wie es auch erlaubt sein mag zu 
sagen, so thitt sie es mit aUen Gewinden, die durch das nämliche Kanten- 
vierseit ihres HaupUetraeders gehen wie jenes. — 

Die Gewinde, welche durch das Hauptvierseit ^ einer CorrelaUon 
gehen, haben das Strahlennetz mit den Diagonalen desselben als Leit- 
geraden gemein, also gehen die beiden Gebüsche nicht in sich selbst, 
sondern jedes in das andere, mithin involutorisch in einander über. 
Die Projectivität, die ersichtlich auch hier sich ergiebt, ist eine In- 
volution, und die Doppel demente sind allgemeine Gewinde 

Jede Correlation Idsst zwei allgemeine Gewinde V v,nd V unver- 
ändert. Dieselben haben das Strahlenmts gemein, das die Butgonalcn 
des Hauptvierseits mi Leitgeraden hat. 

Die übrigen Gewinde durch dieses Nets entsprechen sich mi je sweien 
invohitorisdi ; die beiden Gebiisehe bilden ein Paat dtesci Intohition 3- 

Verbindet mau jede der oo'^ Correlationen mit dem NuUsysteme 
des einen oder andern Gewindes, das sie in sich überfuhrt, so erhält 
man alle Collineationen, welche Gewinde in sich selbst transformireu 
und zwar jede, da sie oo' Gewinde unverändert lässt, oo^-mal, also 
nur oo" Collineationen. 

Demnach ist es eine einfache Bedingung für eine CoUineation, ein 
Gewinde in sich selbst m Iransformirm. 

Umgekehrt, verbindet man jede dieser oo'* Collineationen mit 
jedem der Nullsysteme der Gewinde, die sie unverändert lassen, so 
erhält man alle oo^° Correlationen. 

Diese Ergebnisse erinnern diirch ihre Gleichartigkeit an die Sätze 236 
über CoUineationen und Correlationen, welche Flächen 3. Grades in sich 
selbst transformiren. **) 

Eine beliebige CoUineation führt keine allgemeine Fläche 2. Gra- 
des in sieh selbst so über, daas jede der beiden Geradenschaarcn in 
sich selbst übergeht. 

Wenn aber eine allgemeine Fläche 2. Grades durch eine CoUi- 
neation in dieser Weise in sich transformirt wird, dass jede der beiden 



*) natürlich nicht Strahl für Strahl. 

**) Mathem. Annalen Bd. 26 S. 465 Erster Theil II und V. 
s, ebenda Bd. 13 S. 320 und Zeuthcn Bd. 18 S. 33, Bd. 36 
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Schaaren in sich selbst übergeht, — man nennt die CoUineation in 
diesem Falle eine eigentliche Hermite'sche Transformation — , dann 
geht die Flüche durch ein Kantenvierseit des Haupttetraeders, und 
alle Flächen 2. Grades, welche dies Vierseit enthalten , werden eben- 
falls in sieh transformirfc. 

Jede beliebige Correlation führt zwei allgemeine Flächen 2, Grades 
so in sich selbst über, dass jede der beiden Geradenschaaren in sieh 
selbst übergeht; dieselben schneiden sich im Haupt vier seite, und die 
übrigen Flächen 2. Grades, welche durch dies Vierseit gehen, ent- 
sprechen sieh in der Correlation involutorisch zu je zweien, darunter 
auch die beiden Ebenenpaare. 

Der Zusammenhang der einen Sätxe mit den andern ist leicht 
zu erkennen. 

Es seien A, B, C, D die Ecken des Haupttetraeders einer Üol- 
Uneation, welche ein allgemeines Gewinde F in sich selbst transforrairi., 
und ÄBCD sei das Kantenvierseit, durch welches V geht. F enthält 
also das Strahlennetz [ÄC, BD]. Mit den beiden andern Strahlen- 
netzen [AB, Cl)], [AD, BC], welche sich, wie wir wissen, selbst 
entsprechen, hat es je eine Regelscbaar gemein; diese beiden Regel- 
schaaren, von denen die eine sich auf die Gegenseiten AB, OD des 
Vieraeits stützt und durch die andern AD, BC geht, die andere sieh 
umgekehrt verhält, entsprechen sich selbst. Sie gehören, da F all- 
gemein ist, nach Nr, 58 zu zwei verschiedenen Flächen 2. Grades, die 
im Vierseit ASCD sieh schneiden und durch die CoUineation in sich 
selbst übergeführt werden. 

Die übrigen Gewinde, welche durch die Seiten von AB CD gehen 
und, wie wir gefunden haben, auch durch die CoUineation in sich 
übergeführt werden, liefern nach und nach den ganzen Büschel von 
Flächen durch ABCD, und zwar jedes zwei. 

Umgekehrt, weun eine CoUineation eine Fläche 2. Grades auf die 
mehrfach erwähnte Weise in sich selbst transformirt, also eine eigent- 
liche Hermite'sche CoUineation und ABCD das auf der Fläche ge- 
legene Kantenvierseit von § ist, so sei g eine Gerade der einen ihrer 
beiden ßegelschaaren , etwa derjenigen, die sieh auf AS, CD stützt, 
Sie bestimmt mit dem Netze [AC, BD], zu welchem AD, BC ge- 
hören, ein Gewinde F, das folglich die ganze Regelsehaar ((i,AD,BC) 
unserer Fläche enthält; weil dieselbe nach der Voraussetzung in sich 
selbst übergeht, so befindet sieh auch die der g durch die CoUineation 
entsprechende Gerade ^j in ihr und in F; folglich ist das dem F ent- 
sprechende Gewinde mit F identisch, da beide das sich selbst ent- 
sprechende Netz [AC, BD] und diese y, gemeinsam haben. Die 
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andere Schaar der Fläche führt zu einem zweiten Gewinde, das in 
sich übergeht und diese Schaar enthalt. 

Die übrigen Flächen 2. Grades durch ABCD geben die weiteren 
Gewinde, welche von der Collineation unverändert gelassen- werden, 
und zwar jede zwei. 

Jede CoUineatimi, tvelcke ein und infolge dessen oc^ Gewinde un- 
verändert Jässi, lässt auch oo' Flächen 3. Grades unverändert, itnd zwar 
so, dass jede der beiden Schaaren in sich selbst übergeht, ist also eine 
eigentliche Rermite'sche Collineation; und umgekehrt. Die oo^ Flächen 
2. Grades bilden einen Büschel {oder eine Schaar) S8 (F),' der durch ein 
Katilenvierseit des Hattpttetracäers der Collineation geht. Die Gmiinde 
lüden ebenfalls einen Büschel S8 (V), dessen Grundnets durch die Seiten 
dieses Vierseits bestimmt wird und seine Diagonalen mt Leitgeraden hat. 

Zwischen den beiden Büscheln besteht eitte Correspondens [2, 2] von 
der Art, dass jedes Gewinde von S8 (F) die einen Eegelsckaaren von 
3 Flächen von 99 {F) enthält, jede Fläche aber von 99 (F) ihre beiden 
Begelschaaren in sivei Gewinden von 99 {F) hat. 

Die beiden einem Gewinde entsprechenden und in ihm enthaltenen 
ßegelachaaren haben, weil sich die eine auf AB, CD, die andere auf 
AD, BC stützt und ihren Trägerflächen das Vierseit ABCD gemein- 
sam ist, keine Geraden gemein; dies gilt also auch für die je mit 
ihnen verbundenen. 

Dieselben gehen natürlich auch durch die Collineation in sich 
selbst über; ferner, da jene demselben Gewinde angehören, so thun 
es, nach Nr. 98, auch diese, und da sie keine Gerade gemein haben, 
so bestimmen sie dies Gewinde und dasselbe entspricht sich auch 
seihst und gehört zu ^ (P). Die Correspoudenz ist daher so be- 
schaffen, dass dieselben Flächen von Sß(^'J, die einem Gewinde von 
93 {F) wegen ihrer einen Begelschaaren entsprechen , einem andern 
Gewinde von 95 (F) wegen ihrer andern Regelsehaaren correspondiren. 

Die Correspondens [2, 2] ist daher eine PrqjecHvität sweter hcsw. 
in S9 (F) und SS (F) befindlichen Involutionen (Nr, 17). 

Wenn wir die Ebenen DAB, ABC, . . . mit a, ß, y, d bezeichnen, 
so enthält S (F) die Ebenen-Punkte-Paare (a, y; B, D) und (ft 8; 
A, ü). Die Regelsehaaren des ersteren sind die Strahlenbüschel-Paare: 
(B, a), (/), y); (B, f), (D, a). Beide Büschel-Paare befinden sich im 
Gebüsche [BD] von 5B (r); ebenso die der andern ausgearteten Fläche 
von S (F) in [AC]. Die beiden Elemente jedes der beiden Büschel, 
welche einem der ausgearteten Elemente des andern entsprechen, haben 
sich in einem der ausgearteten Elemente des ersteren vereinigt. Folg- 
lich sind die ausgearteten Elemente der beiden Büschel die Doppel- 
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elemente der projectiven Involutionen und die einen entspreclien den 
andern in der Projectivität. — 

Aehnlicli findet man, dass die einen Regelachaarcn p^, p^, der 
beiden Flächen F^, I\, welche eine beliebige Gorrelation unverändert 
läast, in dem einen V von den beiden Gewinden, welche durch sie 
in sich selbst transforniirt werden, die andern -l^, X^ iu dem andern 
r" sich befinden; q^ und k^ sind in dem einen der beiden Strahlen- 
netze \_A'B, Giy] und [jiiJ, J5t?], welche die Gegenseiten des Ilaupt- 
vierseits zu Leitgeraden haben, p^ und Aj im andern enthalten. 

Verbindet man das NuUsjstem von f mit der Correlation, so 
erhält mau eine Collineation, welche f und pj pj umeiandeit liisst 
also auch Aj, L^ und demnach auch I*'; die beidtn (^tcwjiide I*, F" 
sind daher in der Involution 3 (Nr. 235) im Buichel ge^ aart 1 f j,lii.h 
muss das Nuüsyatem von V das andere Gewmde Jf in sich scib'^t 
überführen; die beiden Geivmde F' und F" btiilsen btch aho auf em 
ander; was aber schon daraus folgt, dass sie zn den (j-ebnschi.ii 
des Büschels, als die Doppelelemeiite der Involution haimo iisdi a nl 

237 Jede der oo'' Corrclationen führt, im allgememen, eine endliiht 

Zahl von Gewinden in sich über; es giebt '^" C oUineationeu, wckhe 
Gewinde in sich transformiren und zwar je oo^ Andeierseits giebt 
es oo^ Gewinde. Also tmtss jedes Gewinde dituh oo'" CoUineattuntn 
oder Correlationen in sich selbst übergeführt wetden Dies lasst sich 
leicht direct erkennen. 

Ein besonders einfacher und interessanter Fall dti Be timmun^ 
eines Gewindes durch 5 Strahlen ist der, in weichem dieselben ein 
windschiefes Fünfeck bilden (Nr. 47, 58) Jede (.üihntation odei 
Correlation, welche ein Gewinde unverändeit lasst, tuhrt ir^eni ein 
FiSnfseit desselben in ein anderes über. Sie ist dirch di'i Entspiecleu 
der Ecken der beiden Fünfseite, bezw. der Ecken des einen ii d lei 
Ebenen des andern festgelegt. Nun besitj;t jedes Gewiole -tc^" solche 
Füüfseite (Nr. 51), Lässt man also einem testen Funfscite de» ge 
gebenen Gewindes nach und nach die übrigen entsprechen, so erhält 
man die sämmtlichen ColHneationen oder Correlationen, welche das 
Gewinde in sich selbst transformiren. 

Fällt das bewegliche Fünfseit mit dem festen zusammen, so er- 
giebt sich die Identität, bezw. das Nullsystem des Gewindes. — 

Unter den F in sich selbst transformirenden Collineationen be- 
finden sich auch die oo^, welche durch eine Seliraiibenbewegung um die 
Axe entstehen. Von dem Kantenvierseit der sich selbst entsprechenden 
Strahlen des Gewindes sind dann zwei Gegeneeken im unendlich 
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fernen Punkte der Äxe vereinigt, die andern liegen in den absoluten 
Punkten der zur Ase normalen Ebenen. 

Die oo^" Collineationen oder Correlationen, welche ein Gewinde 
oder NuUsysteni in sich ta-ansformiren , transformiren auch jede der 
c»' cubischen Raumcurven, zu denen, wie wir im folgenden Kapitel 
sehen werden, das Niillsystem gehört, in sich selbst; also wird jede 
durch oo^ in sich selbst transformirt.*) 

Wenn ein Gewinde, das durch eine CoUineation in sich selbst 238 
übergeht, wie oben das Kanten vierseit AUCH des Hauptteträeders 
enthält, so gehen nur 5 ihm zugehörige Strahlennetze in sich selbst 
über: die 4, welche die 4 Seiten des Vierseits je zur (einzigen) Leit- 
geraden haben, und das Netz [_ÄC, ^-D]; auch bei letzterem entspricht 
jede der beiden Leitgeraden sich selbst. Es giebt kein Strahlennetz 
im Gewinde, das zwei getrennte Leitgeraden besitzt und welches dadurch 
in sich selbst durch die CoUineation übergeführt wird, dass die Leit- 
geraden sich gegenseitig in beiderlei Sinne entsprechen; denn da sie 
polar sind in Bezug auf das Gewinde und sein Nullsystem, so würde 
jede von ihnen in der Correlation, welche durch Combination der 
CoUineation mit diesem NulJsysteme entsteht, sich selbst entsprechen, 
also da diese auch das Gewinde in sich transformirt, als Seite des 
Hauptvierseits dem Gewinde angehören. 

Ebenso sind in jedem der beiden Gewinde T", V", die bei einer 
Correlation in sich selbst übergehen, nur die vier Strahlennetze, welche, 
die Seiten des Hauptvierseits je zur einzigen Leitgeraden haben, und 
das zu r" und F" gehörige Strahlennetz [AC, Blf] zu sich selbst 
homolog, letzteres hier deshalb, weil die Leitgeraden sich gegenseitig 
in beiderlei Sinne entsprechen. 

Wenn eine CoUineation oder Correlation ein Gewinde unver- 239 
ändert lässt, so transformirt sie auch das Nullsystem desselben in 
sich, d. h. zwei entsprechende Elemente desselben in ebensolche. 

Folglich ist nach Nr. 175 bei der Combination jener Transformation 
mit dem Nullsysteme erstens die Reihenfolge, in der sie auf einander 
folgen, gleicbgiltig. Zweitens aber wird nach dem nämlichen Satze 
auch umgekehrt die Transformation durch das Nullsystem in sich 
übergeführt. 

Wenn daher ein Polarsystem ^ das Gewinde T in sich selbst 
überfuhrt, so muss das Nullsystem von F auch 3ß und seine Basisfläche 

*) Dies ist direct bewiesen: IVLith. Annitlen IM. 26 S. 489. 



y Google 



314 C olline ationen u. Correlationen, woklio ein Gcwinclu in sich selbst üLerfüliren. 

jo sich selbst überführen. Wenn aber ein NulUjätem eine Fliiclie 
2. Grades in sich selbst transformirt, so besteht die eiue Eegelschaar 
derselben aus lauter Leitstrahlen des Nullsyatems oder, was dasselbe 
ist, aus Strahlen des Gewindes. 

In der That, weil die Fläche in sich selbst übergeht, so wird 
sie von der Nullebeiio jedes ihrer Punkte berührt, und da diese durch 
den Punkt geht, so muss sie eine der Geraden der Fläche enthalten, 
die in ihm sieh schneiden. Also ist diese Gerade ein Strahl von F. 
Nehmen wir 5 beliebige Punkte der Fläche, so müssen mindestens 3 
von den ihnen so zugehörigen Strahlen von P der nämhchen Schaar 
angehören; woraus dann folgt, dass diese Schaar ganz zu F gehört. 
Umgekehrt, wenn p eine zu r gehörige Kegelschaar iat, so trans- 
formirt das Polarsystem ihrer Trägerfläche oder, wie wir kürzer sagen 
wollen, ihr Polarsysteni ^ das Gewinde f in sich selbst. Denn in 
Sß entsprechen alle Strahlen der p selbst, so wie ihrer Leitscbaar X 
sich selber; X enthält aber auch zwei Strahlen des Gewindes (Nr. 58). 
Durch p und diese zwei Geraden ist aber F bestimmt. 

Die Folarsysteme der oo^ Segelschaarcn eines Gewindes transformircn 
es in sich selbst, und nur diese Folarsysteme. 

Wir sagten von zwei Gewinden, dass sie in Involuiion sind oder 
sich stützen, wenn das NulJsystem des einen und, wie sich dann er- 
gab, jedes der beiden Nullsysteme das andere Gewinde in sich selbst 
Überführt (Nr. 106). 

Jedes Fdlarsystem transformirt also cx^ Geioinde in sieh selbst, 
tvelche 2 Netse bilden, deren Grund- liegelschaaren von der Bob-isfläcke 
des Folarsystems getragett werden. 

Jede dieser beiden Regelsehaaren und irgend 2 Polaren des Polar- 
systems treffen dieselben 2 Geraden der andern Kegelschaar und ge- 
hören also zu oo' von diesen Gewinden, die einen Büschel bilden. 

Die Nullsysteiue, tvelche ein Getvinde F in sich selbst überfahren, 
sind — abgesehen vom eigenen — diejenigen der oo* Gewinde, die sich 
auf F stützen, 

JJmgekekrt, jedes Nullst/sfem transformirt — ausser dem eigenen 
Gewinde F — die oo* Gewinde in sich, die das atif F sich stützende 
Gewebe bilden. 

In jedem der oo* Büschel von Gewinden, die von F ausgehen, 
befindet sich ein solches Gewinde F'. Die windschiefe Involution, 
welche die Leitgeraden des Grund - Strahlennetzes des Büschels zu 
Äsen hat, ist das Product der beiden Nullsysteuie von F und F" 
(Nr. 176). 

Verbindet man demnach die oo* Jsidlsysteme, iveklic V in sich selbst 
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tramformiren, mit dem von F, so ergeben sich die oo* windschiefen In- 
volutionen, welche dm in F enihaltmen Strahlcnnetsen sttgehörert und also 
swei in Begug auf F polare Geraden m Axen haben. Diese Involutionen 
fuhren F in sich selbst über. 

Direet erkennt man dies daraus, dass zwei Strahlen von F, 
welche sich mit zwei polaren Geraden l, t in einer Kegelschaar be- 
tiüden, sie harmonisch trennen (Nr, 57) und sich deshalb in der wind- 
schiefes Involution entsprechen, die l und T zn Axen hat. Also wird 
durch dieselbe jeder Strahl von F in einen andern transformirt. 

Verbindet man zwei Gewinde F' und ihre Nullsysteme, so muss 
sich ebenfalls eine windschiefe Involution ergeben, welche F in sich 
transformirt. Die Axen dieser Involution, als Axen der zwei Gebüsche 
in einem Büschel, der sich auf F stützt, befinden sich in F. 

Es handelt sich daher um die c»" windschiefen Involutionen, für 
welche irgend zwei Strahlen von F Axen sind. 

Wir steUen die allgemeine Frage nach den Collineationen mit 240 
Axen (Nr. 81), welche ein gegebenes Gewinde F in sich selbst trans- 
formiren. Eine solche CoUineation muss dann auch durch das Null- 
system von F in sich selbst übergeführt werden, also entweder jede 
der beiden Axen in sich selbst, oder jede in die andere. Im erstereu 
Falle gehören die beiden Axen zu F, im zweiten sind sie polar in 
Bezug auf F. 

Wenn demnach eine CoUineation mit Axen ein Gewinde in sich 
selbst transformirt, so gehören etitiveder beide Axeit zum Gewinde oder 
sind s)i einander polar nach ihm. 

Alle Collineationen mit Axen, welche beide mi F gehören, thun es. 

Denn sind g', g" die Axen und g ein beliebiger Strahl von F, 
so gehört der ihm in der CoUineation entsprechende zur Regelschaar 
i_g' g"g) und damit zu F. 

Zu zwei Axen gehören <x>^ Collineationen ; also giebt es x^ 
Collineationen dieser Art, unter ihnen die obigen oo^ ivindschieftn Ih- 
voluUonmi. 

Ab^" nicht alle co^ Collineationen mit Axen, welche in JBesug auf 
F-polar sind, transformiren F in sich selbst, sondern mtr die txj* wind- 
schiefen Involutionen unter ihnen. 

Sind nämlich l und V polar in Bezug auf f, so gehört von den 
Strahlen, die einem Strahle g von F in den verschiedenen Collinea- 
tionen entsprechen, die l und V zu Axen haben, — welche Strahlen 
die Hegelschaar (ll'g) erfüllen — nur der in Bezug auf l und l' har- 
monische Strahl, d. i. der, welcher dum g in der windschiefen In- 
volution {l, i') entspricht, ebenfalls zu F (Nr. 57). 
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Wenn f,', r^ zwei Gewinde sind, welche einander imd F stützen, 
so wissen wir aus Nr, 178, dass die windschiefe Involution der ersteren 
Art, die zu ihrem Büschel und den in F befindlichen Leitgeraden 
seines Grund -Strablennetzes gehört, das Nullsystem von V und das 
Polarsysteni di=i Re^el ch ar welche F mit diesem Sti ahlen netze ge 
meinsam hat so mit emindei \eibunden sind da'is lele von diesen 
3 Transformationen dis Product der beidtu andern st Di es nun 
zu jeder Regelschdai \on F m Jera Netze von Gew nden dessen Basis 
sie ist, einen Bilachel giebt, dei =iiib auf F stutzt (Nr loX) so teilen 
die oo* Polarsyafeme, uelche F j» sich selhbt itbetfuhrm und die oo 
windsehiefm Involutionen mit m F liegenden Axen, fui uelctic dasselbe 
gilt, in einer eindeutigen hc lehung vmi der hesehaffenkeit dobS ton 
zwei entspredienden Timibfo^mahoncn jede dtuch Multiphcahon nit dm 
Nidlsysfenie ton F aus der andetn sieh eigieht 

Auch hiei hiben wir eine interessante Analogie zu len featzen 
über Flächen 2 Grades welche in sich selbst ti^nsformiit werden *j 
Eine gegebene Flache ^ Giatlis wird sowohl lurth jede Collmea 
tion mit Axen, die aut ihi liegen, als auch durch jede windschiefe 
Involution, deren Axen in Bezug auf sie polar sind, in sich selbst 
übergeführt. 

Hingegen bezüglich der Polarsysteme haben wir im vorliegenden 
Falle ein anderes Ergebniss als bei den Flächen 2. Grades. 

Bei einem Gewinde oder Nullsysteme giebt es nur eine einzige 
— sechsfach unendliche — Mannigfaltigkeit von Folarsystemen, welche 
das Gewinde in sich transformiren oder von denen jedes durch das 
Nullsystem in sieh transformirt wird. 

Liegt aber eine Fläche 2. Grades oder ein Polarsystem vor, so 
giebt es zwei verschiedene Mannigfaltigkeiten, eine vierfach und eine 
dreifach unendliche, von Polarsystemen, die das gegebene in sich selbst 
überführen, oder von denen jede durch das gegebene in sich selbst 
übergeführt wird.**) 

Jede Collineation mit Axen transformirt oo^ Gewinde in sich 
selbst, die ein Gebüsche bilden luit den beiden Axen als Grundgeraden. 

Dasselbe gilt also auch für eine windschiefe Involution; dieselbe 
ti'ansformirt aber auch noch oo' andere Gewiade, die einen Büschel 
bilden, dessen Grund-Netz die Axen zu Leitgeraden hat. 

241 Noch allgemeiner, als die Collineationen mit Axen, sind diejenigen 

*) Math. Annalen Bd. 26 S. 475. 

'*'") a. a, 0. S. 480; del Pez^o, Sülle qiiadridie polari tcüipiothe ili se stesss 
rispctto ad un' alUa. Rendiconti dell' Accadamia di Napoli Juni 1885. 
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^eciellen Coüineatimm, welche eine gerade Ptinhireilie u von lauter sich 
selbst entsprechenden Punktat und zwei weitere sich selbst entsprechende 
Funkle, A, B besitzen und infolge dessen einen Ebmtenbüschel von lauter 
sich selbst entsprechenden Ebenen um v^AB und zwei einzelne sich 
selbst entsprechende Ebenen uA^ß, uB^ a. 

Eine solche Colliiieation besitzt oo* Haupttetraeder, welche alle 
die Ecken A, B, die Ebenen «, ß und die Gegeiikauten u, v gemein 
haben, während eine Coliineation mit Axeri deren oo* hat. 

Wenn das Gewinde F durch eine derartige Coliineation in sich 
selbst transformirt wird, so muss also ein Kantenvierseit eines der 
Haupttetraeder ihm angehören. 

Es seien erstens die gemeinsamen Gegenkanten u, v aller Haupt- 
tetraeder zwei Gegenseiten dieses Vierseits, und g ein ti treffender Strahl 
von r"; der ihm entsprechende Strahl g^ triffl m in demselben Punkte 
wie g-, also befindet er sich, weil er auch ku F gehört, in dem Com- 
ples-Strahleubüschel aus dem Punkte ug in der Ebene ug; folglieh 
entspricht diese Ebene sich selbst, und so jede Ebene durch u und 
also aucli jeder Funkt auf v. Folglich ist die Coliineation eine solche 
mit Axen. 

Nehmen wir nun an, dass in einem dem Gewinde F angehörigen 
Vierseite ABCD u und v die Diagonalen CD, AB und also polar 
in Bezug auf F sind; dann giebt es unter den <x>^ CoUineationen, für 
welche A, B, C, D sich selbst entsprechende Punkte sind, oo^, welche 
noch einen dritten und damit oo^ sich selbst entsprechende Punkte 
auf u haben : es wird der Coliineation nur die einfache Bedingung 
auferlegt, dass der Punkt, der einem dritten gegebenen Punkte von 
u entspricht, in einer durch diesen Punkt gehenden gegebenen Ebene 
liegt. Unter diesen oo^ CoUineationen giebt es oo\ welche die Regel- 
schaar Ton F, die sich auf zwei Gegenseiten von ABC!) stützt, in 
sich selbst transformirt, d. h. einen gegebenen Punkt der Trägerfläche 
in einen beliebigen andern. Diese CoUineationen führen also F (und 
alle durch ABCD gehenden Gewinde) in sich selbst über, weil das 
Vierseit und diese Regelschaar, 

In ihnen sind nun alle Geraden aus A oder B, welche u treffen, 
sich seibat entsprechend; dieselben gehören aber auch dem F an, 
so dass das Gewinde oo^ solche sich selbst entsprechende Vierseite 
enthält. 

Da wir nun oo'* Paare in Bezug auf F polarer Geraden u, v 
haben, bei jedem Paare auf oo^ Weisen 2 Punkte A, B auf der einen, 
V, wählen können und dann noch je oo^ CoUineationen möglich sind, 
so giebt es 'X'"' das Gewinde F in sich selbst transformironde GoUineatioiien 
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äiesp} hpsondetn Art mit einet sich sähbt mfspi ecftmäem, Pmifheihe und 
ewmt ''tch seJb'^i mhpeclienden Ehenenbubchel, iielcbe i h Getaden ge- 
tiagen neiden die nach F polat sind 

Unter ihnen beimden sich die co* winclschiefen Involutionen; und 
diese ■vllem =!ind L ollmeationen mit Äxen 

Ferner abei geh en *» ihnei auch die c*^^ Bitaii nett des Getvindcs 
um iPine ire (mit beliebiger TTrossi, de^^ Drebwmkels) "^") u und v sind 
in diesem Falle die Axe und die unendlich ferne Gerade der zu ihr 
senkrechten Ebenen, A, B die beiden absoluten Punkte auf dieser 
Geraden, welche, so wie die nach ihnen gehenden und die Axe senk- 
recht schneidenden, zum Gewinde gehörigen Geraden von der Drehung 
nicht beeiuflusst werden. 

Hingegen alle das Gewinde r in sich trmtsformirenden CoUiveationen 
dieser besondem Art, bei denen de>' Trüget' u der sidi selbst entsprechenden 
Fimlctreike und die Axe v des sieh selbst entstellenden EbenmbiiscJiels 
dem Gewinde angehören, sind Coüineationen mit Axen; d. h. auch v 
trägt eine sich selbst entsprechende Reihe und u einen sieh selbst 
entsprechenden Büschel. Ihre Mannigfaltigkeit ist die nämliche, od'. 

2 Es erübrigt noch zu untersuchen, ob und wie ein Gewinde durch 

eine Homologie (perspective Collineationl, d. h. eine ColHueatiou mit 
einem Bunlel und einem Felde von lauter sich selbst entbpie(,hpndpn 
Elementen**) in sich selbst trän -ifoi mir t weiden kann 

Geschieht Ji>-s, dann muas, weil jede Ebeue duicb das Centrum 
der Homologie — den fecheitel de genannten Bundeis — sich selbst 
entspricht, ^uch ihr tvullpui kt sich -selbst uoriespondiien, und weil 
doch nur eine von diesen Ebmen ihn im Gentium haben kann, so 
mü&^en diese Nullpunkte di^ Ebene a der Homolog,ie — die T.ia.ger 
ebene des genannten ieldes — erfüllen folglich ist die Ebene ra die 
Nullebene des Centrums und geht durch dabselbe 

Eine beliebige Homologie deten Centiimi und Ebene m mdd tn 
eidiien, lann evn aUqeniemeb Geiimde weht in steh 'icUM tum'yfoimiren 

Umgekehrt aber, jede •ipecielk Homologie, bei weldiet Centrum 
und Ebene to mcident und m trgend einen Funlt det, Jlaitmes und seine 
Nullebene in Beeng auf ein gef/ebene-i Gmomde gelefit mid lii^st das'^Ufc 
iinvct ändert 

Denn dei Punlt m dem em 1 eliebigti Strahl r/ des bittindes 
die Ebene to tt ftt, ist dti Ndlpiul t der Ebnie «ekh( (/ ra t O %er 

) lel lU biwiiik 1j MateoiUi b ßl "'-■ v 3fi 
•■t I > l uJuetiic der ] ig '^2 
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bindet; folglich gehört der ganze Strahlenbüschel, den beide bestim- 
men, zum Gewinde; weil aber der dem g in der Homologie ent- 
sprechende Strahl g^ durch den Punkt gto gehen und in der Ebene 
gO liegen muss, da diese sich selbst entsprechen, so muss er auch 
in jenem Büschel und daher auch im Gewinde sich befinden. 

Sind aber von einer Homologie Centrum und Ebene gegeben, so 
ist sie erat festgelegt, wenn noch zu einem Punkte der entsprechende 
gegeben ist und zwar auf dem Strahle, der jenen mit dem Centrum 
verbindet, also sind noch oo^ Homologien möglieh mit gegebenem 
Centrum und gegebener Ebene. 

Ein gegebenes Gewinde wird daher von oo* Homologien der speciellen 
Art, bei denen Cenirum und Ebene inädiren, in sich selbst transfonnirt. 

Unter diesen Homologien befinden sich auch die oo' Translationen 
parallel der Axe; sie sind mit denen identisch, bei welchen die unend- 
lich ferne Ebene und ihr Nullpunkt, der unendlich ferne Punkt der 
Ase, Ebene und Centrum sind. 

Jede Homologie von dieser speciellen Art transformirt cxj" Ge- 
winde in sieh, da so viele durch einen gegebenen Strahlenbüschel oder 
zwei sieb sclineidendo Geraden geben. 



Das zu einer cubisclien Rauincnvve geliürige Stralilengewiiule. 

Die Osculationspunkte der 3 Schmieguugsebenen, welche von einem 243 
Punkte X an eine cubische Raumcurve kommen, liegen bekanntlich 
in einer Ebene ^, welche durch X gebt. 

Umgekehrt und dual: Die Schmieguugsebenen einer cubischen 
Raumcurve in ihren Schnitten mit einer Ebene | laufen in einen 
Punkt X zusammen, der in § liegt. 

In Bezug auf die Curve nennt man l die Pokere'bene von X und 
X den Pol von |. 

Durchläuft X eine Gerade, so dreht sich g ebenfalls um eine Ge- 
rade, und umgekehrt,*) 

Demnach liegt ein Nullsystem vor, und mit jeder cubischen liaum- 
cnrve R^ ist ein Strahlengeivinde F verbunden, zu dem alle Strablen- 
büschel {X, I) gehören. 

Fällt X auf die Curve, so ist die Polar- oder Nullebene die 
Schmiegungsebeue. Und ssnm Getvinde gehört die Congruenz 3. Grades 

'■) Bekrütei', ObcvHächen 2. Ordnung und liauincm'ven R. Oriliiung g .^1—30. 
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ä&r Schmiegtmgssirahlen der K^, d. h. derjenigen Strahlen, welche durch 
die Punkte der Curve je in den zugehörigen Schraiegungsebeaen 
gehen; diese Congrue^iz enßiiüt die ahwickelbare Fläche der Tangenten 
von E^, von welcher je 4 Erzeugende eine Gerade treffen. 

Sind daher a, b, c drei Tangenten von It^, so gehört die Regel- 
schaar (aic) ganz zum Gewinde F; die andere Schaar [ahc} enthält 
eine Involution J, deren gepaarte Geraden in Bezug auf iT polar sind; 
die Doppelstrahlen gehören zu F. 

Jede weitere Tangente t von JR^ trifft, als Strahl von F, zwei 
gepaarte Geraden l, l' der J, und diese sind also die Troffgeraden der 
4 Tangenten a, i, c, t. Trifft t einen der Doppelstrahlen, so haben 
sich die beiden Treffgeraden vereinigt. 

Wenn 4 Tangenten von li^ nur eine Treffgeraäe lidben, so ist diese, 
ein StraJd von F, und für solche Tangenten von li^, vieldten ein SiraJil 
von F begegnet, ist derselbe die einstige Treffgerade. 

Zwischen der Punktreihe von R^ und der Involution J besteht 
eine Projeetivität, in der jedem Punkte von li^ das Paar von J ent- 
spricht, das von der Tangente des Punktes getroffen wird. 

Die Berührungspunkte von a, b, c seien A, B, C und die Schmie- 
gungsebenen k, ß, y. 

Füllt die bewegliehe Tangente mit einer der festen Tangenten, 
etwa mit n, zusammen, ao sind die beiden Treffgeraden a', a" die Ge- 
raden durch A, bezw. in «, welche b und c treffen; b', h" ; d, c' mögen 
in derselben Weise zu b, c gehören. Folglich sind dies 3 Paare von 
J, entsprechend in der eben erwähnten Projeetivität den Punkten 

A, B, a 

244 Wir projiciren unsere Figur aus dem Nullpunkte der Ebene 

CO -.^ ABC auf eine beliebige Ebene s. 

B^ geht über in eine ebene Curve 3. Ordnung UV mit Doppel- 
punkt 3), in welchen sieh die Schnitte /)', D" der Curve mit ihrer 
aus kommenden Doppelsecante projiciren; die beiden Dopyelpunkts- 
Tangeuten sind die Projectionen der Tangenten (t, d" in B', JF an 
die Kaum curve. 

Die Punkte A, B, C projiciren sieh in die Wendepunkte 91, äi, (5, 
welche auf der Wendepunkts- Linie lD==fi)£ liegen; Wendetangenten 
sind die Spuren a, h, C der Schniieguugsebenen «, ß, y. Aber in a 
liegt nicht blos a, sondern auch a", also haben beide die a zur Pro- 
jeetion und ebenso b und b" die 6, c und c" die C. 

Die Projectionen der Geraden von [abc) und von [«bt] uiuliUllen 
einrn Kegelschnitt §^, der also die 3 Wendetangenten Q, h, c bi^n'ijirt 
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und zwar jede im vierten liarmonisehea Punkte, der dem Wendepunkte 
zugeordnet ist in Bezug auf die Schnitte mit den beiden andern 
Wendetangenten. Denn k. B. der Berührungspunkt von a mit §^ ist 
die Projection des Schnittes der beiden Geraden a und d' aus den 
beiden Regelschaaren (a6c) und [«&c], welche in « liegen. Diese 
Ebene « schneidet aber die Tangentenfiäche von .B'' (ausser in zwei 
unendlich nahen Erzeugenden) in einem Kegelschnitte, der in A von 
a und in den Spuren der Tangenten fc und c von denen von ^ und f 
berührt wird; folglich ist der Punkt aßy~-zO, in dem die letzteren 
sich schneiden, der Pol, in Bezug auf diesen Kegelschnitt, der Ver- 
bindungslinie der beiden ersteren Spuren, d. h. der Geraden a", also 
der Punkt aa" der Pol der Geraden OA, und demnach sind auch die 
Punkte aa" und Ä harmonisch zu den Schnitten von a mit aß, ay 
oder einfacher mit ß, y. Diese 4 Punkte projiciren sich aber in die 
4 oben genannten Punkte von a. 

Bezeichnen wir noch, bei der Figur in der Projectionsebene *, die 
Berührungspunkte der Wendetangenten von 91^ mit §^ durch 9Ii, SSj, 
ßj und die Ecken des Tangentendreiecks abc durch %ü, SS^, S^- 

Die beiden harmonischen Würfe Sli^lSß^gj und S8^a39ta®ä sind 
perspectiv, also geht Slj^Bj durch den Schnitt ß von StS^ln und 
9(aS8, = C, ebenso SB,©, durch 31, ^,% durch SS; und die Wende- 
punkts-Linie TO ist demnach die Gerade, auf welcher die 3 Schnitt- 
punkte der Tangenten a, i), c von §^ je mit der Gegenseite des Drei- 
ecks ?lj 3Jj S, der Berührungspunkte liegen , oder die harmonische 
Polare, welche in Bezug auf das umgeschriebene Dreieck SlgSSgSa dem 
Punkte zugehört, in den die 3 Verbindungslinien der Ecken mit den 
Berührungspunkten der Gegenseiten zusammeulaufeu. 

Weil die Strahlen von SSj und Sl^ nach S^, 33j, St, die Gerade lu 
in %, ^, 6, hezw. 55, E, 2( treffen, so sind die Schnitte %', S" des 
Kegelschnitts §- mit lu die sich selbst entsprechenden Punkte der 
cyklischen Projectivität: 

StSBS A SEai, 

oder, mit kürzerer Bezeichnung, der eyklischen Projectivität ?lS!3fe. 

In Bezug auf eine solche Projectivität gelten bekanntlich fol- 
gende Sätze.*) 

„Wenn W, ®*, 'S.* die bezw. ?(, S, (S zugeordneten vierten liar- 
moaischen Punkte je in Bezug auf So, 6; 6, St; 9C, SS sind, so be- 
linden sich nW, SBSS* ee* in InvolutioJi und die Doppelpunkte 

*) Vovgl. Steiner-Si^brüter, Voileaungen libor Bjtithetiaolie Ooometn'p 
a. Auflage § 17 und Sehröter, Miithem, Annalea M. ll> S. 420. 
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<iieser Involution siod Kugleich iJie beiden sich seibat entsprechenden 
Piinlite 2)',^" der cyklischRU Projectivität. 

Die beiden Punktwürfe 91936®' und SlSßE®" sind äqui-auhar- 
mouisch, d. h. ihre Doppelverhältnisse sind die beiden imaginären va\- 
liischen Wurzeln der negativen Einheit,. 

Die Involution 59S, 5D'®" hat 2t und St*, die ja zu beiden Paaren 
harmonisch sind, zu Doppelpunkten. 

Je nachdem 31, SS, d reell sind oder nur einer von ihnen reell 
und die beiden andern conjugirt imaginilr, sind 3)', 3)" conjagivt ima- 
ginär, bezw. reell." 

Wir wollen gleich noch eine andere Eigenschaft unserer Figur 
ableiten, die uns später erforderlich ist. 

Die Tangenten an §* in seinen Schnitten 2)', ®" mit Id seien 
b', b". Wir betrachten den Warf, der auf b' durch die Schnitte mit 
n, b, C und den Berührungspunkt ®' gebildet wird: 

b'(abcb') A St,«j6,®' A ^(^(StiiB,©,®') A StSS®' ; 
wegoii der Involution S(3t, SSÖ, S)'©" ist aber ?t(5S}®' A aiSÖ^". 
Also: 

b'(atcb') A .aSG®" 
und 

r(at)cb") Ä 9t«e®'. 

5 Di^ Involution J in der Regelschaar [ade], die wir oben be- 

trachteten und in der a, a" ; h', h" ; c, e" gepaart sind, während die 
beiden zu /' gehörigen Strahlen dieser Sehaar die Doppelatrahlen sind, 
projicirt sich aus in eine Involution 3 in dem Tangentenbüschel 
um §^. Die a", h", c" projicirten sich in die Tangenten a, b, c, die 
a', V, c gehen durch Ä, B, C, also projiciren sie sieh in die zweiten 
Tangenten aus 3t, 35, S an §^, und folglich ist in die Gerade, welche 
die Schnittpunkte aller Paare dieser Involution S enthält, und die 
beiden Tangenten b', b" sind die Doppelstrahlen derselben; also sind 
sie die Projectionen der beiden zum Gewinde F gehörigen Strahlen 
von [flic]. 

Die projective Beziehung zwischen der Invohition J in \ahc\ uml 
der Punktreihe auf der eubischen Raumcurve geht durch die Projection 
ans über in eine projective Beziehung zwischen der Punktreihe auf 
W' und der Involution S um §^, in der also den 3 Wendepunkten 
die 3 Tangentenpaare entsprechen, welche von ihnen au §^ kommen. 
Diese Projectivität hat eine andere zur Folge zwischen dem Strahlen- 
büschel aus dem Doppelpunkte 3) von W und der Punktreihe auf TO, 
in dei' ein Strahl und ein Punkt sich entsprechen, wenn der Schnitt 
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von jenem mit SR^ und das Tangenten paar aus diesem an §- in der 
vorangehenden Projectivität einander corresponttiren. 

Bei dieser neuen Projectivität incidiren aber dreimal entaprecliende 
Elemente, nämlich 91, S, 6 mit S)(9(, ^ 6); folglich geschieht dies 
durchweg. 

Wenn also X. ein beliebiger Punkt der cubiachen Raumcurve ist, 
so schneiden wir die Ebene, die aus der von kommenden Doppel- 
secante h^^OT/I/' nach X geht, mit IB ; die beiden Tangenten, 
welche dieser Schnittpunkt an §^ sendet, sind die Projectionen der 
beiden Geraden von [tbc], die von der Tangente von X getroffen 
werden. 

Schneiden wir insbesondere die Ebenen von h nach S', S)" zum 
dritten Male mit der Curve ü^, so erhalten wir die Berührungspunkte 
derjenigen beiden Tangenten, welche von den zu F gehörigen Strahlen 
der Eegelscbaar [abc] getroffen werden, also derjenigen Tangenten, 
welche allein mit a, i, c Tiingenteuquadrupel bilden, die nur eine 
Treffgerade haben. 

Wir wollen nun nachweisen, dass das die Tangenten d', (T' in ^4<'i 
den Punkten 1/, D" auf der Doppelsecante /( sind, oder dass die 
beiden Doppelpunkts -Tangenten von W gerade durch 5D', ®" gehen. 

Dazu betrachten wir die 3 Kegel (A), (B), (C), welche die cu- 
bische Raumcurve aus A, B, C projicireu.*) 

Der Kegel (..4) wird längs der 3 Kanten a, AB, AC von den 
Ebenen a, Ah, Ac berührt; folglich liegen die Schnittstrahlen dieser 
BerQhrungsebenen je mit der Verbin dungs ebene der beiden a,udcrii 
Kanten in einer Ebene oji; diese 3 Verbindungsebenen sind w, (la, 
Jia, Die ,-j in tOj befindlichen Strahlen sind also : 

Si = («, w), s,' ^= (Ah, Ca), Si" — {Ac, Ba). 

Die Ebene Oj steht zu dem Kegel (^4) und dem ihm umgeschriebenen 
Tangenten- Dreiflach, welches der w, in s,, s/, s," begegnet, in der- 
selben Beziehung, wie die Gerade lü zu dem Kegelschnitte §- und 
dem umgeschriebenen Tangentendreiseite a6c, welches die Vo in %, Si, S 
schneidet; folglich sind die Schnitte vou a, mit (A) die sich selKi^t 
entsprechenden Strahlen der cykliseben Projectivität s^Si'si". 

Die Kegel (Ji), (C) liefern zwei weitere Ebenen o^, co-, mit den 
Strahlentripelu : 
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s^^~(ß,a>), sJ = (Bc,Ab), s,"-^(Ba,Cb); 
s, i^ (y, m), Sg' ~ (Ca, Bc), s^' = {Cb, Ac). 

Die 3 Strahlen s/, s^', Sj' gehen ersichtlich durch den Puükt 
P' =:.,- {Ab, Bc, Ca) und die 3 Strahlen s^", s^", %" durch den Punkt 
B" TBi(^Ac, Ba, CiJ). Folglieh gehen alle 3 Ebenen o,, a^, O3 durch 
die Gerade F'B". Die 3 Strahlen, welche sie in a einschneiden, sind 
die s^, S3, Sj, also gehen diese durch den Punkt (la, P'P"); und da 
durch sie hezüglieh die 3 Schmiegungsehenen k, ß, y gehen, so ist 
dieser Punkt der Nullpunkt oder Pol von tu. 

Alle 3 cyklischen Projectivitäten bewirken auf OB' B" dieselije 
eyklische Projectivität, nämlich OB'P"; die 3 Paare der Kanten von 
(A), (B), (C) bezw. in Oj, co.^, ojg gehen also durch die sieh selbst 
entsprechenden Punkte dieser cyklischen Projectivität, welche daher 
den 3 Kegeln gemeinsam sind und infolge dessen auf der cubiachen 
Raumcurve Ji* liegen. Somit ist OB'B" die von kommende üoppel- 
secante h dieser Curve. 

Die cyklische Projectivität AB{0, F', B"), welche aus AB die- 
jenige auf der Doppelsecante projicirt, sendet also ihre sich selbst 
entsprechenden Ebenen nach B', B'; folglich sind die beiden Ebenen- 
würfe aus AB nach B"B'OD' und P"P'OB" äqui-anharmoniseh. 
Die Ebene ABB" enthält s", welche durch A geht; also ist sie Bs^" 
oder Ba; ebenso ist ABB', welche Sg' enthält, Ab; sie enthalten dem- 
nach die Tangenten a, i; ABO ist m und enthält C; folglich gehen 
die 4 Ebenen des ersten Wurfs von der Sehne AB der cit bischen 
Raumcurve nach den 4 Punkten A, B, C, Bf und die des andern 
nach A, B, C, B". Mithin sind auch diese beiden Punktwürfe auf 
der cubischen Raumcurve äqui- an harmonisch. 

Wenn also A, B, C drei Punkte einer cubischen Raumcurve und 
B', B" die Punkte sind, in denen sie von der Doppelsecante getroffen 
wird, welche vom Nullpunkte oder Pole der Ebene ABC kommt, so 
nind die beiden Punktwücfe ABCT/, ABGB" auf der Curve äqni- 
anharmouisch. 

Folglich sind die Ebenen durch die genannte Doppelsecante, 
welche die beiden Tangenten d', d" vou iX, Bf' enthalten, die sich 
selbst entsprechenden Ebenen der cyklischen Projectivität h (A, B, C), 
und in der Projection die Doppelpunkts-Tangeuten die sich selbst 
entsprechenden Strahlen der cyklischen Projectivität ®(9t, 39, 6). Dem- 
nach gehen sie, wie behauptet, durch die beiden Punkte S)', 25" auf lu. 

Mithin sind d', d" die beiden Tangenten, welche vou den ■m F 
gehöngen Strahlen der Itegelschaar \ahij] getroffen werden. 
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'}}enn a b c drei beliebige langentei lei 1^ btnd, so berühren 
he/e»igen beidcjt Tangenten uelcke mtf jeneii Tangenten Quadmpel bilden, 
die jt, mit itne enz qe Tt ffjcrade liabm d c dann zum Gemnde r ge- 
lobt m den Schmttptmlteii der Doppdsecante de loni Fol der Yer- 
bmdungsehene dfi her knmgspunUe det j je/ebe>m Tangenten liommt. 

Und ferne 1 

Die Beriihrungspunlita von 4 Tangentot der Curm Ti^, toekhc von 
einem Strahle des siigehörigen Gavindes V getroffen wei-den und dann 
mir von diesem Strahle, bilden einen äqui-anhannonischen Wurf. 

Sei g' der Strahl von r, welcher abed' trifft. Nehmen wir an, 2 
dass diejenige Doppelpunkts- Tangente von 5R^, in die sicli d' projiciri, 
durch 23' geht; dann ist die Tangente b' in ©' an §^ die Projection 
der Treffgeraden f/' und der Punkt d'g' hat S' zur Projection. 

Der Punktwurf g'(abcd') ist projectiv /.u b'(a6eb'), also projeciiv 
zu SlSöeSJ" oder /((^SSe©") oder h{ABGd") oder zum Punktwurfe 
ABÜD" auf ii'', und ebenso ist, wenn g" die Tretfgeradc von ahcd" 
ist, V (abcd ) A 4.BCD 

Dei Tunktivurf, iidchen jetf 4 Tanginten ajif ihte* cmstgoi Tieff 
geraden heivoirufen, i»t ebenfalls aqin anharmomsch, aha nidtt gu dem 
der Berührungspunkte der 4 Tangenten ptojectiv Jiclmehr, wenn stici 
so zusammengehörige TamientenqiKtdiupel , uclcJiß die 3 eisten Tangenten 
gemetnsam hcd)en, bettachtet neiden, bo ist ji da PimJcttmaf auf det 
Tieffgeiaden deb einen Quadrupels m dem Wurfe dn Bei uhi ungspiml tc 
de^ andern projecln 

Da a, b, c, d' nur eine Treffgerade haben, so berührt d' die 
Trägerfläche (abe), und folglich sind die Ebenen /(«, b, c, d") die 
Berührungsebenen dieser Fläche in den Punkten g'(a, h, c, d') und 
der Ebenenwurf und der Punktwurf sind projectiv. 

Atif jedem Strahle von V entsteht durch die Tangenten da- eubise/ien 
Eaumcurve, die er trifft, ein äqui-anharmon-ischer Punktwurf' und nm 
0in ein su demselben projecliver , also ebenfalls äqui - anharmonijselier 
Ehenemmirf.*) 

Ist daher der Strahl reell, so müssen zwei von den 4 Tangeuten 
recdl, die beiden übrigen conjugirt imaginär sein; denn sowohl bei 4 
reellen, als bei zweimal zwei conjugirt imaginären Elementen ist 
bekanntlich das Doppelverhältniss reell. 



*) Vergl. bierzii Vosi^, Matheiti, AiihliIcu Bd, 13 S. i 
für Mathematik B.l, 86 ti. 116, 
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248 Die oo* Gruppen von 4 Funkten iler liavnicurvc ii'' führen in 

interessanter Weise su den oo* Gewinden, weiche sich auf das mr tkti-vc 
i/ehÖrige sldttgen. 

Nennen wir dieses Gewinde nun wiederum r„. 
Es sei ABCB ein Punkt-Quadrupel auf B^ und a, b, e, d seien 
die zugehörigen Tangenten. Wenn dann noch Ä', B', C drei be- 
liebige weitere Punkte der Curve sind mit den 'i'angenten ((', h', v, 
MO liaben wir in der Regelscliaar \a'h'c\ eine Involution, deren ge- 
paarte Geraden in Bezug auf Ty polar sind. Die Gewinde ferner, 
welche durch a, h, c, d gehen und das Netz gemein haben, dessen 
Leitgei-ade die beiden Treftgeraden )■, s dieser 4 Geraden sind, schnei- 
den ebeufails in [a b' c] eine Involution. Es sei /, s' das gemein- 
same Paar dieser beiden Involutionen und F das Gewinde durch 
(nfccrf) ?^^ [s's], von welchem dieses Paar eingeschnitten wird, so iat 
dasselbe, weil r uud &' nach F^ polar sind, in Involution zu J^,; / 
und s', ebenfalls weil sie polar sind nach fjj, trerten die nämliche 
vierte Tangente d' von Jl'' mit dem Berührungspunkte 1)'. 

So ist, ivenn A, li, G. D auf R^ yegehen sind, dem Tripel Ä' ß'C 
auf M^ cindeutiff ein vierter Puntct D' der Chirve mgeoränet und das- 
selbe gilt hei jedem der oo'* Tripel auf R^. Allen diesen Quadrupeln 
gehört dasselbe Gewinde F ;:^(, weil es durch das Strahlennet» [rs] von 
rj, nur ein Gewinde giebt, das sich auf P^ stützt. 

Folglicli idrd dieses Gewinde F durch die Paare der Trejf'geradcH 
der Tangenten aller dieser Quadrupel A' J^ü' Iff crgmigt; dein Quadi-iipcl 
ABCD nennen wir das Geivinde sowohl, wie die oc^ Qiiadrujtel m- 
(jcordnft 

Die ßemehung swischen den Quadrupeln ABVD und ÄB'C'J)' 
ist gegenseüig, d h die Treffgeraden )■, s von a, b, c, d liegen atif 
einem Gewinde durch {a'b'c'd') =^ [r's'\. 

In der Tbat, die Geradenpaare It, mm', rs der RegeUchaar |'m6c|, 
welche von r', s', d getroffen werden, sind in Involution, weil «, b, c, 
d, r, s' zum Gewinde F gehören und also die Geraden aller 3 Paare 
nach F polar sind. Diese Involution ist mit derjenigen identisch, 
welche von den Gewinden, die durch |V's'j gehen, eingeschnitten wird, 
da /, l'; m, m zu den Gebüschen [)■'], [s'] gehören; also geht auch 
ein Gewinde dieses Büschels durch r, s. 

Dieses Gewinde ist zu F in Involution, weil jedes von iliiieii 
durch ein Paar Polaren r, s, bezw. )', s' des andern geht. 

2'i'J Jedes Punktquadrupel auf ß^ gehört zu einem Paare von Polaren 

in Bezug auf F den Trefi'geraden der 4 aiigehörigen Tangenten; uud 
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umgekehrt, jedes Polaren-Paar von F^ wird vou 4 Tunifeüten der Vf 
getroffen «ud gehört ihm also das Quadrupel der Berührangspuiikte zu. 

Zwei Punktquadrupel AB' CK, Ä' B" C" D" 'bestimmen ein lineares 
System 1. Stufe Si von Punhfquadrupcln, die Tangenteu-Treffgeraden 
r's', r" s" gehören zur nämlichen Begelschaar und legen eine Involution 
in ihr fest; die Quadrupel, die den übrigen Paaren zugehören, erfüllen 
das System S^. 

Drei FunJäqiiadrupel Ä'B'C'D', A"B"C"I>", A"'B"'C"'I/" hr. 
stimmen ein lineares System 2. Stufe S.^ vmi Pvnlctquaiintpeln , dejui die 
3 Paare r's', r"s", r"'s"' gehören, als 3 Paare l'oiaren in Bezug auf 
r„, 7.11 dem nämlichen Strahlennetze (Nr. 98); die Polare zh jeder 
weiteren Geraden dieses Netzes gehört ihm auch au, da alle durci] 
dasselbe gehenden bewnide weh auf F^ stützen; die zu diesen übrigen 
Paaren von Polaren gehuiigen Punktquadrupel erzeugen S^. 

Endlidt, vier BitnJitgtiadt upel bestimmen ein lineares Systetn il. Stufe 
Ä, von Bunhtguadiupeln auf iJ*. Die 4 Paare der Tangenten-Trelf- 
geraden gehören zu dem'^elhen Gewinde, das sich auf F^ stützt und 
von oo^ Paaien Polaien des F^ eifüilt wird; durch die zugehörigen 
Punktquadi uptl wird S^ eiieugt 

Sind die 4 Pimllquadt upel detn AB CD in dei- obitjcn Weise zu- 
f/LOidnet, so ist das Gewinde das !:n ABCD sugeMrige F und die Qua- 
diupel tott Sj sind die sammtlichen äi.m ABCD zugeordneten. 

Gehoien, m den vorangehenden Fällen, die beiden oder die drei 
gegebenen Quadrupel i.\x denen, welche dem Quadrupel ABCD zu- 
geordnet sind, so hat die Regelachaar {r's'r's"') oder das Strahlennetz 
{^r sr s r s ) mtt F 4, bezw. Strahlen gemein und befindet sich 
in F, also alle Quadrupel des lioearen Systems 1. oder 2. Stufe sind 
dann ABCD zugeordnet. 

Zwei Quadrupeln ABCD und AiBiC^D, sind t/emeinsam oo"'^ Qua- 
drupel zugeordnet, welche den Polaren-Paareu {von F^ in dem Strahlon- 
iietze zugehören, in dem sich die beiden Gewinde F und r", durch- 
schneiden, die den gegebenen Quadrupeln zugehören; sie bilden also 
ein lineares System 3, Stufe und sind natürlich allen Quadrupeln des 
linearen Systems 1. Stufe zugeordnet, das durch ASCD und A^B^C^ D^ 
constituirt wird, und ähnliches gilt in den folgenden Fällen. 

Ebenso sind drei Quadrupeln gemeinsam zugeordnet die Quadrtijjcl 
eines linearen Systems I. Stufe, und vier Quadrupeln ein einsiges Qua- 
drupel, das dem Polaren-Paar (von T"^) zugehört, in dem sich die 1 
Gewinde durchschneiden. 

Da die Beziehung zwischen 2 zugeordneten Quadrupeln gegen- 
seitig ist, so erhält matt das Quadrupel, diis 4 Quadrupeln und dem 
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durcfi sie consHtuirlen linearen Systeme 3, Stufe 0111/eordnet ist, mich 



Man schneide das Gewinde J", das durch die Treffgenuleu dui- 
Tangenten der Quadrupel dieses Systems erzeiigt wird, oder, was das- 
selbe ist, das Strahiennetz F^F mit der Tangen teiifläche von li^; die 
Berührungspunkte der 4 Tangenten, welche gemeinsam sind (von deu 
beiden Leitgeradeu des P^r gleichzeitig getroffen werden), berühren 
in den Punkten ABCB des gesuchten Quadrupels. 

Liegt ein System von nur 2. oder 1. Stufe oder ein einziges 
Quadrupel vor, so erhält man entsprechend ein Strahlennetz oder eitiu 
ßegelscbaar von Polaren -Paaren oder ein einziges Polaren-Paar von 
r^, und die — auf F^ sich stützenden — oa', oo'\ qq-' Gewinde durch 
dieses Netz, diese Schaar oder dieses Paar haben mit der Tangenten- 
Ilaehe von li'' die co', 00^, 00^ Gruppen von 4 Tangenten gemein, 
deren Berührungspunkte die Systeme 1., 2., 3. Stufe von Punkttjua 
drupeln bilden, welche dem gegebenen Systeme 2. oder I. Stufu oder 
einzelnen Quadrupel zugeordnet sind. 

Wir haben es also hier mit einer eindeutigen Corrcspondens zwischen 
<k'it CO* Fttnkiqiiadrupeln auf R^ und den c»* Getvittden eu thtm, welche sich 
auf das der R^ sugelMrige Gewinde F^ stütsen. Einem linearen Systeme 
der einen Ati entspricht ein gleiehstuftges lineares System der andern Art.*) 

Zwei einander mgeordneten FunJäcßtadrupdn ABGD und A!Tjü' D' 
cntsprcclien ii Gewinde F und F', die hemv. durch die Tangenten des 
Quadnvpels, dem sie entspredien , und die Tangenten-Treffgeraden des 
andern Quadrupels gelten und i/egensmtiy in Involution sind (Nr. 2-18). 
Man könnte deshalb die beiden Quadrupel auch als „in Involution be- 
lindlich" oder „sich gegenseitig stützend" oder, nach eiuor auch für 
diese Beziehung Ohlieben Benennung, als „apolar" bezeichnen. 

2 U i l ea es '^jste 1 bt f F Itj al-upcl Im IUI 
I vol t or 4 irrade es st 1 h 2 (t, d up 1 be t mmt I jed 
ve te e P nU von F gel o t nu zu einem Q ilrupel 

L n sol hes Sjstet olt e e solclo I vol ton J a f 1 lef rt 
etfacl nenlliües by tem T t a det uel le all Ict 1 
jescJ lebet l l deten Ecket p (4P Itet e er Cr uppe 

ton J4 legen Be Ehe er l se Tetraeder s l Sein ej ngsehe n 
ener a idem hisle Ba le al alle d ese Tef a ler m 

jcscl r eben » 7 

"V\ hab ze „ , 1 1 1 j i 1 nU C i El „1 

-*) Vergl, Jouuiid i; Muthciiiaük Bd. 86 S. Uli, 
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welclie 3 l'uiiktü aus derselben Gruppe von J^ verbiudeii. Die li;\ 
m\( die ja — durch Projeetioa aus einer Seline — die Sätze über 
CorrespondenKen auf einer Geraden übertragen werden können, trägt 
eine Correapondenz [3, 6] folgender Art. Jeder Punkt X der Curvu 
If gebort zu einer Gruppe von J^; die 3 Paare der übrigen Punkte 
derselben geben mit verbunden Ebenen, deren dritte Schnitte mit 
H^ die 3 dem X entsprechenden l^unkte Xi sind. Gehen wir um- 
gekehrt von einem X, auf W aus, so bilden die beiden weitereu 
Schnitte der Ebenen durch OX, mit R^ eine Involution (2, Grades); 
in dieser giebt es 3 Paare, deren beide Punkte zu der nämlichen 
Gruppe von J^ gehören ; weil die beiden Involutionen, als involu torische 
Correspondenzen [3] und [1] auf demselben Träger, 3 Paare ent- 
sprechender Punkte gemein haben (Nr. 21, 23). Die 2,3 Punkte, 
welche diese Paare zu Gruppen von J^ vervollständigen, sind die dem 
X, entsprechenden Punkte X. Jede Coincidenz von [3, 6] liefert eine 
durch gehende Ebene, welche 3 Punkte einer Gruppe von J^ ver- 
bindet; jeder dieser 3 Punkte ist dann aber eine Coincidenz. Also 
gehen -?, (3 -|- 6) = 3 von den Ebenen unserer Tetraeder durch U. 

Durch einen Punkt von li^ gehen nur die 3 Ebenen, welche ihn 
mit je zwei von den andern Punkten seiner Gruppe verbinden; da 
eben jede von unsern Ebenen der R^ nur in den Punkten begegnet, 
die sie verbindet. Wegen des Princips von der Erhaltung der An- 
zahl könnten wir uns mit diesem einfacheren Beweise begnügen. 

Weil die Involution durch 2 Gruppen bestimmt ist, so haben wir 
den Sata von Hurwita:*) 

Wenn zwei Tetraeder einer cubischen liaumcurve eingeschrieben 
sind, so osculiren ihre 8 Ebenen eine andere cubische liaumcurve, 
und es giebt oo' Tetraeder, welcher der ersten ein-, der zweiten um- 
geschrieben sind. Jeder Punkt jener ist Ecke, jede Schmiegungsebene 
dieser ist Ebene eines und nur eines von diesen Tetraedern. 

Die Involution J^ hat, als involu torische Corresponden?. |3|, G 
sich selbst entsprechende Punkte, also 6 Gruppen mit 2 zusammeu- 
gefailenen Punkten; von dem einer solchen Gruppe zugehörigen Te- 
traeder berührt daher eine Kante die R^, die gegenüberliegende Kante, 
als Schnitt zweier unendlich naher Schmieguugsebeneu, wird Tangente 
der zweiten Kaumcurve, also gehört sie zu deren Gewinde; sie gehört 
aber, als Sehne der Ji'* mit getrennten Schnitten, nicht zu dem Ge- 



*) Matheiii. AmiiilnJi HA. 20 K, 135, wo Hurwita diesen Hat» mit HUI'! 
der Krzougung der luibiKcken BaiiinL:urv(; durdi lollineiire Biinrk'l oder i'oldcr 
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wiiitie der K", Lieiiii au ihr ist nach <liesem (jewiiide tliu von ihr 
verschifdcue Schuittlinio der Schmieguiigsebeneii von 11" in den beiden 
Schuitteu polar. 

Mithin gdiört su den beiden limimciirven nickt das nämliche Gewinde. 

i^öl Wir haben im Kaume oc^ Gewinde, oo'* cubische Uaumcurveu, 

denu 6 Punkte bestimmen eine cubische Rauraciirve, *) das Hindureh- 
gehen durch einen gegebenen Punkt ist iiber für eine Raumcurvc eine 
doppelte Bedingung, Zu jeder cubischen llaumcurve gehört nur ein 
(jewinde. Folglich ist jedes Gewinde für oo' cnbische Rmimairvcn das 
siigehiJriije. Machen wir uns dies Ergebniss noch direct klar. Durch 
3 Punkte und ihre Nullebenen in Bezug auf das gegebene Gewinde 
ist dieses und sein Nullsystem eindeutig bestimmt (Nr. 51, 58); jede 
cnbiache Kanmcurve, t!ie in den 3 Punkten je die zugehörige Null- 
ebene osciilirt , hat sie also auch zu Polar- oder Nullebenen dieser 
Punkte. Folglieh ist ihr Gewinde mit dem gegebenen ideatisch. Wir 
können oo^ solche cubischen Rauracurven construiren, indem wir in 
einem der 3 Strohlenbüschei, die durch Punkt uud Nnllebeue bestimmt 
sind, noch einen beliebigen Strahl als Tangente für die Curve gebeu 
können. Den Beweis führen wir nach dem Vorgange Staudt's**) und 
schicken mit ihm folgenden Hilfssat/, voraus: 

Wenn A, B, 6' 3 Punkte einer cubischen Raumcurve ./£■' und 
«, b, c ihre Tangenten sind, so werden die Seh miegungs ebene « in A 
und die Ebene a^, welche in A das Hyperboloid (aJx^ berührt, durch 
B und C harmonisch getrennt. 

In «j^ liegt die von A kommende Gerade j) der Kegelscliaar 
\ubc\, die Schnittlinie der Ebenen Ab, Ac. Der Kegel 2. Grades, 
welcher B? aus, j4 projicirt, berührt die Ebenen «, Ah, Ac lüngs 
((, ABy AC, also ist die Ebene ABC Polarebeae von p nach ihm 
und demnach «j ^p« die Polarebene der Geraden (ABC, «); mithiu 
sind die beiden Kanten AB und AC harmonisch zu {ABC, a) und 
«I oder zu « und ti:^, was zu beweisen war. 

Sind nun A, B, C 3 beliebige Punkte und n, j3, y iii»^« J^i^iH- 
ebeuen in Bezug auf ein gegebenes Gewinde F (oder Nullsysteni), 
endlich u ein beliebiger Strahl des Büschels {A, «); so sei der 
Schnittimnkt «ßy, also der Nullpunkt der Ebene w ?^ ABC. Wir 

*) Vergl. z. B, Schröter, Oberflaclien 2. Ordnung und KiiumLurvcn 3. Uvd- 
iiung S. 239. 

**) Beiträge auv Geometrie der Lage Nr. 481, 486. — Htandt nennt die 
einem Hallsjsteme (oder Gewinde) zugehörigen L-ubiscben Kaumcurrün si^inu 
Urdiiudgsuurvcn (Xr. 485). 
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coustriiiren auf CO ilcö zugeordueten viorteti hiirmoiiiydien l'imlit 
f in Bezug auf C uiij H^ (00, AS) und weiter den C zugeordneten, 
vierten liarmoniaclien Punkt C in Bezug auf F und H, verbinden 
Ü' mit ay durch r^ und B mit r^ß durch h, welche also zum Büschel 
(ß, ß) gehijrt. 

Dann gtebt es eine (und mir eine) aiMschc liattmamr. 1S\ welche 
durch A, S, geht, in A und B die Stralilmt a, h herührt und de^t 
Ebenen k, ß sich anschmiegt; sie ist der Schnitt, welchen, ausser AB, 
die beiden Kegel 2. Grades aus A und B haben, welche beide dtircli 
C gehen und von denen der eine die Ebenen « und Ah längs a und 
AB, der andere die Ebenen ß und Ba lünga & und BA tangirt. 

Diese Ctirve hat y mr Schmiegtingsehene von C; dazu haben wir 
nur noch zu zeigen, dass ihre Tangente c in (7 in die Ebene y Mit; 
denn da die Scbmiegungs ebene von C durch OnEs(^BC, «, ß) gehen 
muss, so ist sie dann mit Oc oder y identisch. 

Wenn p, q, r die Geraden der Scbaar [abc] sind, welche durch 
A, B, C gehen, so sind «, ;zi ap, ß, ^B bq, y^ =■= er die Berührungs- 
cbenen der Fläche («6c) in den Punkten A, B, C. Nuu sind, nach 
obigem Hilfssatze, « und a^ harmonisch durch B und C oder durch 
iB und C getrennt- da nun « durch geht, so muss Kj durch Ali" 
^cben und ebenso ß^ duich BF, folglich berührt der Kegelschnitt K, 
den die Flache [abc) aus ra ausschneidet und der durch A, B, C geht, 
lu i und B die Gcrulen ÄF und BF, also sind F und H conjugirt 
in bezug auf ihn und C hegt auf ihm. Daher ist der Strahl r^, der 
von C lufgeht und a und h tnftt ein Strahl von [«&cj. Die Ebene 
j wekhe durch CO und aho durch C geht, nimmt r, in sich auf, 
von der sie noch den zweiten Punkt ay enthält, also auch die Tau- 
j,ente c, di dieselbe duich C geht und r, schneidet. 

Demnach hat R'' die ^utlcienen a, ß, y von A, B, C su ihren 
Schmegungsdmien tn diesen Bunktett und infolge dessen das gegebene 
treimnde mim migeftongen oder ist — nach Staudt's Ausdrucke — 
eine Ordnungscurve desselben; für ihre übrigen Punkte sind also auch 
deren Nullebenea in Bezug auf dies Gewinde die Seh miegungs ebenen. 
Folglich genügt es, um alle Orduungscurven zu erhalten, sich mit den 
3 Punkten durch eine feste Ebene zu bewegen. Diese liefert aber 
oo''-^ solche Tripel. In jedem Falle kann man dann noch der Tan- 
gente a oo^ Lagen geben; so ergiebt sich die 7 fache Unendlichkeit der 
cnbischen Baumeurven, denen ^n gegebenes Gewinde zugehört. 

Für eine cubische Eaiimcurve ist es also eine fünffache Bedingung, 
einem gegehmen Gcmnde eugvgehören, und ebenso für ein Gewinde eine 
fünffache Bedingung, su einer gegebenen cnbischen Eaumcurve su ge- 
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kören.'*) In der That, für Jie Polarebencii von uwei Punkten A, B 
sind es zwei Bedingungen, in die NuJlebenen a, ß dieser Punkte in 
Bezug auf das Gewinde zu fallen; werden sie erfüllt, so ist es für 
diu Polarebene eines beliebigen dritten Punktes C nur noch eine ein- 
faclie Bedingung, da die Polarebene wie die Nullebcno von (J durch 
den Punkt {ABU, «, (5) geht. 

*) Ebenso ist CB für zwei cubische Uaniucurv-pn eine riini'fache CctUngung, 
?^ii dömselbon (.iewinde ku geliöien: A beliebige Piiokte müssen in Beätig auf 
beide diu iiüralitben Pohivcbencn bübeo. 
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Der tetmedrale oder Reye'sche Complex. 
I. 

Unter den Complexen 2. Grades giebt ea emeii besonders eiu- 2fi 
fachen, den wir jetzt schon besprechen, weil wir die Bekanntschaft 
mit ihm bei der Behandlung der Congruenzen 2. Ordnung voraus- 
setzen müssen: den tetraedralm Complex, welcher zuerst von Jleye 
untersucht worden ist.*) 

In Nr. 49 bewiesen wir den Satz von Staudt, dass, wenn A, B, 
C, B die Ecken und «, ß, y, 3 die gegenüberliegenden Ebenen eines 
Tetraeders T sind, (j aber eine beliebige Gerade, der Ebenenwurf 
g{A, B, C, D) und der Punktwurf g{(c, ß, y, ö) projectiv sind. 

Balier ist der Ort der Strahlen, welche nach den Ecken von T einen 
Ebeneniotirf von gegebmem Boppelverhältnisse 2. sendeit, identisch mit 
dem Orte der Strahlen, ivelche durch die Ebenen von T In einem Ptmlt- 
ivurfe dieses Boppelverhältnisses geschnitten werden. 

In beiden Fällen wird den Strahlen damit eine einfache Be- 
dingung auferlegt; also etsevyen sie einen in sich dualen Complex, 

Der Complexkegel aus einem beliebigen Punkte X ist derjenige 
Kegel 2. Grades durch die 4 Geraden von X nach A, B, C, B, von 
dessen Kanten nach diesen 4 Kanten ein Ebenenwurf vom Doppel- 
verhältnisse l geht. 

Die Complexcurve in einer beliebigen Ebene | ist derjenige Kegel- 
schnitt, welcher die 4 Geraden |(«, (3, y, S) berührt und auf dessen 
'J'angenten dieselben einen Punktwui-f vom Doppel Verhältnisse l ein- 
schneiden. 

Ber Complex ist also 3. Grades. 

Wir nennen ihn T. Alle seine Complexkegel gehen durch die Ecken 
des Tetraeders, alle seine Complexcurven herühren die Ebenen desselben. 

Bie Strahletibündel aus den Ecken des Tetraeders, die Strahlenfdder 
in seinen Ebenen, gehören also vollständig mm Complexe. 

In der That, für einen Strahl in einem dieser Bündel oder Felder 
wird die eine verbindende Ebene, bezw. der eine Schnittpunkt uu- 

*j Geometi-ie der Lage Alith. II erste Aiiüage (1868) 15. Vortriig. 
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bestimmt und kann also so gewählt werden, da,as das Doppel verhält - 
nias i. zu Stande kommt. Demnach serfaUt der Complexkegel eines 
Punktes X in einer Ebene von T, etwa in a, in den Sirahlmbiiscliel 
(X, a) und einen sioeiten, dessen Sbene durch A geM, da die des ersteren 
durch B, C, B geht; d)&nso gerfälU die Qymplexeurve einer Ehene %, 
vjelche A enthält, in den StrakJenbüsehel {A, |) und einen zweien, dessen 
Scheitel auf a liegt. 

Nennt man nun mit Flacker bei einem Complexe 2. Grades 
sokke Funkte und Ebenen singulär, deren Cott^lexkegel , besw. Complex- 
curve serfälU, so hat man: 

Alle Punkte in den 4 Ebenen des Tetraeders, alle Eienen durch 
die Ecken desselben sind für den tetraedralen Complex singulär. 

Man nennt das Tetraeder desLaib auch das singulare Tetraeder 
des Complexes, bezeichnet es aber auch als sein Grund- oder Funda- 
mentäl-Tciraeder. 

Dass der tetraedrale Complex, ausser durch sein Tetraeder, durch 
einen ihm zugehörigen Strahl, der durch keine Ecke des Tetraeders geht und 
in keine von seinen Ebenen fällt, eindeutig bestimmt ist, ist sofort klar. 

3 Wenn g ein Strahl von T ist, der die Ebene « in X trifft, so 
geht die Ebene g'ß durch den Punkt B' = {GB, BX), g{C, D) 
gehen durch C, B- also wird gA durch denjenigen Punkt Ä. auf Cli 
gehen, tüi wekhen {A B LBj X ist; so dass g den Strahl AA' 
schneidet und aut ihm die Ebene ß 

Da nun B und A sich projectn auf CD bewegen, so sind auch 
die Stxahlenba&chel (£, cc) und {A, ß) projectiv mit B B' und AA' 
als entspiechenden Stiahlen 

Foli/hch macht de} Compleh guet solclie Strahlenbüsdid, icie {A, a) 
und {B, ß), deren Scheitel tn 0iiei Eden des Tetraeders fallen und deten 
Eienen -^ich m der Vetbmdimgduinte der hdden andern Edcm sdine-lden, 
jiro^jectiv und cwai s-o, dabs alle Stiafilen des Complexes, die einen Strahl 
des einen Bmchels schneiden, auch den Jtomologen im andern treffin. 

Wu erhalten auf diese y\ eise einfach unendliche Sijstcme von 
Sttahtennetzen, die im Complexe enthalten sind. 

Die Netze einen Systems haben die beiden betreffenden (legnu' 
kanten des ietiaedeis gemeinsam 

4 Um zwei behebige Strahlf-n '/, (j von T und auf ihnen führen 
die beiden projectiveii Ebenen , bezw PunktwUrfe, die mit dun Ecken 
und Ebenen von T incidiren, zu zwei projeetiven Ebeuenbüseiieln und 
zwei projeetiven Punktreihen In beiden Fällen erhalten wir eine 
Ilegels{hiai \on Jei emen ^theu 4 (lerade durch die Ecken, von der 
an lern 1 illcn 4 f. n le m die tb ulu des T. 
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Die beiden Leitschaareii , weiche wir P[ und P.^ nenoeu wollen, 
enthalten (/', </"; jede Gerade der ersteren sendet nach den Ecken von 
T Ebenenwiirfe, die zu den von y' und g" kommenden projeetiv sind 
und also auch das DoppelverVältniss l haben. Mithin gehört Pj und 
ebenso P^j ganz zu T. Wie die verbundenen Schaaren, so senden auch 
Pj und Pg 4 Gerade durch die Ecken, bezw. in die Ebenen von T. 

Zwei Strahlen g, g" des tetraedralen Complexes gehören su swei 
verschiedmen vollständig zum Complexe gehörigen Begelschaaren P,, P^, 
deren Trägerfläche dem Tetraeder um-, hegw. einbeschriehen ist. 

Da wir die Strahlen von T auf oo^, die einer Regelschaar auf cx)^ 
Weisen paaren tonnen, so folgt: 

I>ie Hegelschaarm P,, P^ und ihre Trägerflächen iilden je ein 
System 4. Stufe. 

Im allgemeinen haben zwei Regelsehaaren derselben Art keine 
Gerade gemein; aber zu jeder Regelschaar P^ oder P^ giebt es co* 
gleicher Art, welche mit ihr eine Gerade gemein haben. 

Drei Strahlen (f, g", g"' von T tragen erstens drei projective 
Ebenenbüschel und führen also zu einer cubischen Raumcurve *", , 
welche durch die Ecken des T geht, die drei Geraden je zweimal 
trifft und deren ganze Sehnen- Co ngrueiiz [rj, 1. Ordnung 3. Klasse,*) 
zum Complexe gehört. 

Zweitens tragen die 3 Strahlen auch drei projective Punktreihen 
und führen zu einer abwickelbaren Fläche 3. Klasse r^, dem Inbegriffe 
der Schmiegung seh enen einer cubischen Baumcurve, welche die Ebenen 
von T osculirt, die 3 Geraden zu Schnittlinien von Seh miegunga ebenen 
oder zu Axen hat, wie diese Linien jetzt meistens genannt werden, 
und deren ganze Axen-Congruenz [^^|, 3. Ordnung 1. Klasse, zum 
Complexe gehört. 

Die Strahlen von T lassen sich auf oo^, die einer Sehnen- oder 
Axen-Oongruenz auf oo Weisen zu je dreien zusammenstellen. 

Der tetraedrah ComjpJei entMU oo* Sehnen- und oo* Axen-Con- 
gmensen von cubisc}im Haunictoim, von denen jede durch drei Strahlen 
des Complexes bestimmt lat 

Schneidet man die Tragerfl^chen von zwei Regeischaaren Pj des 
T, welche eine Gerade gemein haben, so erhält man eine cnbische 
Raumcurve r^, deren Sehnen- Congruenz zu T gehört. 

Alie oo'^ Regeischaaren einer Sehnen-Congruenz \r^] sind P,. 



*) Eingehen dev wird über diese bekannte Bebneii -Congi'Heiiz einer cubischen 
itauaicurve (Reye, Getuuetcie def Lage, IE, 12. Vortiag) in Mr. 309 geaproohen 
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Jede Pj gehört zu oo' Sehnen -Congruenzeu [i\\; die Sehneii- 
Regelschaaren derselben sind diejenigen, die mit P^ eine Gerade ge- 
mein haben. 

Da jede r, auf oo^'^ Weisen Schnitt von zwei Pj-Trägerääe!ien 
ist, so hefern die (x:* Regelschaareu P; oc*+'— --^ Cougmenzen fr,], 
die oo^ Congruenzen [r^J aber 3c^+--' Regel schaareii P^. 

Analog ist der Zuaammeuhang zwischen den P.^ und \r.^]. 

Zu den P^ gehören die oo" Complexkegel , za den P^ die cx" 
Complexeurven. Jene, wie diese ergehen sich, wenn (/' und y" sich 
schneiden. 

c Nimmt man aus dem "v' Systeme etwi dei P^ ille ihe]eni.<i.n 

xi' hei^ia, welche einen bestimmten htrahl r/ des T enthalten, so 
bilden die ii igerÜ iclien weil sie duiuh (/d und die Ecken \nn J 
^ehen, ein Netz und die i/^ cuth iltcndai ßegelsehaaien aller Flachen 
dieses Netzes gehöien zu unserm Sjsteme, denn ihre Geiadcu sind 
Trager von piojectiven iibenenbübcheln, in denen allen die nach den 
Ecken von T gehenden Ebenen homolog sind 

Das iimfach unendliclie System iht Tiageiflaclien du Megehtkamcn 
Pj ton T, iielches belbst meld luieai iist, entJiaü oo* lineaip Syttleinr 
^ Stufe ode> I\etze Jedei Stialil t-o» T Jegt ein boletteii INek fe^f 

Zwei veischiedene von diesen Netzen haben eine Fliehe gemein, 
welche diejenige P, tragt, die durch die beiden die Netie lestlej>endeu 
Geraden g^ bestimmt ist. 

Dies führt zu folgender Erzeugung des tetraedralen Coniplexes: 

TFe»« die 3 ConstUuenten eines Netzes von Flächen 3. Grades eine 
Gerade g^, gemein haben, so durehsehteiden sie sieh hekanntüeJi noch in 
4. PunMen, den gemeinsamen Punkten der beiden cubischen Rauin- 
curven, in denen eine der drei Flächen von den beiden andern go- 
schnitten wird und welche beide diejenige Kegelschaar der ersten 
Fläche, zu der gt, gehört, zweimal treffen. 

Nennen wir diese 4 Punkte A, B, 0, TJ die Grundpunlctc und g,, 
die Grundgerade des Netzes. 

Die beiden Regeischaaren sind auf jeder Fläche des Netzes geschieden : 
die eine enthält g^, die andere nicht. Folglich miiss der Complcx 3. Grades, 
■weldißr, nach Nr, 6, im allgetneinen durch die Geraden cinei^ Flächen- 
netees 3 Ordnung gebildet wird, verfallen. Die lefetm'en Regelschaarcn 
erzeugen das Sit aJilengebüsche [^j,], die ersteren hingegen den tetraedralen 
Complez mit deni CtJ andtefraeder ADCD, m dein g„ gäiort. 

Die ov" cubisfhen Raumcurven r, durch A, B, C, D, welche ij^, 
.-'.v'e'maj iielni sind die beweglichen lii'statidtheile der Grundcurveii 
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<ler Büschel rles Netzes. Jede Gerade g des Compleses ist Sehne für 
oo' Yon diesen Curven, welche alle auf der g eDthaltenden Fläche des 
Netzes liegen und in sie durch einen Büschel desselben eingeschnitten 
werden, zu dem die Fläche nicht gehört. Folglich bilden die Paare 
der Schnittpunkte der g mit diesen Curven eine Involution und für 
zwei ist sie eine Tangente. 

Unser Conyplex ist also auch Ort der Sehnen und Tangenten aller 
cubiscken Baumcurven durch A, B, C, D, welelie g„ sweimal treffen, und 
swar ist jeder von seinen Strahlen Seime für oo', Tangente für 2 von 
diesen Curven. 

Wenn g,, den Complex durchläuft, so ändert sich das Plächen- 
netz und der Raumeurven-Böndel; aber der zugehörige Complex der 
3o enthaltenden Regeischaaren der Flächen, der Sehnen der Räum- 
en rven bleibt derselbe. 

Wir wissen, dass eine cubisehe Raumcurve 12 Bedingungen er- 
füllen kann (Nr. 251). Bestehen diese aber aus den 6 Doppel- 
bedingungen, dass die Curve durch 4 gegebene Punkte geht und 2 
beliebig gegebene Geraden ku Sehnen hat, so giebt ea keine cubische 
Raumcurve, die ihnen genügt. Vielmehr muss die zweite Gerade g" 
dem durch die 4 Punkte und die erste Gerade g' bestimmten tetrae- 
dralen Complese angehören, wenn es möglich sein soll. Dann aber 
genügen sofort oo^ cubische Raumcurven, welche die Fläche 2. Grades 
erfüllen, die in diesem Falle durch die 4 Punkte und die beiden Ge- 
raden gelegt werden kann; unter ihnen giebt es eine, welche noch 
eine beliebige dritte Gerade ^" des Complexes zur Sehne hat: die 
Schnittcurve der Flächeu 2. Grades aus dem Netze mit der Grund- 
geraden g', welche durch g'\ bezw, g'" gehen.*) 

Diese Erzeugung führt auch zu tetraedralen Complexen, in denen 
das Tetraeder nicht vollständig reell ist. 

Im tetraedralen Complese haben wir 3 Arien von oo^ Stralilen- '. 
huscheln gefunden, welche je in 4 Systeme zerfallen (Nr. 2Ö2) : 

1) die Strahlenbüschel in den Ebenen des Tetraeders, 2) die- 
jenigen aus seinen Ecken, 3) di^enigen, welche ihren Scheitel in einer 
Ühene des Tetraeders haben und ihre Ebene durch die Gegenecke senden: 
die zweiten Büschel der zerfallenden Complexkegel sowohl wie der 
zerfallenden Complexcurven. 

Jedes der 4 Systeme von Strahlenbüschel u der dritten Art er- 

*) Vergl. Journal für Mathematik Bd. 71» S. iny. 
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füllt den ganzen Complex; jeder Strahl desselben gehört zu einem 
dieser Strahlen büschel. 

Die ScheUel und Ebenen der BüscM eines Systems S), z. B. des- 
jmiigen, das su a und A gehört, machen das Feld in « urtd dm Bündel 
cms Ä qiiadraUsch verwandt, mit der besondem Eigenschafl, dass dtirch- 
iveg entsprechende Elemente incidiren. 

In der That, wenn X wieder ein Punkt von a ist und A', S 
auf CD dieselbe Bedeutung haben als in Nr. 253, so treffen die 
Strahlen des Büschels 3) aus X die Ebene (J auf AÄ, also ist 
i ^- XAA! die Ebene des Büschels. Wenn Z in k eine Gerade 
durchläuft, so bewegt sich B' perspectiv zu X und Ä projectiv zu I^ 
und zu X, also umhüllt | einen Kegel 2. Grades. Dieser Kegel be- 
rührt die 3 Tetraeder-Ebenen ß, y, S\ denn wenn X auf CD zu liegen 
kommt, fällt der zweite Büschel in ß. 

Beschreibt also die Ebene | im Bündel A einen Büschel, so 
durchläuft der zugehörige Punkt Z in « einen Kegelschnitt, der dem 
Dreiecke BCD umgeschrieben ist; denn der zweite Büschel in einer 
durch AB gehenden Ebene des Bündels A hat seinen Scheitel in B. 

De ^ Punkte B f D m k und die 3 Ebenen ß, y, S \(ya A 
ind also die Ha iptelemente lieser quadratischen Verwandtschaft, 
I h diejenigen denen "«^ entspiechen: dem Punkte B alle Ebenen 
luich AB der Ebene ß alle Pnkte auf Kß = GD. 

Schneidet man die Ebene a mit dem Bündel A, so hat man in a 
ein luadiotisches ebenes NulhifStem (Nr. 51), in dem jedem Funkte X 
lon a dw DoppeUmte des StraMenbüschel- Paares zugeordnet ist, in das 
■iem fomplexliegel serfaUt 

Un 1 j ei ( eetiY dazu i->t das Nullsystem 2. Grades im Bündel A, 
n vekhem je 1er Ebene dip'ses Bündeis die Doppellinie des StraMen- 
büschel Paaies fniespondiit welches ihre Complexeurve bildet. 

Wir erhalten co^ Strahlenbüschel- Paare unter den Regelschaaren 
Fl oder Pg, wenn wir einen Strahlenbüschel 3) mit einem 1) oder 2) 
zusammenstellen, mit dem er einen Strahl gemein hat. 

Hingegen zwei Strahlenbüschel 3) aus verschiedenen Systemen, 
welche einen gemeinsamen Strahl haben, bilden keine Ausartung von 
P, oder Ps,. 

,7 Die Projectivität zweier Strahlen husche!, wie (A, ß) und (7?, a), 

welche durch einen zum Tetraeder T gehörigen Eeye'schen Complex 
bewirkt wird, führt zu einer sehr einfachen, in sieh dualen Erzeugung 
dieses Complexes, welche die Eneeitentvg der Sylvester' selten Er- 
zeugung des linearen Complexcs ist, aber, wenn man nur reelle Con- 
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atruetionen zuläsut, nur zu solchen tetraedralen Complexen führt, bei 
denen mindestens 2 Ecken (^A, J?) des Tetraeders, so wie ihre Gegen- 
ebenen reell sind: 

Alle SiraMen, welche zimi homologe Stralilen von zwei projectiven 
Strahlenbüscheln zugleich treffen, erzetigen einen tetraedralen Complex. 

Es seien (A, ß), (B, k) die beiden Strahlenbüschel und C, D die 
beiden sich selbst entsprechenden Punkte der conjectiven Panktrejhen, 
die sie auf aß hervorrufen. Wenn dann X, y irgend zwei Strahlen 
des erzeugten Compleses, x^, x^; y^, y^ die vmi ihnen gefcroifeneii 
homologen Strahlen der beiden Büschel und X.^, X^; I'j, Fg deren 
Schnittpunkte mit aß sind, so hat man: 

x{A, B, C, D) = (X„ X„ C D), y{A, B, C, B) = (r„ T,, G, B); 
nun ist aber: 

(X„ Tj, C, D) = (X„ Y^, C, B), 



und: 



(X„ X„ C, B) = (Jl\, r„ C, D) 
x{A, B, C, B) = y{A, B, C, D); 
folglieh senden zwei beliebige Strahlen des Erzeugnisses projective 
EbenenwQrfe nach A, B, C, B.*) 

Haben die beiden Büschel aber einen gemeinsamen Strahl, der 
sich in der projectiyen Beziehung überdies selbst entspricht, dann 
zerfällt der tetraedrale Complex in das Strahlengebüsche, das jenen 
Strahl zur Axe hat, und ein Gewinde; womit wir also eine Ausartung 
unseres Complexes kennen lernen. 

Eine zweite Erzeugung des tetraedralen Complexes, bei welcher 358 
man die nämliche Voraussetzung hinsichtlich der Realität über die 
Elemente des Tetraeders zu machen hat, ist folgende, zu der es dann 
noch eine duale giebt: 

Ein Punktfeld v/nd ein Strahlenhündel seien coÜinear auf einando' 
iezogen. Von jedetn Funkte des Feldes ziehe man die Strahlen, ivel^he 
den entsprechenden StraM des Bündels schneiden. Alle diese SbrcMen- 
büsehel erzeugen einai tetraedralen Complex. 

Es sei A der Scheitel des Bündels, k die Ebene des Feldes; 

*) Direet ist diese einfache Erzeugung zuerst vou Hirst ausgesprochen: 
On the complexes generated by two oorrelative planes, Collectaiiea mattem aticii. 
in memoriam D. Chelini und Proc. London Math. Soc. Bd. 10 (die projectiven 
Büschel bilden eine Änsartung correlatiyer Räume); indirect aber ist sie schon 
in dem von Reje (Geometrie der Lage 1, Aufl. Abth. II, S, ISl) gefundenen 
Satze über die Projectivit'ät der Büschel {A, ß), (B, a) enthalten. 
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ferner seien B, 0, D in a die Punkte, durch weleiie die entsprediendeji 
Strahlen ¥on Ä gehen, oder, da der Bündel in a ein zweites zum ge- 
gebenen coUineares Feld a' hervorruft, die 3 sich selbst entsprechenden 
Punkte von « und a. Für stoei colUneare Felder der nämlichen Ebene 
besteht aber folgender Satz: 

SämmtUche Strahlmicürfe, die von den verschiedenen Punkten X des 
einen Feldes a nach den 3 sich seihst entsprechenden Funiten B, C, Z> 
tind je nach dem entsprechenden Punkte X' gehen, smä unter einander 
projectiv. 

Wenn nämlich X, X' ; Y, Y' zwei Paare entsprechender Punkte 
sind, so sei F der vierte Schnitt der beiden homologen Kegelschnitte 
SCDXr, BCDX'T und 0, 0' zwei weitere entsprechende Punkte 
dieser Curven; dann hat man: 

F{B, C, I), X, Y) A 0(B, C, D, X, Y) 
7\ 0'{B, C, D, X', Y) A F(B, C, I), X', T); 
also liegen sowohl X und X', als auch Y und Y' mit F in gerader 
Linie. Folglich ist: 

X(B, C, B, E) A Y{B, 0, B, E) 
identisch mit: 

X{B, C, D, X') A Y{B, C, D, Y'}. 

Sind nun x, y zwei Strahlen unseres Compleses, welche bezw. 
mit den entsprechenden Elementen X, AX' ; Y, AY' von Feld und 
Bündel ineidiren, so geht die Ebene xA durch X', yA durch Y' 
und es ist: 

x{A, B, C, B) A y{A, B, C, B). 

Damit ist der Complex als tetraedraler erkannt, und die 4 Pnnlie 
A, B, C, D bilden sein Tetraeder. 

Es seien X und x im Punktfeld und Strahlenbündel entsprechend, 
so gehört, wenn |' ^ Xx ist, der Strahlenbüschel (X, |') zum er- 
zeugten Complexe, Der Ebene |' als einer durch x gehenden Ebene 
des Bßndels entspricht im Felde eine durch X gehende Gerade; also 
ist {X, ^'} zugleich der Strahlenbüschel in einer Ebene des Bündeis 
um den Spurpunkt der entsprechenden Geraden des F'eldes. 

Mit unserem Erzeugung ist die zu ihr duale so verbunden, dass die 
bei beiden erzeugten Straklenhüschel die nämlichen sind. 

259 Weil die Zahl der Tetraeder oo'^ ist und jedem oü' Werthe des 

coiistanteu Doppelverhältniases zugeordnet werden können, so erhellt, 
diiss es oo^' tetraedrale Compkxe gieht. 
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Jeder tetraedrale Complex kann nur auf 6 Weisen vermittelst 
zweier projeetiver Strahlenbüschel erzeugt werden, also muss diese 
Erzeugung auch zur Mannigfaltigkeit 13 führen. In der That, man 
kann die co^ Strahlenbüschei des Raums auf oo'" Wfi'^en zu zweien 
zusammenstellen; und bei jedem Paare sind dann noch oo' projeetive 
Beziehungen möglieh. 

Wir haben oo' Felder und oo^ Bündel, die man also auf oo" 
Weisen combiniren kann; und jedesmal sind dann noch oo^ Collinea- 
tionen möglich; wir gelangen so zur Mannigfaltigkeit 14. Dieselbe 
lehrt, dass jeder tetraeäräle Complex auf oo' WHsen durch ein Feld und 
einen Bündel eree^igt werden hiiin, die colUnear sind. 

In der That, wenn (X^, _So) irgend ein Strahlenbüschei des Com- 
pleses aus dem dritten Systeme, der seinen Scheitel in der Tetraeder- 
Ebene a hat und dessen Ebene also durch A geht, und x^ ein be- 
liebiger Strahl des Büschels [A, l^) ist, so beziehen wir das Feld a 
und den Bündel A so collinear, dass den Punkten B, C, D, X^ die 
Strahlen A(B, C, D), X^ entsprechen; der erzeugt« Complex hat mit 
dem gegebenen das Tetraeder und den Büschel {X^, l,,) gemein, ist 
also mit ihm identisch. Lassen wir x^ den Büschel (A, ^^) durch- 
laufen, so erhalten wir oo' Collineationen. Sie haben 3 Paare ent- 
sprechende Elemente gemeinsam: B, C, D; A{B, C, D); ausserdem 
ist dem Punkte X^ eine feste Ebene |(, zugeordnet, in der alle ent- 
sprechenden Strahlen x^ liegen. 

Das gilt für jeden Punkt X von «, und diese zugeordneten Ebenen 
I stehen zu den X in der oben erwähnten reciproken Verwandtschaft 
2. Grades, welche demnach diejenige ist, die man, nach Reye,*) aus 
zwei beliebigen von den Collineationen ableiten kann. 

Wenn Xg bei seiner Bewegung in (^4, Ig) in eine der drei durch 
A gehenden Tetraeder-Ebenen, etwa in ß, kommt, dann entsprechen 
den drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten ö, B, X^ drei 
Strahlen AC, AB, x^, welche in eine Ebene fallen. Unter solchen 
Umständen artet, wie wir binnen kurzem in einer ausführliehen Be- 
trachtung Über ausartende Collineationen darthun werden, die Colli- 
neation derartig aus, dass die beiden Büschel (^A, ß), {B, a) projectiv 
werden und einem beliebigen Punkte X von a derjenige Strahl von 
{A, ß) im Bündel A correspondirt, dessen in dieser Projectiyität ent- 
sprechender Strahl von {B, a) den X enthält. Also trifft jeder Strahl 
des Complexes dann zwei entsprechende Strahlen von {A , ß) und 
(£, k), und die Erzeugung des tetraedralen Complexes durch zwei 



*) Geometrie der Lage, II, 1«, Vortrajf. 
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projektive Strahleubüschel zeigt sich so als besondereu Fall derjei 
durch Fuld und Bündel, weiche eolHnear sind. 



IL 

200 i-iw noch allfjununtii. nttd^rum in s;t/( duah hismgung, bei 

ivelcket alle 4 icken deb Teitatden. imagma) sein lonnen, ist die 
Beye'sche*) lenmtteht sweier collmemrer Eaunie 2 vmd 2. 

Bei der'ieJbm entsteht der Complex cmf ärmerhi Wetse er ist erstens 
der Ort der Verbiitdunffshmen ent^eckmide) FtinJte, stveitens der Ort 
der ScJmiühmen entö^echendei Ebenen, drittens der Ort d&r Geraden 
des einen odei aiidfin Baums, itdcJte tJite ents^evhenden scfineiden. 

Wir haben 7unichit die Identität dieser Oeiter zn beweisen. Wenn 
X, X zwei entspiethende Punkte sind so wird die Geiade XX' als 
y odei s von Zi, bezw 2. \üa ihrer ents^irechenden i/ oder z im 
Punkte X', bezw. X getroffen und der Ebene ys entspricht y'g, so 
dass XX' auch Schnittlinie der zwei entsprechenden Ebenen ist, welche 
sie mit ihren beiden entsprechenden Geraden verbinden. 

Dual erkennt man, dass eine solche Schnittlinie von ihren beiden 
entsprechenden Geraden getroffen wird und zwei entsprechende Punkte 
verbindet, die in sie durch diese Geraden eingeschnitten werden. 

Sind endlich x und x zwei sich schneidende homologe Geraden, 
so entspricht dem Punkt Y' ^ xx' ein auf x gelegener Punkt Y, 
also verbindet x die Punkte Y und Y'; der Ebene S' == xx' ent- 
spricht eine durch x gehende Ebene £ und x ist somit Schnitt dieser 
beiden homologen Ebenen. Ist m' die mit x^YY' identische Gerade 
von £', so muss i( durch T gehen und demnach u ^x treffen. Wenn 
also eine Gerade, zu dein einen Räume gehörig, ihre entsprechende 
sehneidet, so thut sie es auch als Gerade des andern Raums. 

Durch jeden Punkt Y"^ Z' des Raumes gehen die beiden ent- 
sprechenden Geraden YZ, Y' Z' und der Kegel unseres Complexes aus 
ihm ist der, welcher durch die beiden projectiven entsprechenden 
Bbeneubüschel um sie erzeugt wird. Ebenso liegen in jeder Ebene 
zwei homologe Geraden und die Verbindungslinien entsprechender 
Funkte auf ihnen umhüllen die (Jomplexcurve der Ebene. Folglich ist 
der Complex vom ä. Grade. 

Alle jene Kegel gehen ersichtlich durch die 4 sich selbst ent- 
sprechenden Funkte Ä, B, C, D der CoUineation und die Biindel um 



*) Geometrie der Lage 2. Abtheilung 15. Vortrag in der 1., 18, Vortrug i 
der 2. Auflage. 
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diese Punkte gehören, da jeder von ihren Strahlen zwei vereinigte 
homologe Funkte verbindet, ganz zum Complexe. Ebenso berühren 
die 4 sich selbst entsprechenden Ebenen k, ß, y, d alle Kegelschnitte 
des Oomplexes und ihre Strahlenfelder gehören vollständig zu ihm. 

Wenn ||'^j; und ijtj' ^ ^ zwei Strahlen des Complexes sind, 
so sind die Geraden ^ij und |'tj' in der Coilineation entsprechend; 
und die projectiven Ebenenbüschel um sie erzeugen eine im Complexe 
befindliche Regelschaar, zu welcher x und y gehören und deren Träger- 
fläche durch A, S, 0, D geht, weil, wenn die eine von zwei homo- 
logen Ebenen durch Ä geht, auch die andere es thut. Also werden 
diese 4 Punkte (oder die durch sie gehenden Geraden der Leitschaar) 
ans X und y durch projective Ebenenwiirfe projicirt. 

Damit ist der Complex als m tetraedraler erkannt. 

Zur Leitschaar gehören die Äxen |)j und ^ ij der Leiden er '26] 
zeugenden Bbenenbüschel; mithin sind auch die beiden Ebeneuwuift, 
(I, ^', xÄ, xB) und (jj, 9)', yÄ, yB), dnich welche diese <Teraden und 
die beiden durch Ä, B gehenden Geraden der Leitaehaar aus r und y 
projicirt werden, projectiv. 

Folglich haben die 6 Ebenemvürfe , n-eldie ans emmi Strahle dea 
Complexes T hommen und aus den beiden m ihm bich schneidenden ho 
mologen Ehenen und dm Ebenen nacli zwei Eden des Hau^Uebaed^s 
der Coilineation oder des Grundtekaeders von T beutelten, com.lante-' 



Bezeichnen wir das invariante Doppel Verhältnis s (|, | xA j L) 
mit Iab und ähnlich in den andern Fällen, so ist ersichtlich z. B.: 

Xcii = A^/) : Ajc '^ Xad ■ ^ca, 
so dass durch 3, etwa Iah, ^äc, ^ad, die übrigen sich ausdrücken lassen. 

Dual haben wir 6 invariante Tunht-Doppelverhälfyiisse auf jedem 
Complexstrahle: die Punktwürfe bestehen aus den zwei entsprechenden 
Punkten X, X', die dßr Strahl verbindet, und den Schnitten mit zwei 
Ebenen des Haupttetraeders ; wir bezeichnen diese Invarianten durch 
A„^, 

Man erkennt leicht, dass: 

XjB ■ f-aß = l; 
deim sind X und X' zwei entsprechende Punkte auf AB, so sind 
die Ebenen aus CD nach ihnen auch homolog. Nun ist aber 
Ajfi = CD {XX' AB) = (XX' AB), A„,, = (XX'BA), 
Zwischen l und diesen Invarianten besteht eine einfache Be- 
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Ziehung. Es seien 2t, S, S, ^ die Schnitte eines Strahles XX' von 
T mit a, ß, y, S, so ist: 

(X3tX'6)=l ^(XX'9£6) = 1-A.,, (X9tX'®) = i - U, . . .; 
Sil so : 

A = (2133 (s®) - ^^J-^- : \ Z h ^^^ 1 ~r^ '■ r~r" ■ *) 

Die Bedingung, damit eine CoUineation eine eigentliche Her- 
mite'sche Transformation sei, also sowohl Gewinde, als auch Flächen 
2. Grades in sich selbst transformire und zwar letztere so, dass jede 
der beiden Geradenschaaren in sich übergeht, (Nr. 236) lässt sich 
leicht durch eine Beziehung zwischen Invarianten ausdrücken. Wenn 
die in sich transformirten Flächen 2. Grades durch das Kanteiivierseit 
ABCD gehen, F^ eine von ihnen ist und X und X' zwei entsprechende 
Punkte auf ihr sind, so hat man: 

{XX'n^) = CD{X, X', CB, I)Ä), (XX"^<S.) = AB(X, X', CB,DÄ); 
da aber das Vierseit ABCD und X, X' auf F^ liegen, so ist: 

CDiX, X\ CB, DA) = AB{X, X', CB, DA); 
also ist: 

die gesuchte Bedingung. 

Und umgekehrt, wenn sie von einer CoUineation erfüllt wird, so 
liegen stets zwei homologe Punkte X, X' auf einer Fläche 2. Grades 
durch das Vierseit ABCD. 

Die Bedingung bedeutet auch, dass auf jedem Compl ex strahle die 
Punktepaare XX', %% 39® in Involution sind. 
2ß2 Die obige Regelschaar, welche durch die Büschel um die ent- 

sprechenden Strahlen |jj, |'ij' erzeugt wurde, ist ersichtlich eine P[, 

Die CO* Paare mtspreelimder Geraden der ColUneation geben uns 
durch die Schnittlinien der homologen Ebenen, welcfie durch sie geheji, 
die oo* Segelschaaren P^ und durch die Verbindungslinien der homo- 
logen Punkte (mf ihnen die oo* Regeischaaren Pg . 

Jede ¥on diesen Schaareu ist, wie wir wissen, durch 2 Strahlen 
bestimmt: je nachdem wir diese als Schnittlinien §|', ij»;' oder als 
Verbindungslinien XX', YT auffassen, sind die entsprechenden Ge- 
raden S,rj, i'7}', bezw. XY, X' Y' diejenigen, die zur P^, bezw. Pj fähren. 

*) II. Küppers, Colhneationen, durch welche fünf gegebene Punkte des 
Raumes in dieselben fBuf Punkte transformirt werden, Dissertation von Münster, 
1890. 
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Jede ewei entsprechende Funkie von 2^, i:' führen durch die Schnitt- 
hnien der entsprechenden Ebenen ihrer collinearen Bündel zu einer 
im Complexe befindlichen Sehnen -CongrueuK einer cubischen Rauin- 
curve, welche durch A, B, G, D geht. Durch 3 Strahlen ||', rjti', g£' 
des Complexes ist eine solche Congriienz bestimmt: die erzeugenden 
Bündel haben die Scheitel §i;g, I't)'^. 

Dies giebt die oa^ Congruensen [r,]. 

Wenn die entsprechenden Punkte auf einer Kante des Haupt- 
tetraeders, etwa auf CD, liegen, so haben die Bündel einen f^ieh selbst 
entsprechenden Strahl und erzeugen ein Strahiennetz (Nr. 79); seine 
Leitgeraden gehören den Büscheln {A, ß), {B, a) an (Nv. 253). 

Alle <x>^ Regeischaaren P,, welche von den homologen Strahlen 
durch zwei entsprechende Punkte herrühren, befinden sieh in der 
Sehnen-Congruenz [r,], die zu diesen Punkten gehört. 

Jede Eegelsehaar P^ ist in oo^ Sehnen- Congrueiizeu enthalten, 
welche zu den entsprechenden Punkten gehören, die auf den zur Pj 
führenden homologen Geraden liegen. 

Zwei [Tj} haben stets eine Pj gemein; wenn jene zu X, X', bezw. 
Y, ¥' gehören, so gehört diese zu den Geraden XY, X'Y. 

Zwei Pi hingegen befinden sich im allgemeinen nicht in der- 
selben [r^}. 

Zu den Axm- Congrumzen \r^ führen die collinearen Pimli,tf eider 
in swei entsprechenden Ebenen von 2, 2' . 

Sind |tj und ^'ij' zwei entsprechende Geraden von 2^, 2', so ge- 
hören sie zu der Leitsehaar der von ihnen erzeugten Regelsebaar Pj; 
dieselbe enthält, ebenso wie P,, je eine durch Ä, B, C, B gehende 
Gerade; folglieh rufen diese 6 Geraden um die zu Pj gehörigen Com- 
plesstrahlen x^^i', j/ ^ jjij' projective Ebeneuhüschel hervor; also: 

x(A, B, C, B, % r) A y{A, B, C, B, n, n) 
und ebenso: 

j.{tt, ß, r, ä, X, X') A y(^, ß, y <*, i; 1") 

Bi den pojecfnen Bhenet^mclieln um die CompleiatraJilen, in dann 
szc/i die Ebenen nach den Ecken des TeUaedos entspeclien, ent^pechen 
bieh auch je die m, demselben der hetden collmeatm Baume gehörigen 
Ebenen, d&-&i Schnitte mit jeder entsp eckenden Ebene die ComplexsUahlen 
sind, und dualem gilt htnttichthch dm I^mktteihen au f den Complext,traJden 

Wenn (S, u) und (S', ö') zwei entsprechende Strahle nbüschel in 263 
U, 2f sind, so haben die Reg^'lschaaren Pj, welche zu ihren homo- 
logen Strahlen gehören, die Gerade ao' gemein und befinden sich 
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sänimtlich in der Sehnen-Coiigriienz [rj, welche von den Biindelü S 
und S' erzeugt wird. Also bilden die Trilgerfläehen einen Büschel, 
dessen Basis aus 30' und r^ besteht. 

Da zwei von ihnen eine beliebige Gerade berühren, so wird in 
jedem der beiden Räume ein Complex 2. Grades t^ durch diejenigen 
Strahlen erzengt, welche je mit ihrer entsprechen tleii Geraden zu einer 
Regelschaar führen, deren Trägerflüche eine gegebene Gerade berührt 

Die Geraden von 2 hingegen, welche je mit der entsprechenden 
eine P^ hervorbringen, die durch einen gegebenen Punkt P^ Q' geht, 
müssen die Gerade g^^FQ treffen, welche sich mit ihrer liouiologen 
g ^J*" Q' im Punkte schneidet. 

Demnach ist die Anzahl der TrUgerflächen 9!i von P,, welche 
den Bedingungen f«.*, vfi^, v^^^, v^(t, v* genügen (pergl. Nr. 232), 
gleich der Zahl der Geraden von S (oder S"), welche zu 0, 1, 2, 3, 4 
gewissen Complesen i* gehören und auf 4, 3, 2, 1, gegebene Ge- 
raden sich stützen, also, nach Nr. 35, gleich 2.1*, 2.1^,2, 2.1^.2^, 
2.1.2», 2.2*, folglich 2, 4, 8, 16, 32. 

Die Verdoppelung lässt sich auch damit begründen, dass eine 
Regelschaar Pj nur in die Kantenreihe eines Kegels 2. Grades, nicht 
in den Tangentenbüsche i eines Kegelschnittes ausarten kann, in einem 
Systeme aber 1. Stufe von Flächen 2. Grades, das von höheren Aus- 
artungen frei ist und auch keine zu einem Kegelschnitte ausgeartete 
Fläche enthält (Nr. 20), die Zahl v der eine Gerade berührenden 
Flächen immer doppelt so gross als die Zahl ft der durch einen Punkt 
gehenden, d. h. z. B. in dem unserm Systeme 4. Stufe entnommenen 
System 1. Stufe, dessen Flächen die Bedingung v/t^ erfüllen, 

Die Ebenen in I^, welche je mit ihrer entsprechenden sich in 
Geraden schneiden, die in eine gegebene Ebene fallen, umhüllen eine 
abwickelbare Fläche 3. Klasse; denn die durch einen Bündel in S und 
seinen entsprechenden in E' erzeugte Sehnen-Congruenz hat 3 Strahlen 
in der Ebene. Dieser Torsus berührt die 4 Ebenen des Tetraeders. 

Wenn aber eine 9ii eine Ebene berührt, so wirft die P[ eine 
Gerade in dieselbe. Begnügen wir uns zunächst damit, dass den 9t^ 
die Bedingung q, eine gegebene Ebene zu berühren, nur einmal auf- 
erlegt wird, also mit den Bedingungen ft'j», vft^p, v^ftp, v^Q, so haben 
wir, weil die Geraden, welche in den Berührungsebenen einer ab- 
wickelbaren Flache 3. Klasse liegen, einen Complex 3. Grades v' er- 
zeugen, wiederum nach Nr. 35, 2 . l^ 3, 2 . 2 . 1\ 3, 2 . 2M . 3, 
2 . 2^ 3 oder 6, 12, 24, 48 Gerade, welche sich auf 3, 2, 1, Gerade 
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stützen, 0, 1, 2, 3 Oomplexeii t^ und einem Complese t^ angehören. 
Sie führen zu den Pj, deren ?Hj den obigeu 4 Bedingungen genügen. 
Die Charakteristik ft^p^ ist gleich der Zahl der Geraden, welche 
sieh auf 2 Gerade atützen und zwei Torsen 3, Klasse, welche 4 ge- 
meinsame Berührungsebenen haben, tangiren oder dual zwei cuMsche 
Raumeurvcri mit 4 gemeinsamen Funkten treffen. Nach Nr. 9 ist 
diese Zahl 14, da von den Zahlen [t, e dieser Nr, ^j = (*i ^ 1, 
((.g ^ (tj ^= 'd, 0^4 = 4, die übrigen sind. Daraus folgt wieder: 

vjiQ' = 28, c^ß^ = 56. 

Es verbleiben noch: ftp^, vp^, p* (von denen die zweite doppelt 
so gross ist als die erste). In Bezug auf sie beguüge ich mich hier, 
ihre Werthe anzugeben: 22, 44, 30, indem ich auf die an anderer 
Stelle*) gemachte Ermittelung, so wie auf die beiden Relationen ver- 
weise, welche nach Schubert**) zwischen den 15 Charakteristiken 
eines Systems 4. Stufe von Flächen 2. Grades bestehen. 

Diese 15 Charakteristiken sind also für das oo*-Sj/siem der Träger- 
ftäche» der 9Ji der Eegelschaaren Pj eines tctraedralen Complexes die 
folgenden : 

f(i = 2, n\ = 6, ft^pä = 14, jtpä = '22, p* = 30; 

vjj? = 4, ii/i^p = 12, vfiQ^ = 28, vQ'^ = 44; 

v^li^ = 8, vVp = 24, w>' = 56; 

vV = 16, i'V = 48; 

v^ = 32, 
und für das System der Trägerfluchen der P^ die dualen. 

Weil es co" C ollin eationen und nur oo" tetraedrale Complexe ; 
giebt, so muss jeder tdraedrah Complex T durch oo^ Collineationen Jier- 
vorgebracht werden TtÖnnen. 

In der That, jede Collineatiou, für welche das Grundtetraeder T 
des Complesea Haupttetraeder ist und irgend zwei Ebenen e, e durch 
einen beliebigen Complexstrahl (oder zwei Funkte auf ihm) homolog 
sind, erzeugt T; da er eben durch jenes und den Strahl es' eindeutig 
bestimmt ist. 

lat s" eine dritte Ebene durch se, so erhalten wir einen dritten 
Raum 2" der zu 27 und 27' so collinear ist, dass in allen dreien die 



*) Maihem. Aitnalen Bd. 28 S. 274. 
**) KalkM der abzäMenden Geometiii 
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Ecken und Ebenen von T sich selbst, die drei Ebenen «, &' , s" aber 
einander entsprechen 

Beweisen wii nun noch direct, dass jede drei homologen Ebenen 
I, I', I" in eine ^Teratle zusammenlaufen Die beiden projecüven 
Ebenenbüschel um e^ und f | eizeugen ein Hjpeiholoid, das durch 
£|, die Gerade es e und die 4 Ecken von 1 geht, das hei £% und 
£"g" sieh ergebende ^ebt ebentalla durch jenp beiden Geraden und 
diese 4 Punkte, ist aKo, weil let/teie nicht in einei Ebene liegen, mit 
dem vorigen identisch Poltflidi sind auih die zweiten Geraden |g' 
und Sl", welche von | aus diesen Hyperboloiden, ausser a^, ausge- 
schnitten werden, identisch; d. h. aber, |, |', |" gehen durch dieselbe 
Gerade. 

Dreht si h nun £ um bb , so dieht sich | um || und uir e> 
laikn Co' Ruume Z uelciie alk zu 2^ und I^ colhneat smd dte mt 
«pret/(-ewrfeM Ehenpn alht dtebei Baume 'bilden je einen Ebenenbuschel 
und die Aien dieier Büschel eizeiiqen den tettaedtcUen Complex, de) also 
allen den oo^ Colbneakonen g&fteinsam tbt, welctie duich Zusaawmen 
•itellmtg zweier lon diesen oo' Saimieti steh ergeben 

Diese CoHineationen eihalten wir luch wenn wii die beiden die 
Collineition endgiltig bestimmenden Ebenen t, s durch irgend einen 
Strahl von T verändern, was auf co^ Weisen möglich ist. 

Unter diesen cc^ ColUneationen ergeben sich oo^ Ausartungen erster 
Ordnung (oder vom ersten Typus), wenn blos eine der beiden Ebenen 
£, e' durch eine der Ecken von T geht, itnd 6 Äusarkmgen zweiter 
Ordnung, wenn beide je eine Ecke enthalten. 

Nehmen wir an, dass s' durch A geht, dann laufen die 4 Ebenen 
ß, -y, S, b' in einen Punkt A zusammen, während das für die ent- 
sprechenden Ebenen ß, y, d, £ nicht gilt. Dies führt zu einer Aus- 
artung der Oollineation zwischen zwei Räumen, welche der Haupt- 
sache nach eine Collineation zwischen einem Ebenenbündel und einem 
Strahlenfelde ist. 

265 Weil die Ausartungen der räumhchen Collineation weniger be- 

kannt sind, so scheint eine eingehendere Behandlung erforderlieh. 

Wenn zwei Punktreihen durch das Entsprechen von A, B, C und 
A', B', C in projeetive Beziehung gebracht werden und der besondere 
Fall eintritt, dass B' und C identisch sind, dann artet die Projectivität 
ans: jede der beiden Heiken hat einen singulären JPunM A, ieäw. B' , 
dem dann alle Funkle der andern Beihe cntspreehen.*) 

**) Steine i'-Sohrötec'>< Vorlesungen über sj-nthütlsche Geoiuetriu § 19 
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Werden ferner die Felder ff und ff' dureh das Entspreeheu vou 
a, i, c, d mit a', V , c, ä' collinear. gemacht, so haben wir auf a und 
d projective Punktreihen, in denen die Spuren von h, c, d denen von 
6', c, d' entsprechen, und ebenso auf b und b' projeetive Punktreihen 
mit b(a, c, d) und b'{a', c, d') als homologen Punkten; so daas ab 
und a'b' in beiden Fällen entsprechend sind. Zu den Schnitten einer 
beliebigen Geraden x' mit a, b werden die correspondirenden auf a', b' 
ermittelt; ihre Verbindungslinie ist die homologe Gerade x'. 

Wenn aber V, c, d' in einen Punkt Ä zusammenlaufen, während 
h, c, d es nicht thun; dann ist zwar die Projectivität zwischen a und 
a nach wie vor allgemein, diejenige aber zwischen h und b' ist aus- 
geartet und zwar derart, dass ba und A' die singulären Punkte sind. 
Dem Funkte bx entspricht also Ä' und x verbindet diesen Punkt mit 
demjenigen Punkte auf a, der in der ersteren Projectivität dem ax 
entspricht. Dreht sich mithin x um einen Punkt von a, so bleibt x 
fest. Der Strahlenbüschel A', der zur Punktreihe a perspectiv ist, 
wird zur a projectiv; einer beliebigen Geraden x von ö entspricht in 
ff' derjenige Strahl des Büschels J.', der in dieser Projectivität dem 
Schnittpunkte von iE mit der Geraden a correspondirt. 

Weil dem ba als singularem Punkte von b jeder beliebige Punkt 
auf b' entspricht, der Schnitt von a mit a und also auch sein ho- 
mologer Punkt auf a unbestimmt ist, so entspricht der a. jede be- 
liebige Gerade in ff*. 

Wir haben also in dem einen Felde a eine singulare Gerade a, in 
dem andern 0' einen singulären Punkt A', und die ColUneaiion swisch&n 
a und ff", so weit sie sich auf die Gerade der beiden Felder beaiekt, ist 
folgendermassen ausgeartet: Die Punktreike a mtd der Büschel A' sind 
projectiv (mit a(b, c, d) und b', c, d' als entsprechenden Elementen), einer 
beliebigen Geraden x von entspricht in 0' derjenige S^ahl von A, der 
in dieser Prcijectivität dem Schnittpunkte von x mit der singulären Ge- 
raden a correspondirt, weshalb jeder Strahl von Ä 00' homologe Strahlen 
in 6 hat; der Geraden a aber entspricht jede beliebige Gerade in g'*) 

Ersetzt man die Strahlenfelder durch die Punktfelder und proji- 
cirt das eine Punktfeld in einen Strahl enbündel, so hat man den oben 
in Nr 25'i vorkommenden iall der Colhneation zwischen einem Punkt- 
felde ff(o;)*'*) und emem Stiahlenbundel 6 {^A), bei welcher 4 belie- 

*) Hir'^t, Proceed London Math Soc Ud 5 S 40 Nr. 14. Hinsichtlicli der 
Punkte ergiebt aick dariua folgendes Bntsprei hen einem beliebig'en Punkte von 
o entspricht der singulare Punkt A , einam auf a gelegenen Punkte aber ent- 
aprechen alle c»' Punkte de-'jenigen Strahls von A, der dem Punkte in dei- 
Projettivitiit zwischen a und L correspondirt 

**) In den Kldmmein stehen dip tnlieicn Nimen 
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bigeii Punkten A, B, C, B {B, C, D, Z) von 5 i Strahlen a, h', c, d' 
{Ali, AC, AD, x^ in S' entsprechen, von denen t', c, d' iu eine 
Ebene a'{ß) lallen. Wir haben dann in « einen singnlären Punkt A, 
in S' eine singulare Ebene «', also in beiden einen siugalUren Strahlen- 
büsehel {A, ö), bezw. (ß', a) und die Collineation zwischen ff und S' 
ist so ausgeartet, dass jedem Punkte X von ö der Strahl von (5", «') 
correspondirt , der in einer bestimmten Projectivität zwischen den 
beiden Strahlenbüscheln — die durch das Entsprechen der Strahlen 
A(B, C, D) und der h', c, d' festgelegt ist — dem den X enthalten- 
den Strahle von {Ä, e) homolog ist; dem A entsprechen alle Strahlen 
von S\ 

266 Um zwei ßiiume 2, S' eoUinear zu machen, fässt man den 

Ebenen a, ß, y, S, s die Ebenen a, ß', y , d', e eorrespondiren. Auf 
a und a erhält man zwei eollineare Felder, in welchen den Geraden 
a{ß, y, 8, c) die Geraden d {ff , y, S', e') entsprechen, und ebenso in 
ß und ß', wobei den ß {a, y, d, s) die ß' («', y, d', e') homolog sind. 
In beiden Fällen ist die Projectivität auf aß und aß' die nämliche; 
in ihr entsprechen den Punkten (tß{y, 6, b) die Punkte a'ß'iy', S", e). 
Eine beliebige Ebene | schneiden wir mit a, ß, suchen die entsprechen- 
den Geraden in «', ß' , welche sieh auf aß' in dem dem Punkte 
aß^ entsprechenden Punkte sehneiden müssen; ihre Verbindungsebene 
ist die I', 

Wenn nun aber ß 3 , ö , i' durch emen Punkt A gehen, wih- 
rend ß, y, d, s es nicht thun, so bleibt die Collineation ^wiichen a 
und a' allgemein, diejenige aber zwischen ß und ß aitet ans so dass 
ß eine singulare Geiade ßcc und ß einen singuliien Punkt A hat 
Ist 5 wiedei eine beliebige Ebene von 2J, so entspucht der Geriden 
IjJ eine duich A gehende Geriiic und die Ebene 5, die deshalb auch 
durch A' _ehpn mus?, veibindet diesen Punkt mit derjenigen Geraden 
von «', welche m der Collineation zwischen a und a dei a| homolog 
ist. Infolge dieser Collineation wnd auch dei Biindel ^ zu k colli 
neav und in der Collineation zwischen 2, S entspricht also der be 
liebigen Ebene £ von 2/ m 2/ diejenige Ebene des Bündels A', die 
in dieser Collineation zwischen a und A der Geraden a| coirespondirt, 
dieselbe ändeit sich nicht, wenn | um ß| sich dieht. 

Wir holen ahu tm Baume S die '^inqulaip Ebene f)d€t besser das 
singulare Feld a, im Bannie E den smanlarea Punkt odet Bundd A 
Jenes Feld wnd diese) Bmidei sind collmeai mit a{ß, y, S, s) und 
^, y, S', s' ah ent'^p fchenden Ekm&nkn Die Collineation stoischen E 
und £' i»t so (Ultimi tet rfrtss emei Miebiyrn Biene % vim S in £' 
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diejenige Ebene des Bündels Ä entspricht, weldie in der Collineation 
stoischen « und Ä der Geraden a| homolog ist; der singiilären Ebene 
ß entspricht jede beliebige Ebene in 2'*) Jeder Ebene des Bündels Ä' 
enl^recken also oo' Ebenen in E, welcite dneti Büschel um diejenige 
Gerade von a büden, die in der GoUineation zwischen dem Felde a und 
dem Bündel Ä der Ebene entspricht ; ihre Schnittlinien mit diesen 
Ebenen erzeugen deshalb in ihr einen Strahlenbüschel um die Spur 
dieser Geraden. 

In unserm Falle (Nr. 264) sind a, ß', /, 8' mit «, ß, y, d iden- 
tisch und also Ä' mit Ä. 

Das Vorangehende lehrt, dass die Ausartungen erster Ordnung der 
räumlichen Collineation^ su der Erzeugung des tetraedralen Comptexes 
führen, bei weldier ein Ebenenbündel und ein zu ihm eollineares Straklen- 
feld iS» Grunde gelegt sind und der Complex durch die Strahlenbüschel 
entst^t, welche in den Ebenen des Bündels liegen und je die Spur der 
entsprechenden Geraden zum Scheitel haben, also'zur Erzeugung, welche 
zu der in Nr. 258 betrachteten dual ist. 

Wenn wir daher dual verfahren, d. h. den Compiex durch die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte coilinearer Räume entstehen und 
die Collineation ausarten lassen, so gelangen wir zn dieser Erzeu- 
gung selbst. 

Die ausgeartete räumliche CoUiueation ist in beiden Fällen die 
nämliche; wir haben ja in Nr. 258 erkannt, dass die Erzeugung durch 
ein Punktfeld und einen Strahlenbündel, die zu einander collinear sind, 
diejenige durch einen Ebenenbündel und ein zu ihm eollineares Strahlcn- 
feld nach sich zieht, und umgekehrt. 

Da also, im allgemeinen, den Ebenen von 2^ bei dieser Ausartung 
nur Ebenen des Bündels A entsprechen, so sind 4 von den oo' col- 
linearen Ebenen-Räumen — welche sieh ergeben, wenn e' durch eine 
der Tetraeder-Ecken geht — in Ebeuenbündel um diese Eoken aus- 
geartet. 

Die Ausartungen der zweiten Ordnung sind natürlicJi Ausartungen 267 
derjenigen erster Ordnung. 

E« gehe also s' durch A, s durch B Der gröi^seren Deutlich 

*) Was wiederum das Entsprechen der Punkt? von S E anlangt so eiit 
Bpiicht einem Lehebigen Punkte von S stets der smgullre Puikt A io S ■il ci 
einem in tt gelpgenea Punktp entopreüheo alle tx' Punkte luijpmgen Strahls 
von A der dem Punkte m der Collineation zwischen a und A correspon lirt — 
Je nachdem man den B^um E odei S dualisitt, erhilt man die otnira} od^i die 
llnt n ennelitiofi von Hiiot Proi. London Matl Soc Ld ^i '^ 12 ISr r 7 
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keit halber stellen wir uns, zunächst, «', ß', y, Ö' von k, ß, y, Ö ver- 
schieden vor; durch B gehen demnach a, y, d, e, durch A' aber 

f, r, »', i- 

Die CoUiueation zwischen [i und ß' ist, wie im vorigen allgemei- 
neren Falle, ausgeartet mit |3a als singulärer Geraden und Ä als sin- 
gulärem Punkte. Nun wird aber auch diejenige zwischen den Feldern 
a, a ausgeartet: sie hat S m a zum singulären Punkte und d ß' in 
«' zur siugulären Geraden. In beiden Fällen ist der Strahlen büschel 
um den singulären Punkt zu der Puuktreihe auf der singulären Ge- 
raden projectiv. Diese Projectivitäten U^, Ha erhält maa, indem man 
von den beiden projectiven Punktreihen auf aß und aß' — in denen _ 
die Schnitte mit y, Ö, e, bezw. y', i5', b entsprechen — die letztere 
aus Ä, die erstere aus B projicirt. 

Damit werden auch die Strahlenbüschel {B, u) und (J.', ß') pro- 
jectiv mit den in y, ä, e, bezw. y, ä', e liegenden Strahlen als ho- 
mologen. 

Eine beliebige Ebene | von 27 schneidet «, ß in zwei Geraden; 
der ersteren entspricht, da sie nicht durch den singulären Punkt B 
geht, die singulare Gerade aj?, der andern eine durch den singulären 
Punkt Ä gehende Gerade; also enthält % die ä ß' und den Ä. und 
ist mit ^ identisch. Geht aber ^ durch B, so entspricht der a§ jeder 
Strahl in «' um denjenigen Punkt von k'/3', der ihr als Strahl des 
Büschels (B, «) in 77^ homolog ist; der /3| aber entspricht ein be- 
stimmter Strahl von {Ä, ß'), derjenige nämlich, der in JT^ dem Schnitt- 
punkte von ß% mit ßa correspondirt, oder einfacher, welcher in der 
Projectivität /I der Strahlenbüschel {B, a) und {Ä, ß') dem ßi ent- 
spricht Demnach ent-.piicht in der räumlichen Colhneation dei duich 
B gebenden Ebene | der ganze Büschel von Ebenen um diesen Strahl 

Bei dieber aubf/emteten imiwlichen Colhneation hat man also tn 
jedem der beiden Baume eine stngulate Ebene «, besw ß und m th> einen 
sinffidaien Funkt B, begiv A Die hfiden SttaMenhuscliel (B, cc) und 
(A, ß) sind pojechv begogeii Jeder Ebene, die mclit durch den singv, 
iären Funlit ihres Raumes geht, entbprtcht die singulare Ebene des andern 
Baumes; jeder Ebene abet , die dutck den singulaten Bunht geht und 
infolge dessmt einen Strahl des Mfigiduten Buscheis entliaU, entspucht 
jede beliebige Ebene dtirch dm liomohgoi Sttahl des andern ungulaten 
■fe.*) 

In unserm Falle sind k, ß\ y , ö', A' mit «, ß, y, S, A identisch. 

*) Dual ist das Ectsprochea der Punkto. — Dualisirt miiii den einen Raum, 
eihält man die crntral-plaiiar correMion von tlirst: a. eben a. 0, Nr. 18. 
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Die Strahlen des Coniplexes sind Schnittlinien von Ebenen, welche 
durch entsprechende Strahlen der beiden projectiven Büschel (B, a) 
und {A, ß) gslien, oder Verbindungslinien von Punkten, die auf solchen 
Strahlen liegen, oder, womit wir beides aussprechen, sie sind Strahlen, 
welche zwei homologe Strahlen der beiden Büschel zugleich treffen. 
Die AuBartung zweiter Ordnung der räumlichen CoUineation führt datier 
zur Erzeugung des tetraedralen CompJexes durch projective SiraMev^üschel. 
Aber das war schon damit erkannt, dass wir (Nr. 259) diese Erzeugung 
als Speeialfali der Erzeugung durch Bündel und Feld nachwiesen. 

Also ist die ßeye'sche Erzeugung durch zwei coUiueare Räume 
in der That die umfassendste. 

Wir fanden oo^ Collineationen von zwei Ränmeu, durch welche 238 
der nämliche tetraedrale Complex erzeugt wird, oder besser, oo' coUi- 
neare Ebenen- Baume — darunter 4 Ebenenbündel um die Tetraeder- 
Ecken — welche, wie man sie auch zu zweien zusammenstellt, immer 
denselben tetraedralen Complex hervorbringen: je alle entsprechenden 
Ebenen laufen in einen Strahl desselben zusammen. 

So haben wir oo^ Ebenet)lüschcl, deren verschiedene Ebenmi in den 
coÜinearen Bäumen einander homolog sind. Jede Ebene eines soldten 
Büschels gehört m einem bestimmten von den Bätimen und hestimmt so- 
fort in den übrigen Büscheln di^aiigen Ebenen, die m dem nämlichen 
Baume gekoren. Daäurch werden die oo* Ehenenhüschel unier einandei- 
projeeliv mit soldien Ebenen als entsprechenden, die je ssu demselben 
Baume gehören. 

ßeye*) nennt dies Gebilde einen linearen Complex projectiver 
EbenerdMSchel und einen Biischel cdüinearer Ehenen-Bäume und be- 
zeichnet ihre Beziehung dadurch, dass er sagt: der Complex und der 
Büschel stützen sich auf einander. 

Einfachere derartige Gebilde sind die beiden sich stützenden 
Schaaren projectiver Ebenenbüschel um die Geraden der einen, bezw. 
der andern Regelscbaar eines Hyperboloids, ferner die lineare Con- 
grueoz**) der projectiven Ehenenhüschel um die Sehnen einer ciibisehen 
Raumcorve und die sich auf dieselbe stützende Reihe der eollinearen 
Ebenenbündel aus den Punkten der Curve. Im ersteren bilden je die 
entsprechenden Ebenen der verschiedenen Büschel der einen Sehaar 
einen Büschel der andern Sehaar, im zweiten die entsprechenden der 

*) Journal für Mathematik Bd. 104 S. 211. 

**) Diese Namen: linearer Complex, lineare Congtiienn dienen hier 7.ur ße- 
aeichnung drei-, bezw. aweiatiifiger linearer Mannigfaltigkeiten, ähnlicli wie sonsl : 
Gebüsche, Netz. 
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verschiedenen Büschel der linearen Congruenz einen Bündel ans der 
Reihe, und die homologen Ebenen der verschiedenen Bündel der Reihe 
einen Büschel aus der Coagruenz. 

Der lineare Complex von projeetiven Ebenenbüscheln enthält oo" 
lineare Congruenzen und oo* Schaaren von projeetiven Ebenenbüscheln. 
Eine lineare Congruenz von projeetiven Ebenenbüscheln nehmen wir 
aus dem linearen Complese heraus, wenn wir die sämmtlichen Strahlen 
von T zusammenfassen, wplehe eine Sehnen-Congruenz [r,1 bilden, mit 
den projeetiven Ebenenbü schein nm sie, deren entsprechende Ebenen 
stets nach einem und demselben Punkte der Ciirve t\ gehen. Die auf 
die lineare Congruen.i sich itutzende Reihe der Ebenenbündel besteht 
aus den Bündeln um die Punkte der i\, welche sieh in den verschie- 
denen eollinearen Räumen S, S', . . . entsprechen. 

Die Äxen aber der Ebenenbiischel einer Sehaar bilden eine Regel- 
schaar Pj, die Axen der sich auf sie stützenden Schaar die Lcitsehaar, 
deren Gerade ebenfalls in den verschiedenen coUinearen Räumen sich 
entsprechen. 

9 Die einander entsprechenden Punkte in den verscideämen coUinearen 
Bäumen 2, S' , . . ., die misammm {£) heissen mögen, erfüllen, wie eben 
gesagt wurde, eine cubisclte JRamncurve r^, deren Sehnen- Congruens ^c 
T gehört. In der That, betrachten wir den Punkt X von I^ als Schnitt 
dreier Ebenen, so ist der Ort der entsprechenden Punkte in den (J5) 
die durch X gehende cubische Raunicurve r^, welche durch die pro- 
jeetiven Ebenenbüschel erzeugt wird, die den entsprechenden Ebenen 
jener drei Ebenen ihre Entstehung verdanken. 

Alle oo^ cubisclien Raumcurven r^ sind projediv, wobei immer die 
mttsprei^iendcn Funkte dem nämlichen Eamne angehören; nach ihnen 
gehen entsprechende Ebenen aus den Büscheln um Sehnen der je- 
weiligen Curve; also entspricht auch in diesen Projectivi täten jeder 
der Punkte Ä, B, C, T), durch welche ja alle r^ gehen, sich selbst. 

Es seien )\(X), >\iX) ^^^ ^^^ "^^^ Punkten X, Y von S ge- 
hörigen Curven, X', 1" die bezw. auf ihnen gelegenen den X, Y ent- 
sprechenden Punkte in 2^', so ergiebt sieh, dass auch die Kegel, 
welche die Curven aus X, bezw. Y projiciren, projeetiv und folglieh 
die Bündel X, Y coHinear sind,*) wobei die nach entsprechenden 
Punkten von j\ (X), r^iY) gehenden Strahlen homolog sind. 

Wenn also hei swei collineareii JRÖMmen aus allen Punktejt X des 
einen die Strahlen nach den sich selbst entspreclienden PtinJctm und je 
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nach dem homologen Fnnlitc X' gesogen tcerden, so sind alle diese <xi'' 
fünfstrahligen Bündel einander collinear. 

In unsern oo^ collinearen Räumen entspreclien einer Ebene | von 
S i^ie Ebenen eines Bfiacheld, so Jass eine durch einen gegebenen 
Punkt P geht; es giebt daher in | einen Punkt, der, zu S gerechnet, 
in einem der andern Räume den P zum entsprechenden hat. Folglich 
erfüllen die Punkte von 2, welche in den verschiedenen Bäumen {21) den 
Punkt P eum entsprechenden haben, eine Gerade, die durch P geht, da 
2; ja auch zu den Räumen gehört. Sic ist aho VerbindungsHnie ent- 
sprechender Punkte von 27 und 2J', S und £", . . . , demnach ein 
Strahl des Complexes. Auf diese Weise ist jedem Punkte P des Rau- 
mes ein durch ihn gehender Complexstrahl zugeordnet. 

Die cubische ßaumcurve r^, deren Punkte in den verschiedenen 
Räumen dem Punkte X von 2J correspondiren, trifft eine beliebige 
Ebene a dreimal; also umhüllen di^enigen Ehenen von S, tvelchen die 
Ebene % in den Bäumen (S) entspricht, einen Torsus 3. Klasse, d^ attdi 
% tangirt. 

Einer Geraden z von S entsprechen in den Bäumen (2?) die Ge- 
raden einer Begelschaar; die Ebenen, welche zu zwei durch x gehenden 
Ebenen von 27 homolog sind, bilden die erzeugenden Büschel. Diese 
Regelsehaar ist die Leitschaar derjenigen Pj, welche durch die Ebenen- 
büsehel um x und irgend eine entsprechende, etwa die in 2'', er- 
zeugt wird. 

Wenn x zum Complexe gehört, bo wird sie von der entsprechenden 
X getroffen (Nr. 260); die Regelschaar Pi, welche das Erzeugnis» der 
Büschel X und x' ist, wird die Kantensehaar eines Kegels und ver- 
einigt sich mit der Leitschaar, d. i. mit der Schaar der Geraden, 
welche der x in den (27) entsprechen. Diese gehen also alle durch 
den Scheitel P und dieser Punkt, zu den verschiedenen (2') gerechnet, 
d, h. als diesen x\ x" , . . . angehörig betrachtet, hat seine entsprechen- 
den Punkte auf x. 

So haben wir nun auch jedem Strahle des Complexes eindeutig 
seinen Punkt P zugeordnet und damit also eine eindeutige Abbildung 
des tetraedralen Complexes in den Punktraum, auf die wir noch zu- 
rückkommen werden. 

Ferner, während utr diu dt den Complexstrahl x eine bestimmte 
Ebene | aus dem Baume S haben, die mit tliren entsprechenden Ehenen 
in den andern (27) sich in x schneidet, haben wir nicht einen bestimmten 
Punkt X von 27 am/' x derartiff, dass x seine Verbindungslinie mit den 
entsprechenden ist; vichneJir haben wir einen Punkt P auf x gefunden, 
de>-, nach und nach ;:« den verschiedenen (27) gerechnet, alle seine enf- 
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sprediendm in 2 auf x liat, unJ x wird also in dieser Weise Ver- 
bindungsHüte von Punkten von S mit den entsprechenden. 

Becfmet man eine Gerade p nach und nach zu den (£), so bilden 
die Geraden in S, die ihr entsprechen, ebenfalls eine Regelschaar; denn 
die Regelschaar der einer Geraden x, als Geraden von S, entspreclienden 
Geraden trifft p zweimal. 

Ist p ein Strahl des Complexes, so artet diese Regelschaar in 
den Tangeutenbiischel eines Kegelschnitts aus, der in der Ebene | 
Ton ^ liegt, die mit ihren entsprechenden in den (2J) sieh in p 
sehneidet. 

Jede der Collineationen des £ mit den 2^*'' ordnet also einem 
Complexstrahle x^p zwei sie sehneidende Geraden zu; die eine ist 
die ihr, als Geraden von Z^, in 2J*'' entsprechende Gerade, die andere 
die ihr, als Geradon von 2''', in £ entsprechende Gerade; die beiden 
Schnittpunkte, von denen der erstere P ist und sich mit der Colli- 
neation 2;l'l nicht ändert, sind entsprechend in 21"^ und S. 

Wir fanden, im Anfang dieser Nr., dass je ffivei von den Ciirven r, 
projectiv sind mit aolchen Punkten als homologen, welcJie zu dem- 
selben von den Räumen (JE) gehören. 

Infolge dieser FrojecUvität sind sie entsprecliende Ctirven in colli- 
nearen Hüutnen. Es seien r^ und r^j zwei projective cubische Raum- 
curven, und den Punkten E, F, G der ersteren entsprechen die Punkte 
-^ij -^'ii *?! "isr zweiten; dann seien noch R und I die Punkte, in 
denen die Tangenten in E, F an r^ von den Schmiegungsebenen in 
F, E geschnitten werden; so dass EFHI ein Sehmiegungstetraeder 
von r^ ist.*) E^F^HjI^ sei das analog für r\ construirte. Durch die 
räumliche CoUineation, in der den F, F, G, H, I die E-^, F^, G^, H^, I^ 
entsprechen, geht r^ in eine cubische Raumcurve {r\) über, welche 
ebenfalls E^^F-^H^Jl zum Sehmiegungstetraeder hat und durch (?, 
geht, also mit r^j identisch ist Denn die Kegel, welche r"^ und (r^,) 
ans E^ projiciven, berühren beide die gemeinsame Schmiegung sehe ue 
E■^^I-1^I^ längs der gemeinsamen Tangente E^H^ und die Ebene E^F^^I^ 
nach der andern gemeinsamen Tangente F^l^ längs der Kante E-^F^ 
nach dem Berührungspunkte Fi und gehen durch G^, also fallen sie 
/.iisiintraen. Dasselbe gilt für die aus F^ projieirenden Kegel, also 
auch für die beiden Curven. Weil die Colliueation E, F, Gm.Ey,Fi, O^ 
übe]:führt, so ruft sie auf den beiden in ihr correspondirenden Curven 
r^ und r\ die gegebene Projectivität hervor. 

. Diese Collineationen zwischen je zwei unserer r^ sind aber ver- 

-> Schröter, MaUi AiimLicii Bd. 25 S. 293. 
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schieden Ton den zwischen den (S); sie haben :iber auch ABCD 
zum Haupttetraeder. 

Die weiteten Räume (2?) veryollstäiidigen die projectiven Ebeueu- 270 
büschel x{A, B, C, D, g, g") um die Strahlen von T (Nr. 262 und 
268). Liegt also etwa ein fester Strahlenbüschel (S, 6) vor, in dem 
der Stvahlenwurf aicd das feste Doppolverhältniss A von T hat; so 
bestimmt jeder weitere Strahl e desselben einen von den Räumen (£), 
der 27j heissen möge.*) 

Der Bündel in 27, um den Punkt E erzeugt mit den entsprechen- 
den Bündeln in den andern (2) eine Sehnm-Congruenz [*■,], tvelche in 
T der Inbegriff derjenigen Strahlen ist, die nach den 5 Punkten Ä, B, 
C, D, E einen zu abcde p'ojectiven Ehenenbüschel senden. Dem Strahle 
f von (S, e) entspreche der Raum 2y und dem Punkte E von 2; dei- 
Punkt Ef in S/, dem Punkte F aber von 2^/ der Punkt Fs in Ss- Dann 
erzeugen die beiden homologen Büschel EFe und E/F von 2t und 
und Sf die Begelschaar Pj, tcelche wiederum diejenigen Strahlen von T 
tmifassi, die nach den 6 FunJcien A, B, C, D, E, F einen zu abcdef 
})rojeciiven Ehenenbüschel senden. Bestimmt endlich g von {S, <j) den 
Raum Sg und entsprechen den Punkten E, F, G von Sg, Sf, S,j bezw. 
je in den beiden andern Räumen die Punkte Ef, Eg] Fe, Fg\ G^, G/, 
so ist der Strahl von T, in welchen die 3 entsprechenden Ebenen 
EF^Gg, E/FG/ und EgFgG von S^, -£/, S,j zusammenlaufen, der einzige 
Siralil, der nach dm Fnnkteti A, B, C, D, E, F, G einen m abcdefg 
prcjectiven Ebenenbüsdiel schickt.**) 

Im Vorangehenden wurden die Oomplexstrahlen in erster Linie 271 
als Schnittlinien mtspreehender Ebenol collinearer Räume betrachtet. 
Dualisiren wir, so gelangen wir zu eine^n linearen Complexe von pro- 
iectiven Purikt/reilien , deren Träger den tetraedralen Complex bilden. 
Die Träger der projectiven Punktreihen einer linearen Congruenz bilden 
eine Axen- Congruenz [r^], diejenigen einer Schaac eine Fg. 

Auf diese oo^ projectiven Pun/ctreUien stützen sicJi oo' colüneare 
PunU-'Rmme, welche je durch die homologen Punkte der Punktreihen 
erfüllt werden, darimter 4 Punktfelder in den Tetraederebenen. Ihre 
!X? Coüineationen sind aber genau dieselben, ivie die hei den oo^ pro- 
jectiven Eienenbüsclieln. 

*) Den Strahlen a, b, C, d entsprechen dii;,ji;nigcn Kä«me {i,'), ivelchd in diu 
Ebenenbündel A, B, 0, D ausgeartet sind. 

**) Vergl. H. Müller, Mathem. Anmüen Bd. 1 S. 413; Öturii], ebenda 
i!d. 6 S. 513, Bi], 15 S. 407. 
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Jii der Tliat, es seien i', £' irgend zwei von den Uauraen (2.'), 
die wir bei deu projectiven Ebenenbüsche In hatten, also die Colli- 
ueation zwischen ihnen eine der oo^. £ und 2' sind folglich erfüllt 
mit entsprechenden Ebenen der Ebenen hü scheh Auf irgend einem 
Co mpl ex strahle liegen zwei in ihnen entsprechende Punkte und die 
ihnen in den andern projeetiven Punktreihen entsprechenden Punkte 
dind ebenfalls homolog in £ und H', weil eben diese Eäume den 
Coniplex erzeugen. Also sind 27, £' auch erfüllt von entsprechenden 
Punkten der Punktreihen; oder die Collineation zwischen 2,', £', die 
durch die l'unktreihen hervorgebracht wird, und in tler sich zwei der- 
selben J'uiditreihe angehörige Punkte entsprechen, ist die nämliche, 
wie die durch die Ebenenbüschel bewirkte, in der sich zwei demselben 
Ebenenbüschel angehörige Ebenen entsprechen. 

Hält luau den Ebenenraum S fest und verändert den Ebeiieiii-üum 
2", so bleibt nach dem in der Nr. 269 Gesagten der Punktraum 2" 
fest und der Punktraum 2J ändert sich: der Ebene | durch den Coni- 
plexstrahl z entspricht die veränderliche |'; dem IF aber als X' ent- 
spricht der veränderliche X. 

Das ist aber nur eine verschiedene Auffassung dei Veränderung 
der Collineation zwischen 2 Räumen; mau kann die Elemente des 
einuu festhalteu und die entsprechenden des andern veiandern, oder 
die des zweiten festhalten und die des ersten veiandetn. Das eine ist 
mit den Ebenen, das andere mit den Punkten geschehen. 

2 Ein linearer Complex von projeetiven Ebenenbäscheln wird durch 

-I derselben, wofern dieselben nicht zur nämlichen linearen Congruenz 
gehören, bestimmt, und vier beliebige projecHve Ehmmbüscliel müssen 
also auch einen tetraedralen Complex festlegen. Machen wir uns zunächst 
klar, dass das hinsichtlich der Mannigfaltigkeit richtig ist. Man kann 
auf £30^'* Weisen vier EbenenbÖschel zusammenstellen, dann auf oo° 
die Projectivität zwischen ihnen bestimmen, indem man drei festen 
Ebenen des einen die entsprechenden in deu andern zuweist. Die oo'^ 
Geraden des Complexes lassen sich auf ino" Weisen zu vieren zu- 
sammenstellen; die Projectivität zwischen ihren Büscheln ist durch 
ilen Coniplex festgelegt. So gelangen wir zur Mannigfaltigkeit 

10 + 9 - 12=- i:;, 

wie sie dem Compiexe T zukommt. 

Bei 4 projeetiven Ebenenbüschelu kommt es viermal vor, dass 
entsprechende Ebenen in einen Punkt zusammenlaufen. 

Wenn ii, tu, v.,, v,. die vier Büschel sind so erzeugen u und u. , 
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Der tetraedrale oder ßeye'sclia Complex. 359 

M und «g, II und 3(3 je ein Hyperboloid, und die 4 Punkte sind die, 
welche diese 3 Hyperboloide, ausser der Geraden 11, gemein haben 
(Nr. 255); die Ebene von ti, welche nach einem dieser Punkte geht, 
trifft dort mit ihren entsprechenden Ebenen ans u^, it^, 11^ zusammen. 

Die 4 Punkte sind die Ecken des Tetraeders mid die 4 Würfe 
in den Ebenenhü schein nach ihnen, welche ja projectiv sind, geben 
das Doppel verhältniss; damit ist der tetraedrale Complex bestimmt 
und durch ihn der lineare Complex von projectiven Ebenenbüscheln. 

Die projectiven Ebenenbüschel )( und % bestimmen eine Schaar 
von projectiven Büscheln, deren Axen Mi die Geraden der Leitsehaar 
sind, welche zu der von u und tij erzeugten Regelschaar gehört: ent- 
sprechende Ebenen aus allen diesen Büscheln gehen je nach der 
nämUchen Geraden dieser Regelsehaar. Ebenso führen u^ und ti^ zu 
einer Schaar von projectiven Ebenenbüschelu n,j. Stellt man nun 
jeden Büschel ttx mit jedem «^ zusammen, so erzeugen die 00^ Schaareu 
projectiver Ebenenbiischel , die sich dadurch ergeben , den linearen 
Complex projectiver Ebenenbüschel [«, n,, %, u^\ und \ug] nach 
Iteye's kürzerer Bezeichnung, bei welcher der Zeiger dann zugleich 
die Mannigfaltigkeit angiebt, und die Äsen aller dieser 00^ Büschel 
den tetraedralen Strahlen complex. 

Oder auch, durch die projectiven Büschel m,, ti^, u^, wird eine 
lineare Cougruenz von projectiven Büscheln festgelegt, deren Äsen it, 
die Sehnen der cubisclien Eaumcurve sind, welche durch jene drei 
Büschel erzeugt wird; die oo^ Schaaren, welche durch u und jeden 
der Mj bestimmt werden, erfüllen (iig). 

Sprechen wir diese beiden Erzeugungen des tetraedralen Ötrahlcn- 
tomplexes noch in etwa'? andeter Foim aus; 

Zwei Begelbchaateti maclie man piojeclio Dann 'niiä df 1 bent^i 
Uisckel um alle Getaden u^ und iiy der emejt und de) andan Leüscimar 
sawmüich unte} einander projectiv Je ein Büschel n^ und ein tig et 
zeugen dahet eme Begelschaar Diaeh die Leitschamen aller dicbtr 00 
Begelsckaaren entsteht em tetraedtaler Complex Die Ed.en des lehacdets 
äiiid die 4 Piinlie, m denen sicJi ent^echende Geiadon der huüen ife 
gtbeneit SegeUcliaareii schneiden 

Eine mbisdte Baumciitve ist gegeben, der hbenenbubiliel u wnd zu, 
dm Ebenenbitsciieln ti , udche aus ihen Sehnen die FunKfuihe auf iJ } 
projtcuen, projectiv gemacht Die Leitschnaren da Etgelscliaaten, welche 
je durch u und itgend emen w, erzeugt uetden, erfüllen einen tetiaedralen 
Complex Der Sinchel n uird auch zur PunTctreHte auf da Cune p)0 
jecfiv und tiumal geht eine Ebene von ihm ditrch ihren entsprechenden 
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360 i'ui' tetraedrale oder Keje'Eche Complex. 

Funkt in fierselben : diese 4 l'unktc der Omve sind die Echen des 
Tetraeders. 

Diesen beiden Erzeugungen eiitapreclieu zwei zu ihnen duale. 

ni. 

273 Auch die Coirelatwn oder Eeciprodtät sweier Räume führt m einem 
tetraedralen Com^lexe, namlicli demjenigen der sogenannten Wechsel- 
straMen der Correlaüon *) Unter einem Wechselstrahie versteht 
Sehröter den Schmttatrahl der beiden Ebenen (Polarebenen) ^' und 
tj, die einem und demselben Punkte X—iY' in beiderlei Sinne cor- 
respondiren. Jeder solcher Strahl ist auch Verbindungslinie der 
beiden Punkte (Pole), welche in beiderlei Sinne einer Ebene ent- 
sprechen, lu der That, die beiden Geraden (Polaren), welche dem |'jj 
entsprechen, müssen durch 1" =^ X gehen und infolge dessen befinden 
sich die beiden Pole der Ebene, welche diese Polaren verbindet, auf 
i'rj. Damit hat sich auch gezeigt, dass einem Wechsel strahle noch 
eine dritte Eigenschaft zukommt, dass nämlich seine beiden Polaren 
sieh schneiden: der Schnittpunkt ist der Punkt, dessen beide Polar- 
ebenen ihn zur Schnittlinie haben, die Verbindungs ebene die Ebene, 
deren beide Pole er verbindet. 

Alle Wechsel strahlen erzeugen, wie gesagt, einen tetraedralen 
Comples. 

Im Grunde ist dies jedoch nur die Eigenschaft der Collineation; 
denn die zwei Ebenen §', ij, die je einem und demselben Punkte ent- 
sprechen, sind homolog in zwei colliuearen Räumen, welche beide 
reeiprok zu dem Räume der Punkte sind. 

Und so ist jeder Wechselstrahl Schuittilnie zweier entsprechender 
Ebenen dieser coUinearen Käume u. s. w. 

Die Ebenen des Hauptvierseits der Correlation {Nr, 234) ent- 
sprechen den Ecken desselben in beiderlei Sinne ; also bilden diese 
Ecken und Ebenen das Haupttetraeder der Collineation und das Urund- 
tetraeder des Complexes. 

274 Das einfachste System 2. Stufe von ciibiscfien Eauincurven wird 

durch diejeitigen gebildet, weldte ein gegebenes Tetraeder in derselben Weise 
mm Schmiegungstetraeder haben (Nr. 269). Wenn ABCD ^ aßyd 
das Tetraeder ist, so gehen alle Curven dieses Systems, das wir Bündel 
nennen wollen, durch zwei Ecken desselben, etwa A und B, berühren 



*) Schröter, Journal für Mathematik Bd. 77 S. 134. 
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m ihnen zwei windschiefe Kanten AO, BD und htben die Ebenen 
des Tetraeders, welche sich in der Gegenkante vdii Ah sUineilPii 
also ACD und BDC zu Schmiegungsebenen. 

Die Tangenten aller Curven dieses Bündels tisutgin eimn ^tfiit Te 
traeder ABCD gehörigen Beye'schen Complex. Bat, constante Doppel 
verhaltniss desselben hat einen absoluten Werth tst g ein Strahl de 
Complexes, so ist: 

,j{ABCD) = \. 

Der Kegel 2. Grades i^Ä), welcher irgend eine Curve des Bündels 
aus A projicirt, berührt die Ebenen ACD^ß und ABD^y längs 
AC und AB; also bilden alle diese Kegel [A), von denen jeder oo^ 
Curven des Bündels trägt, einen Büschel, zu welchem auch die Ebenen- 
paare {ß, y) und (S, S) gehören; analoges gilt -für die Kegel (B). 

Wenn r* eine Curve des Bündels ist, so legt man eine Colli- 
neation mit dem Haupttetraeder ABCD fest, in der sich zwei 
Punkte X, X' von r^ entsprechen. Der Kegel (A) dieser Curve geht, 
weil er ß, y längs AC, AB berührt und durch X geht, in den Kegel 
über, der ebenfalls ß, y längs AC, AB tangirt und durch X' geht, 
also in sich selbst, und gleiches gilt für (B); also geht auch r', der 
Schnitt dieser beiden Kegel (ausser AB"), in sich selbst über. Im 
Büschel der {Jl) gehen daher 3 Kegel iu sieh selbst über, der eben 
erwähnte und (^, y\ {p, ö); also wird jeder {Ä) und ebenso jeder (2f) 
in sich selbst transfoimirt und demnach auch jede Curve des Bün- 
dels: jede zwei eotsprecheude Punkte liegen auf der nämlichen Curve 
desselben. 

Liegen mm irgend zwei entsprechende Punkte unendlich nahe 
auf ihrer Curve, dann gilt dies für jede zwei, und die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte dieser infinitesimalen CoUineaiion sind 
die Tangenten der Bündelcurven. 

Nennen wir wiederum auf einer beliebigen Geraden g die Schnitte 
mit den Tetraederebenen 91, SS, 1, 2). In der Involution, welche der 
Büschel der [Ä) in g einschneidet, ist % der eine Doppelpunkt und 
S8S ein Paar, also der vierte harmonische %' zu % in Bezug auf S, 
© der andere Doppelpunkt. Die Involution, welche von den {B') her- 
rührt, hat % und ß', welcher zu S harmonisch ist nach % und %, zu 
Doppelpunkten. Das gemeinsame Paar dieser beiden Involutionen ist 
das Paar der Begegnungspunkte der g mit der einzigen sie zweimal 
treffenden Curve des Bündels. Die Gerade g ist also eine Tangente 
einer Bündelcurve, wenn die.se beiden Punkte zusammenfallen, d. li. 
wenn die beiden Paare 6©', %%' einen Punkt gemeinsam haben. Nur 
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©' und 23' köüiien sich vereinigen, uod daa erfordert: t^ßG'^®') = 0. 
Nun ist aber: 



ferner : 



m"S>%') = I - (SSG-®') = 1 - Jf. ■ f-l; 



CG' """ Gät" "'" 



®tS' = (SG' 
also: 

oder: 



CSS . ®si er ae^t s®' 2®5ß 



= (Ge'3)®')= 1- 

Auf eine einzelne Cur?e des Büudels bezogen, lautet der Satz 

idermassen ; 

Wenn A, B zwei Punkte einer cubischen Raumcurvo sind mid 
(J, D die Punkte, in denen ihre Tangenten je von der Schmiegunga- 
ebene des andern Punktes getroffen werden, dann umfasst jede Tan- 
gente der Curve mit diesen 4 Punkten einen Ebeneuwurf vom Dojipel- 
verhältnisse ^.*') 

275 Wir besprechen nun uocli zwei tetraedrale Complexe von metrischem 

Charakter. Der eine ist Reye's Axen-Complex einer Fläclte 3. Ord- 
nung.**) Unter einer Axe , einer Fläche 2. Grades (in allgemeinerem 
Sinne, als das Wort gewöhnlich gebraucht wird) versteht E-eye dabei 
jede Gerade, die m ihrer Polare nach der Fläche normal ist, so dass 
diese dann auch Axe ist. Der Name beruht darauf, dass jede derartige 
Gerade sogar in zwei Weisen Axe ist, nämlich sowohl Axe eines 
ebenen Schnitts, als auch Axe eines B er ührungs kegeis der Fläche. In 
der That, es seien p und p zwei zu einander senkrechte Polaren, tc 
die Ebene durch p, welche zu p' parallel ist, it hingegen die Ebene 
durch p', welche normal zu p ist; der Pusspunkt von p in ihr sei P' 
tind der auf p gelegene Pol von n: sei P. 

Für den Schnitt der Ebene %' mit der Fläche sind p und jt'p' 
Polare und Pol, folglieh ist, da letzterer unendlich fern in normaier 
Richtung zu p liegt, p' eine Axe des Schnitts. 

Ferner, für den Tangentenkegel der Fläche aus 1*' sind p und 

*) Vergl. Voss, Math. Annalen Bd. 13 S. 237; Sturm, ebenda Bd. 26 S. 490, 
Bd. 28 S. 271 und die in Nr. &6 erwähnte Disaertation von E. Heincioha, in der 
der hier erwähnte Cnrvenbfindel auBfßhrlicher behandelt ist. 

*') Geometrie der Lage Abtii. II 18. Vortrag in der 1, Au9., 21, Vortrag in 
der £. Auflage. 
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% ._- }'' x> Polarstrahl ntid PolarebGue ; da sie uormal zu einander 
sind, so ist "p eine Äxe des Kegels. 

Zu diesen Eeye'achen Axen gehören alle Strahlen von der Rich- 
tung der Hanptaxen und ihre Polaren, die Geraden in den Haupt- 
ebenen, ferner alle Durchmesser und ihre Polaren, die unendlich fernen 
Geraden; denn jede unendlich ferne Gerade ist zu jeder endlichen a!s 
iiormal anzusehen, da sie in der unendlich fernen Ebene liegt, die ja 
immer zum Parallel ebenen- Büschel der zu einer Geraden senkrechten 
Ebene gebort. 

Femer gehören alle Normalen der Flüche zu diesen Aseu; auf 
ihnen bat sich P mit P' vereinigt. 

Auf jeder Axe p fanden wir einen Punkt P, für den p das Loth 
auf seine Polarebene a ist. Umgekehrt ist jederzeit das Loth, das 
aus einem beliebigen Punkte auf die zugehörige Polarebeue gefällt 
ist, eine Axe, Es wird also jedem Punkte P ein gewisser unendlich 
ferner Punkt ^ zugeordnet, derjenige, welcher unendlich fern ist in 
normaler Richtung zur Polarebene von P. Jedem unendlich fernen 
Punkte ^ aber entsprechen oo' Punkte P, welche auf einem Durch- 
messer d der Fläche liegen, dem coujugirten zu der Durchmesser- 
Ebene 8, zu der die Iticlitung nach $ normal ist. Diese Zuordnung 
der unendlich ternen Punkte Iß und der Durchmesser d ist eine coUi- 
neare, denn ^ und d bewegen sich leciprok und S und d ebenfalls. 

Lemnatk st äet Complex üe) iien ema- Fläclte 3. Grades ein 
tetraedraler denn wir sind zur Erzeugung vermittelst eines Feldes und 
eines Bündels gelang die zu einandei coUinear sind. 

Wir wiesen aber diss wu diese Collineation auch als Collineation 
zwischen zwei lunktriumen aifta sen können, von welchen zwei Räu- 
men aber dei eii e seh lut e ne Ebene, die Ebene des Feldes, zn- 
sammengedr ugt hat denn im allgemeinen entsprechen den Punkten 
des andern Raums nur Punkte diesei Ebene (je oo' einer). 

Das (r liiäitU leÜti äts i.xen toniplexes wird durch die JImq<t- 
eienen der Jfiache tnd die vnendhch ferne Ebene (£ gebildet. 

Jede Complexcm oe tst eine Paiahel 

Jedei' Complexkegel ist gleichseitig denn er enthält die drei Paral- 
lelen aus he nei Spitze zu den Hauj taxen.*) 

Wenn d e Flache lurch eine zu ihr ähnliche und ähnlich gelegene 
mit demselb n MittLliut kte ersetzt wird, so bleibt die Collineation 
zwischen dem FlIIc m G unl len D rcbmesser-Büudel dieselbe, also 
auch der ixencom] lex 

'-) Schröter, Oberfläcken i. Ordnung S 13. 
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276 Mnm anderen interessanten tetraedraien Complex melrischen Üha- 

radcrs liefert der Ort der Stratüen, tveJcke von swei gegebmen Funkten 
Äi, Ä2 gleiche Entfe}-nuny haben, oder äer Oit der Axen der Itotations- 
cylinder, ivelche durch A^, A^ gehen.*) 

Es sei B die Mitte von AiA^ und y die Ebene, welche in diesem 
Punkte auf A^A.^ senkrecht steht. Mau erkennt unmittelbar, dass der 
Coniplex symmetrisch sowohl in Bezug auf B, als auf y ist, ferner, 
dasa er das Strahlenfeld in y, die Bündel aus B nnd aus dem iiu- 
endlich fernen Punkte 31 von ÄiA^^^a ganz enthält. 

Wenn ff ein Strahl des Complexes ist, so liegt auf ihm tlor Punkt 
gy in der Mitte der Fussjiunkte der Lothe aus Ä^, A^ und ist selbst 
b^sspunkt des Lothes aus B auf g. 

Folglich ist der betrachtete Comples zugleich der Ort der Strahlen, 
welche auf den Strahlen des Büschels {B, y) senLrecht stehen, und ge- 
höi-t in gleicher Weise zu allen Punktepaareii von a, für welche B 
die Mitte ist. 

Der Strahlenbüschel (J?, y) und derjenige in der unendlich fernen 
Ebene @ um 91 sind projectiv, indem jedem Strahle des ersteren die 
unendlich ferne Gerade der zu ihm senkrechten Ebenen entspricht. 

Mithin treffen die Strahlen unseres Orts homologe Strahlen 
zweier projettiver Büschel und wir haben es mit einem tetraedraien 
Oomplexe zu thun. Nur die nach den unendlich fernen Kreispunkten 
(absoluten Punkten) von y gehenden Strahlen von (B, ;') sind zu den 
auf ihnen senkrechten Ebenen zugleich parallel. Also sind die Wtdm 
ahsokiteii Punkte von y die sich selbst entsprechenden Punkte der von 
den projectiven Strahlenbüscheln in y® eingeschnittenen projectiven 
Punktreihen, oder die beiden übrigen Bcken des Gnmdtetracders , ausser 
B nnd §t. 

Die Ebenen aus einem Ooniplexstrahle g nach B und St schneiden 
y in zwei zu einander senkrechten Geraden; weil zu diesen die Strahlen 
aus ihrem Schnitte nach den absoluten Punkten von y harmonisch 
sind, so ist das DoppclverMltniss unseres Compleices — 1. 

Der Complexkegel aus X geht durch das Lüth aus X auf y und 
sehneidet diese Ebene in dem Kreise, der die Strecke zwischen B und 
dem Fusspunkte des Lothes zum Dnrchmesser hat. Also stehen seine 
einen Kreisebenen auf einer Kante senkrecht. 

Alle Kegel des vorliegenden Complexes sind ortliogon<d.**) 

*) Eingehend ei' wird dieser Comples unterBueht iu: B. Eck, Üober die Ver- 
tlitilung der Axen voa Eotationaflildien i. Gradi.'E, welolie dutcli gegebene Punkte 
geht.'ii (Diseertation von Münster, 1890), 

■■■*) Seliröter, Obeifläclien 2. Ordnung g 12. 
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Weil das Strahl enfeld (ä ganz zum Complexe gehört, so kommt 
aus einem unendlich fernen Punkte X ins Endliche nur ein Strahku- 
büsche) zum Complexe. Der Schnitt seiner Ebene mit y ist die Ge- 
rade, welche in J5 auf der Ebene Xa senkrecht steht. 

Jede Complexcurve ist eine Fardbel und ei-giebt sich leicht als 
Eüveloppe derjenigen Geraden der Ebene, welche von zwei festen 
Pnnkten, den Fusspunkten der Lothe aus A^ und A,j, auf die Ebene, 
eonstante Differenz der Quadrate der Entfernungen (nämlich gleich 
der Differenz der Quadrate der beiden Lothe) haben. 

Wir wollen nuu einige Ausartungen, des tetraedralen Complexes 277 
betrachten. 

Wir wissen von der Betrachtung des Gewindes her, dass wenn 
die beiden erzeugenden projectiven Strahlenbüschel einen gemeinsamen 
und sich selbst entsprechenden Strahl s haben — was eine (2 -(- 1)- 
fache Bedingung ist, — dann der tetraedraie Compiex in das Gebüsdie 
[s] und ein Getvinde verfällt, zu dem aber auch ein Strahlennetz mit 
zwei in s vereinigten Leifcgeraden gehört. Also gehört die Leitgerade 
des Gebüsches stim Getvinde. Ein so zusammengesetzter tetraedraler 
Complex — der die Mannigfaltigkeit 5 -[- 3 hat — kann auf oc^ 
Weisen durch zwei projective Strahl enbüschcl mit s als sich selbst 
entsprechendem Strahle erzeugt werden. — 

Eine andere bemerkenswerthe Ausartung tritt ein, wenn die 4 
Ebenen des Qnmdtetraeders durch denselben PiinM gehen. Alle Strahlen, 
Vielehe von 4 solchen Ebenen in einem Punktwurfe von gegebenem Doppel- 
verhältnisse geschnitten werden, sind ersichtUeh Tangenten eines gewissen 
Kegels 2. Grades, welcher die 4 Ebenen berührt, und alle Tangenten des- 
selben haben diese Eigenschaß. 

Nun ist die Concurrenz von 4 Ebenen eine einfache Bedingung; 
also sollte man oo'^ derartige tetraedraie Complexe erwarten. Aber 
es giebt nur oo^ Kegel 2. Grades. Der Tangenten- Complex aber jedes 
Kegels 2. Grades kann auf <x>* Weisen als tetraedraler Complex auf- 
gefasst werden, indem man beliebige 4 von seinen Berührungsebenen 
als Tetraeder-Ebenen nimmt. 

Die OD^ Collineationen , welche einen solchen Complex erzeugen, 
sind alle in Projeetivitäten zwischen 2 Strahlenbiischeln aus dem 
Scheitel des Kegeis in zwei beliebigen Tangentialebenen desselben 
ausgeartet. 

Und umgekehrt, jede zwei projective Strahlenbüsehel mit gemein- 
samem Scheitel bringen einen in der beschriebenen Weise ausgearteten 
tetraedralen Complex hervor. 



y Google 



366 >-*':t tetraedrale oder Eeye'sohe Coraplex. 

Falten die 4 Ecken des GruncUetraedci's in eine Ehene, so ergk'ht 
sich der Comptex der Treffgeraden eines Kegelschnitts. 

Dabei sind die 4 Punkte getrennt von einander angenommen. 
Nehmen wir aber bei der Erzeugung des Complexes vermittelst eines 
Bündels Ä und eines Feldes a, die zu einander coUinear sind, an, 
das3 A in a liegt; er muss sieli dann mit einer der 3 ia « gelegenen 
Ecken B, C, D des Tetraeders, d. h. mit einem der Punkte von a, 
durch welche ihre entsprechenden Strahlen im Bündel A gehen, ver- 
einigen, etwa mit S. Es haben sich 3 Ecken des Tetraeders vereinigt, 
jedoch so, dass die VerbindimgsUnie iesUmmt ist. Da jeder Strahl von 
{A, ß) mit dem entsprechenden von (B, «) zusammenfällt, so besteht 
d&r Complex aus oo' Sti-aJilefinetmt, deren Ldtgeraden sich je in einem 
Sirahle von {B, a) vereinigt haben. Die zur endgiltigen Festlegung 
eines solchen Strahlennetzes erforderliche Projectivität {Nr. 58) zwischen 
der Punhtreihe auf der Leitgeraden und dem Ebenenbüsehel um sie 
wird durch die Collineation geliefert, indem jede Ebene des Büschels 
demjenigen Punkte der Reihe entspricht, dessen in der Collineation 
entsprechenden Strahl sie enthält. 

In zwei Strahlengebüsche äetfallt der tetraedrale Complex, wenn bei 
beliebigem Tetraeder das Doppelverhältniss einen der Werthe oder 1 
oder oo hat; wenn die projectiven Büschel, die ihn erzeugen, in aus- 
gearteter Projectivität sieh befinden, mit einem singulären Strahle in 
jedem; wemi die Collineation zwischen einem Felde und einem Bündel, 
durch die er entsteht, so ausartet, dass jedes der beiden Gebilde einen 
singulären Strah! besitzt und einem beliebigen Punkte des Feldes der 
singulare Strahl des Bündels, einem Punkte aber der singulären Ge- 
raden des Feldes jeder beliebige Strahl in einer gewissen Ebene durch 
den singulären Strahl des Bündeis correspondirt.*) Bndlich führt zu 
einem so zerfallenden Complexe auch eine Collineation, welche eine 
sich Punkt für Punkt entsprechende Punktreihe und einen Büschel 
von lauter sich selbst entsprechenden Ebenen besitzt (Nr. 241): das 
Haupttetraeder ist in diesem Falle unbestimmt; fest sind nur 2 
Gegenkanten desselben und zwei Ecken auf der einen, awei Ebenen 
durch die andere. 

Hierunter fallen, wie wir wissen, auch die Collineationen mit 
Äsen und als noch speciellerer Fall die windschiefen Involutionen, -■— 



*) Man erhält diese AiiEartnn^, wenn man von den beiden Feldern 
ausgearteter Collineation, die in Kr. 265 betracMut wurden, das Feld e' i 
Cfindel [:irqiii;irt 
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Bei einer Homologie ist jeder Strahl im Räume Verbind «lig^li nie 
oder Sclinittlinie entsprechender und vereinigter I'uukte, bezw. Ebenen, 
weil es deren oo^ giebt. 

IV, 

Dp Bcije büiv Liseiigunq det. Uiratihuteii < jiiiplexcb T -ermittelst '21 H 
nueiei coJhneaiet Ramiie 2 und 2J fuhtt unmittelbar m cmet eindeutigen 
Abbildung desselben m den Funkt ode> Uhrnemaum 

Jedem Sttahje des Complexes entspricht tn dieset AhbiMutjg der- 
jenige Puiilt des einen det beiden Baume, etwa des Baumc'^ 2J, den er 
mit seinem entsprechenden m E verbindet, oä& diejenige Ebene von S, 
tvelcite sich m tkm mit ihe> homologen in S schneidet 

Dis« jedem Elemente (Punkt oder Ebene) von 27, dis <^!cb nicht 
selbst enthpriebt, nui ein Strüil \on T coircpondirt ist sofort er- 
siihtlieh Aber aiieh umgekehrt, ^venn ein Strahl von T Veibindungs- 
oder Schnittlinie von mehr als einem Paare entsprechender Elemente 
ist, so ist er sieb selbst entsprechend, also eine Kante des Haupt- 
tetraeders T; einem beliebigen Strahle von T entspricht nur ein 
Punkt, bezw. eine Ebene, 

Die in Nr. 269 erhaltene eindeutige Abbildung ist hiervon nicht 
verschieden; denn nehmen wir aus den von S verschiedenen Colli- 
neationen des Büschels {2f) eine, etwa 2?', heraus, so ist der dort 
einem Strahle x des Complexes zugeordnete und auch auf ihm gelegene 
Punkt P eben der Punkt von 2^', der seinen entsprechenden in 2] 
ebenfalls auf x hat; also sind nur die Räume vertauscht. 

Wir fanden ferner in Nr. 262, 268, 270, dass nm alle Strahlen 
X von T die Büschel 

:e{Ä,B,C,D,lS,',i,",...), 
in denen die Ebenen |, |', | ", , . . den verschiedenen coltinearen Räumen 
S, 2i', 2", . , . von (£) angehören, sämmtlich unter einander pro- 
jectiv sind und dass in einem Strahlenbüschel abcdef . . ., in welchem 
(abcd) gleich dem constanten Doppelverhältnisse X von T ist, jeder 
weitere Strahl e einen der collinearen Räume 2e ausscheidet und so 
dem Complexstrahle x eine durch ihn gehende, dem ZV angehÖrige 
Ebene 1^ zuordnet, welche der Projectivität: 

x(A, B, C, I), ^^) A abcde 
genügt. 

Die durch diese Projectivität bewirkte eindeutige Abbildung des 
tetraedralen Complexes oder die duale ist also auch von der aus der 
Reye'schen Erzeugung sich ergebenden nicht verschieden. 
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Der einer Ebene 1^ zugehörige Complexstrahl x ist, weim E ein 
beliebiger Punkt in dieser Ebene ist, die nicht durch ihn gehende in 
I, gelegene Sehne derjenigen eubischen Raumcurve r^ von T, deren 
Sehnen nach den Punkten Ä, B, C, D, E Ebenenbüschel senden, 
welche zu ahcde projectiv sind (Nr. 270). Wird der Punkt E in 1^ 
verschoben, so ändert sich wohl die eubisehe Raumcurve, aber nicht 
die genannte Sehne, weil diese die Pr ojectivitäts-E igen seh aft auch in 
Bezug auf die neue Lage von E erfüllt. 

Dreht man hingegen Is um den festen Punkt E, so bleibt die 
Curve r^ fest und die Strahlen, welche den Ebenen des Bündels E 
entsprechen, erfüllen ihre Sehnen- Congruenz; die Ebenen |/ durch jeden, 
die nun in der Projectivität dem Strahle f dea Büschels correspondiren, 
gehen alle durch den Punkt F auf r,, der in der Projectivität der 
Ourven-Punktreihe und des Strablenbüschels: 

ABCDE 7\ ahcde, 

(welche ja. eine Folge der Projectivität der verschiedenen Ebenen- 
büHchel um die Sehnen von r, ist) dem f entspricht. Also bewegen 
sich lä und 1/ gleichzeitig in Bündeln und demnach collinear durch 
den Raum, wie ja auch nothwendig. 

Eine einfachere Construction des jeder Ebene §e zugehörigen 
Strahles x ist folgende: 

Man schneidet die Ebene £,, mit ABC in der Geraden e' und 
diese mit AB in E', construirt ferner auf AB den Punkt C, so dass 
ABC E' 7\ «^"^e; wenn dann X der Schnitt von CC mit e' ist, ßo 
ist X(j4, B, C, e") J\ abce. Construirt mau nun im Büschel X den 
Strahl d', welcher ä entspricht, so schneidet die Ebene Dd' in §,. den 
gesuchten Strahl x ein. 

279 J/fflM kann bei der aus der Reye'echen Erzeugung sich ergeben- 

den Abbildung den Bav/m S durch einen eii ihm coUinearen i\ ersetzen; 
es wird dann nur die unwesentliche Incidenz entsprechender Elemente 
aufgegeben, während die wesentJicheu Eigenschaften der Abbildung 
erhalten bleiben. 

Von dieser Art ist, wie dies schon Bertini*) bemerkt hat, die 
Weiler'sche Abbildung des tetraedralen Complexes.**) 

Es seien wieder St, 35, U, ® die Schnitte eines Strahles x des 



*) Transunti delV Accademia dei Lineei Ser. TTI Bd. 4 (1879) i 
! über die CongrueiiK 2. Ordnung G. KliiBse 1. Art, 
"*) Weiler, Zeitschrift füi- .Mathemutik Bd. 22 (1877) S, 2G1. 
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Complexea mit den 4 Ebenen des Tetraeders, S der Sdinitt (OZ), i'2l) 
und A' auf CD so gelegen, daas {Ä B'C1)) = }^, Ulinlieh wie in 
Nr. 253; weslialb Ä auf ^S liegt Die beiden Geraden x und A^A' 
liegen in einer Ebene und aiso auch A% und J.'©. Den Schnitt Xj 
dieser letzteren nimmt Weiler als Bild des Complexstrahles x. Wenn 
X^ gegeben ist, so liefert J.X, auf der Tetraeder ebene « den Punkt 
St, B% dann auf CD den Punkt H', das Doppelverhältniss k den Ä, 
endlich X^A' auf y den Spurpunkt E, und a: ist 21®. Damit ist diese 
Abbildung als eindeutig erkannt. 

Betrachten wir aber T als Erzeugniss der Verbindungslinien 
x^XX' entsprechender Punkte eollinearer Räume S und 2' und 
demnach X als Bildpunkt von x\ so wollen wir nun beweisen, dass 
X und X^ gleichzeitig gerade Linien durchlaufen, womit dann die 
Collineation der Bäume {X) und (X,) nachgewiesen ist. 

Wenn X eine Gerade durchläuft, so besehreibt a:^XX' eine 
Regelschaar Pg, welche in jeder der 4 Tetraeder ebenen eine Gerade, 
also auch eine Leitgerade bat. Diejenigen Leitgeraden, die in a und 
y liegen, seien Q, C. Die Punktreihen der 31 und ß auf ihnen sind zu 
der Puuktreihe der X projectiv; femer bewegen sich If und A' in 
zu ihnen projectiven Punktreihen; alao beschreibt ©A' eine Regel- 
schaar 9; und da ^9( die Ebene Aa durchstreicht, so haben wir in 
der Spurcurve der p in dieser Ebene den Ort von X^, Da aber a 
eine Leitgerade von P^ ist, so fällt eine Erzeugende dieser Regelschaar 
in Aa, und mit ihr die Spurpunkte S, ß und der auf J.S8 liegende 
Punkt A', folglich eine Erzeugende von p; demnach befinden sich die 
Spuren, in Aa., der Geraden von ß auf einer Leitgeraden dieser Regei- 
schaar. 

Wir halten uns deshalb, behufs genauerer Beschreibung der Ab- 280 
bildung, an die ursprüngliche Form derselben, so wie sie sich un- 
mittelbar aus der Reye'scheu Erzeugung ergiebt, und zwar wollen 
wir die Ahhüdimg in den Ebenenraum bevorzugen. 

Jedem Kegel des tetraedrälm Complexes T entspricht ein Ebenen- 
htisckel um einen Complexstrakl ; in der That, wird die Spitze des 
Kegels als Punkt von U' mit X' bezeichnet, so ist XX' die Axe 
dieses Büschels, denn seine Ebenen schneiden sich mit den homologen 
im entsprechenden Büschel, dessen Axe auch durch X' geht, in den 
Kanten des Complexkegels. 

Umgekehrt, jedem EhmmhUschel in S um einen Strahl von T, d. h. 
um einen Strahl von X, der seinen entsprechenden in H' schneidet, 
i in T ein Kegel. 
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JÜiiiera beliebigen Ebeuenbüachel von 2 entspricht in T eine 



Zwei StraMen von T scfmeiäen sicfi, tvenn ihre entsprechenden Ebenen 
einen Complexstrahl gemeinsam haben. Der Schnittpunkt ist derjenige 
Punkt dieses Strahles, der, als Punkt von £', durch ihn mit seinem 
homologen Punkte in S verbunden wird. 

Eine Complexmrve von T hildet sich in eine abwichelbare Fläche 
3. Klasse ab; denn die beiden coUinearen Bündel um einen beliebigen 
Punkt X von S und seinen . entsprechenden in S' erzeugen eine 
S ebnen- Congnienz [rj ; di.e 3 Strahlen derselben, weiche in die Ebene 
der Oomplexeurve fallen, beweisen, dass es durch X 3 Ebenen in 2 
giebt, die mit ihren entsprechenden sich auf der Ebene, also in Tan- 
genten der Complexeurve schneiden. 

Dieser Torsus 3. Klasse ist übrigens, wenn wir die Ebene, als zu 
2' gehörend, mit |' bezeichnen, derjenige, dessen Ebenen entsprechende 
und sich schneidende Geraden der beiden coUinearen Felder | und §' 
verbinden, also ein r^ (Nr. 262), 

Wir haben in T dreierlei Sfcrahlenbiischel (Nr. 256). 

Allen Strahlen emes Buacheh der sich m emer Ebene de^ Tcttt 
eders T befindet, entspricht m ZI diese Ebene 

Damit haben wir eine AisnaJtmt ton der mndexdiym Alhddumj 
jede der 4 Tettauln Ebenen entbpncht allen tu ih gelegenen ':>tiuhbn 
von T. 

Einern SUahlenbmchel, desbtn ':ycftettel tn einet Ecke lon T hegt 
entspricht in S ein Kegel 2 KlasüP aus dei nämlichen Ecli, der von 
den Ebenen emgehüllt wiid, welche entsprechende Strahlen des Bu 
schels, insofern er zu S' gehört, und seines homologen in 2? ver- 
binden ; er berührt die 3 Tetraeder ebenen aus der Ecke und die 
Ebene des Strahleubüschels. 

Umgekehrt, jedem Kegel 2. Klasse ans einer Ecke von T, welcher 
die in ihr zusammenstosseuden Tetraeder ebenen taugirt, als Gebilde 
von E entspricht in T der Strahleubüschel aus der Ecke, der sich in 
der vierten Berührungs ebene befindet, welche der Kegel mit seinem 
in E' correspondir enden Kegel gemein hat. 

Nimmt ein T- Strahlenbüschel aus A eine Kante, etwa yS, in sich 
auf, so zerfällt der Kegel 2. Klasse in den Ebeuenbüschel um diese 
Kante und einen zweiten, das eigentliche entsprechende Gebilde, dessen 
Axe in ^ liegi Denn die Kanten des Tetraeders haben alle durch sie 
gehenden Ebmen m entsprechenden in S, und so ergiebt sieh die mieite 
Ausnahme von der Eindeutigkeit. 

Ein StrahlenbiiscM des Complexes von der dritten und wichtigsten 
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Art, dm' seinen Scheitel in einer Ebene von T, etwa in a, hat und seine 
Ehme durch die Gegenedce A schickt, hat zum Bilde in ^ einen Ehenen- 
iüschel, dessen Axe in a liegt und den Scheitel des Strahlenbüschels, 
als Punkt von 27', mit seinem entsprechenden Punkte in E verbindet. 
Der gegebene Strahlenbüscliel nämlich, als Gebilde voo S', und sein 
entsprechender in 2^ haben durchweg sich schneidende homologe 
Strahlen; v/eil sie dem Complexe angehören (Nr. 260), Die ent- 
sprechenden Strahlen führea also durch ihre Verbindungsebenen ku 
einem Ebenenbüschel, der mit beiden Strahlenbüscheln perspectiv und 
das Bild des gegebenen Strahl enbüs eh eis ist. 

Umgekehrt wiederum, einem Ebenenbüschel von 2, dessen Axe in 
einer Ebene a von T liegt, entspricht in T derjenige Strahlenbüschel, 
den der Ebeneubüschel mit dem ihm in 27' entsprechenden und zu ihm 
— wegen der sich selbst entsprechenden Ebene a — perspectiven er- 
zeugt. Der Scheitel dieses S trab lenbüsch eis liegt in a im Schnitt- 
punkte der beiden Axen; da in den beiden Ebenenbüscheln zwei ho- 
mologe Ebenen durch A gehen, so tlmt es auch ein Strahl des Strahlen- 
biisehels und dessen Ebene. 

Einer im tetraedralen Complexe hefindlichmt Congnini^ m* ' Oh?«»!)^ 281 
entspricht in E eine Fläche F m^' Klasse; denn den m Strahlen, 
die von einem beliebigen Punkte an jene kommen, entspiechon die 
m Berühr ungsebenen dieser in dem EbenenbUschel, dei dem Complex- 
kegel aus dem Punkte entspricht. 

Die Klosse n der Congruens ist ^3m; denn den n Strahlen der- 
selben, die in eine beliebige Ebene fallen, entsprechen ebenso viele 
gemeinsame Berühr ungsebenen der Fläche w*" Klasse und des cu- 
bischen Torsus, der, in 27, einer Complexcurve von T corrcspondirt. 

Wenn n < 3w ist, so müssen Zm — n von den gemeinsamen 
Berühr ungsebenen der Fläche F und des Torsus so beschaffen sein, 
dass ihnen nicht blos ein Strahl in T entspricht, d, h. sie müssen 
Ebenen des Teia-aeders sein. 

Sind mitbin ipa, tpß, tpy, fpö die Grade der Vielfachheit der 4 
Ebenen des Tetraeders als Berührungs ebenen der Flache F, so hat man: 

3)w — n =^ (po: -{- ifi^ -\' (py + fii ■ 

Daher entspricht einer heliehig zum Tetraeder gelegenen Fläche m^" 
Klasse im Ehenenraume E eine Congruens m'*' Ordnung und Sm*^' 
Klasse in T. 

Und dual: Einer heliehlg mm Tetraeder gelegenen Flache m^'" Ord- 
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minff im Pnnldraum S entsp-icht eine Congnunis vn*" Klasse tmd 3)«**^ 
Ordnung in T. 

Die Klasse vermindert sich im erstai Falle, die Ordnung im zweiten 
Falle mn 

<pt. + fii + fr + 9><f- 
wenn die I'läclie )»*"' Klasse die Ebenen des Tetraeders su cpi,-, (p/i-, . . . 
fachen Berührungsebenen, hesw. dSe Fläche »('" Ordnung die Ecken den 
Tetraeders zu ebenso vielfachen Funhten hat. 

Die Curve des Compleses T in einer Ebene duvcH eine Eclie A 
des Tetraeders besteht aus zwei Strahlenbüscheln, von denen der eine 
seinen Scheitel in A, der andere auf a hat. Der Ebenenbiischel, der 
letzterem im Ebenenraame S entspricht, hat seine Axe in k und ent- 
hält m — ipa von ß verschiedene Berührungsebenen der Fläche m*™ 
Klasse F-, die diesen entsprechenden Strahlen der Congruenz in unserer 
Ebene gehen nicht durch A\ folglich enthält der erste Büschel 

n ~ (m — ip^) = 2m — {>p^^ + (p-, + (pi) 
Strahlen, und da dies für jede Ebene durch A gilt, so kommt von 
der Ecke Ä ein Kegel von dieser Ordnung an die Congruenz, oder 
der Punkt ist für sie singulär von diesem Grade (Nr. 136). 

Die Ecken Ä, JB, C, D des Tetraeders sind also für die Congnieii^ 
in T, deren Bild die Fläche m'™ Klasse ist, singulär vom Grade 

2m~(<pp + g}y-\- (pi), 2m — {q>y + (pa + V«), ■ ■ ■ 
Dual: Hat die Congruene zum Bilde im Punlctraume ü eine Fläclie 
m*^' Ordnung, welche A, B, ... zu fpa-, ■ ■ ■ fachen Punkten hat, so sind 
die Ebenen des Tetraeders singidär vom genannten Grade, d. h, enthalten 
Curven von Congruenzstrahlen von der Klasse 

2m — (9^ + g>y-h <pä), ■ ■ ■ 

Von den m Strahlen, die von einem Punkte einer Tetraederebene 
« ausgehen, gehören m — tpa zum Büschel aus ihm , dessen Ebene 
durch A geht, also (pa '-u dem in die Ebene cc fallenden; folglich 
liegen in der Ebene a oo^ Congrneuzstrahlen, welche eine Curve von 
der Klasse ^a umhüllen. 

Die Eheneit «, jJ, y, ö sind also für die in die Fläcfie m*^' Klasse 
abgebildete Congruens singulär vom Grade (pa, ^js, . . ■ 

Vom nämlichen Grude singidär sind im dualen Falle die Echen 
A, B, C, D. 

282 Betrachten wir z. B. eins der Strahlennctze in T, welche ihn- 

Loitgoraden in den BüscJieln (A, ß), (7J, a) liabou. Es hat in den 
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Ebenen cc, ß je einen Strahlenbiischel , also sind (lie^e singulär vom 
Oradö 1 (ebenso die Punkte A, .B); wir haben 

!M = W = 1, 9)0 = QJ,* = 1, qCj. = q^j = 0. 
Das Biid im Ebenenraume ist eine Fläche l'^' Klasse, welche a und 
ß berührt, also ein Ebenenbündel, der aeinen Scheitel auf aß hat. In 
der That, ein solcher Bündel in H erzeugt ja mit seinem entsprechen- 
den in 2J', der seinen Scheitel ebenfalls auf aß hat, weil dieser Ver- 
bindung s strahl der Scheitel sich selbst entspricht, ein Strahleunetz 
(Nr. 79). 

Das Bild unseres Strahlennetzes im Punktraume 2J ist ein durcli 
AB gehendes Punktfeld, das mit seinem entsprechenden in £' eben- 
falls ein Strahleiinetz hervorbringt. 

Für ein^ Sehnen-Congruenz [rj von T sind die Ebenen des Te- 
traeders nicht singulär; jede enthält nur 3 Sehnen: die 3 Kanten; 
also haben wir m = 1, m = 3, alle qoa, . . - = 0, Im Ebenenraume 
2^ entspricht ein Ebenenhündel mit beliebig gelegenem Seheitel, der 
ja auch mit seinem entsprechenden in ^ die [r,] erzeugt. 

Für [rj, deren Curve r, durch alle 4 Ecken des Tetraeders geht, 
sind diese Punkte singulär vom 2. Grade, indem durch jeden ein Kegel 
2. Ordnung zur Congruenz geht. In der That haben alle 4 Zahlen 
2 m — {(p.^ -\- (py + fpä) , . . . den Werth 2. 

Wird aber [rj in den Pnnktraum abgebildet, so haben wir: 
m ^3, li '= 1 und alle vier ip gleich 2. 

Das Bild der Congruenz ist eine Fläche 3. Ordnung mit Doppel- 
punkten in den 4 Tetraeder- Ecken. 

Zwei Flächen 3. Grades F und F' seien colHiiear, d. h. entsprechend 283 
in zwei coUinearen Räumen; dann sind sowohl die VerbindtmgsUnien 
entsprechender Putihte auf ihnen, als auch die Schnittlinien entsprechender 
Berüiimngsäienen von ihnen in dem tetraedralen Complexe enthalten, 
der zu den beiden Räumen gehört. 

Wenn die beiden Flächen in Iceiner besondem Beziehung mim Te- 
traeder stehen, so bilden die erstercn Linien, welcfie sich in die Punkte 
von F Milden, eine Congruens 2. Klasse 6. Ordnung, für welche die 4 
Ebenen des Tetraeders singulär vom 4. Grade sind, also gur Congritens 
gehörige Cvrven 4. Klasse enthalten; die Schnittlinien aber, die sich in 
die Berührungsebenen von F abbilden, erztugen eine Congruenz 2. Ord- 
nung 6. Klasse, für welche die Ecken singulär vom 4. Grade sind, d. h. 
an die C&ngrums Kegel 4. Ordnung senden*) 

*) Reye, Journal f. Matliematik Bd. 93 S. 81; del Ke, Rendiconti del 
Circolo materaatico di Piilermo Bd. 1 S. 290. 
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Wenn F und infolge dessen auch F' etwa die « berührt, so 
wird die Congruenz der Schnittlinien entsprechender Tangeatialehenen 
5. Klasse. Wir kommen hierauf genauer bei der späteren Betrachtung 
der Congruenz (2, 6) zweiter Art zu sprechen. Hier begnügen wir 
uns, zu erwähnen, dass dann infolge des obigen Satzes die Ebene a 
für die Congrmns (2, 5) singulär vom 1. Grade ist, also einen Con- 
gruenz-Strahienbiisehel enthält. 

Wenn F' mit F identisch, also F zu sich selbst coUinear ist, so 
hat man bekanntlich zwei Fälle zu unterscheiden: entweder geht jede 
der beiden Geradenschaaren in sich selbst über oder in die andere. 

Im ersteren Falle, 'dem einer Hermite'schen Colliueation (Nr.236), 
mit welcher wir uns hier allein beschäftigen wollen, liegt ein Kanteu- 
vierseit des Haupttetraeders auf der Fläche, alle 4 Ebenen desselben 
berühren die Fläche und die Ecken liegen auf ihr. Also aind beide 
Congruenzen 2. Ordnung und 2. Klasse, aber, wie wit spatei 'lehen 
werden, noch specieller, als wenn oben F alle 4 Ebenen a, be 

rührt oder durch alle 4 Punkte A, . . . geht, ohne Kanten zu enthalten 

Wenn die beiden Flächen 2. Grades F und F' su ctnander polai 
sind in Besug auf eine dritte Fläche 2. Grades S; so sind sie auch 
coUinear, derartig, dass je zwei Punkte auf ihnen sich entsprechen, 
von denen jeder der Berührungspunkt der Polarebene des andern m 
Bezug auf S ist. Man erhält die Colliueation, wenn man mit dem 
Polarsysteme in Bezug auf S dasjenige in Bezug aut 7^ odei F 
verbindet. 

Die Yerbindungslinien entsprechender Punkte auf F und F' sind 
projectiv verallgemeinerte Normalen (Quaainormalen) der einen oder 
andern Fläche. Denn eine Normale einer Fläche verbindet ihren 
h'usspunkt mit dem Pole seiner Berührungs ebene in Bezug auf den 
absoluten Kegelschnitt ^ als ausgeartete Fläche 2. Klasse, Diese ist 
im Vorangehenden durch die allgemeine Fläche S ersetzt. 

Die Congruenz der Normalen einer Fluche 3. Grades ist also 
2. Klasse 6. Ordnung. Sie befindet sich im Äxen-Complex und hat in 
den Ebeiten des Tetraeders desselben Curven d. Klasse; die drei in den 
Mmipteienen der FlUelte sind ersichüidi die Fhölufen der HauptschniUe. 

Die 6 Normalen, die von einem Punkte auf eine Fläche 2. Grades 
herabgelassen werden können, liegen stets auf einem Kegel 2. Grades, 
dem Kegel des Axen-Complexes. 

Ihre Fusspunkte sind gemeinsame Punkte der beiden Fusspunkta- 
Uurven der einen und der andern Schaar der Fläche in Bezug auf 0; 
weluhe Curven Raumcurven 4. Ordnung 2. Art sind, die den Geraden 
der zugehörigen Schaar einmal, denen der andern dreimal begegnen 
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(Nr. 124). Ausserdeua haben diese beiden Curven uocli die Sclmitte 
der unendlich fernen Curve der Fläche mit dem absoluten Kegel- 
schnitte gemein. 

Die Fusspunkte der 2 in eine Ebene fallenden Normalen sind die 
Schnittpunkte der Ebene mit der Berührungscurve des zur Ebene 
senkrechten Tangentialcyliudera der Fläche. 

In S sei eine abwickelbare Fläche oder ein Torsus v^' Klasse t 284 
gelegt; sie erzengt mit dem ihr in S' entsprechenden Torsus t', eben- 
falls v'" Klasse, eine Regelfläche 21»*™ Grades, welche ihr in T eorre- 
spondirt. .Anf einer beliebigen Geraden l rufen die entsprechenden 
Berührung sehen eil eine Correspondenz [v, v] hervor; durch die Coin- 
cidenzpunkte gehen die Erzeugenden der Regelfläche, welche l treffen. 

Wenn aber ( die Ebene ec des Tetraeders zur ^^^-fachen Berüh- 
rungsebene hat, so gilt dies auch für t'; a gebort dann i^o-fach zum 
vollen Erzeugniss; der Grad des eigentlichen Erzeugnisses, von dem 
im Continuum ^^ Gerade in a hineinfallen, vermindert sich um ^„. 
Also ergiebt sich: 

Zmschen der Klasse v eines Torsus in S und dein Grade n der 
entsprechenden Segelfläche in T besteht die Beziehung: 

2v ^ n -{- fo + f^ -i- fy + T/fj. 

Darin bedeutet ipa den Grad der Vielfachheit der Ebene a als Berühranf/s- 
ebene des Torsus oder die Anzahl der Erseugenden der Betfelfläche, ivelch- 
in a fallen, und ^^, , , ■ haben ähnliche Bedeutungen für ß, ■ ■ ■ 

Bei der Abbildung von T in den Punktraum ist v die Ordnung 
der Curve, in die sich die Regelfläche abbildet, iZ-a der Grad der Viel- 
fachheit des Punktes A auf dieser Curve oder die Zahl der Erzeugen- 
den der Regelfläche, welche durch A gehen. 

Eine Regelschaar P^ in T, das Erzeugniss zweier entsprechender 
Ebene nbttschel von D und Z", hat natürlich einen Ebenenbüschel 
zum Bilde in Z; in der That, alle vier ^ sind 0. 

Bei einer Regelschaar P^ hingegen, welche durch zwei ent- 
sprechende Punktreihen erzeugt wird, enthält jede der Tetraederebenen 
eiue Erzeugende, also sind alle vier ^ gleich 1, und v = 3. 

Einer Eegelschaar Pg mts^icht demnach im Ehenmraume U ein 
Torsus 3. Klasse, welcher die 4 Ebenen von T berührt. 

Während also die Geraden einer Eegelschaar P^ Verbindtmgslinien 
der homologen Pii/nkte üwmer ent^echender Geraden von S und S' sind, 
sind sie Schnittlinien der homologen Ebenen sweier entsprechenden Tarsen 
3. Klasse r„* ivelehe beide die Tetraederebenen beriihren. 
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Ebenso bilden auf einer Regelschaar Pj die Funkte der einseinen 
Geraden, für welche, als Funkte von S, diese Geraden die Yerhindungs- 
linien mit den entsprechenden Funkten in E' sind, eine cuhische Raum- 
curve r*, die durch die Ecken von T geht. 

Den Geraden des Regelschaar begegnet sie einmal, also denen 
der Leitscliaar zweimal. Unter diesen befinden sieh die Axen l, V der 
beiden erzeugenden Ebenenbüschel. Mit der Regeischaar, welche durch 
die Punktreihen auf diesen Axen entsteht, hat Pj zwei Gerade ge- 
mein, weil den Leitschaaren die zwei Geraden l, V gemein sind. 
In den Schnitten derselben mit l begegnet die cubische Rauracurvc 
fj* der l. 

Ingleichen geht bei P^ durch jede Gerade nur eine Ebene des 
Torsus 3. Klasse r^, durch jede Gerade der Leitschaar aber zwei. 

Weil dieser Torsua durch einen beliebigen Punkt X 3 Ebenen 
sindet md durch die Bmlel \ und T eme Sei i en CoHi^ruL i? [) ] 
ent teht so folgt 

Eine Begelschaai P^ taid eine bei nen Congi iirn„ [rj und elmso 
eine Regelschaot P^ und eine Axen Congtuens [j^] %on T haien stets 3 
Stiahlen gemein uahend eme P, und eine [jj] so tue eine P^ und [rj] 
erneut SttaM gemein haben wofern nicht Pj in [»,] bezw P_j m [>J hegt, 
Jedet der oo* Pegelschaat m Py it.t sojmt eine cuiische Ranmaate »,* 
Mgeoidnet diene I aumctttven etscftopfen das ganze tterfach unendlulie 
Sybteni der ndjiiclien Raum mien durch die Eclm deb Tetraeder<! In 
iler That jele durch dieselben gehende cubische Raumcurve und ihre 
entspiechende m i führen — wegen dei 4 sich selbst entspiech enden 
Punkte — zu cinei Re^el chaai gebildet dirch die Veibindungshnieu 
ihrer homülOj,en Pinkti. Keine von den Erzeugenden fil!t m eine 
dei Tetiaedei ebenen also ents}.richt dieser Regelsciiair im Ebenen- 
iiiime E ein Ebenenbüschel und sie ist da» Eizeigni desselben 
unl seines entsj rechen len m S ilso eine Pj 
'S5 TTiJ liahen iuei veisclt edene &y teme s Stufe lon tinirui aleii Regcl- 

flaclmi 4 Gtades p* %on der 4.)t III (Nr 41) im Complea J 

Die einen entspiecheu bei der Abbildung m den Ebenenraum 2. den 
Kegeln 2. Grades h^ desselben (als Torsen 2. Klasse). An jeden Kegel 
von E und seinen entsprechenden in S' kommen aus jeder von den 4 
Ecken des T 2 Paare entsprechender Berührungsebenen; also geht die 
cubische Doppeleurve der p* durch die 4 Ecken und weil sie cc'- 
Strahlen des Complexes doppelt trifft, ist sie eine der oo" Curven r^ von 
Nr. 254, deren ganze Sehnen-Oongruenz {r,] zu T gehört. Weil jede 
von diesen Congruenzen co^ Regeifläehen 4. Grades enthält (Nr. 41), 
so gelangt man auch auf diese Weise zu den <x^+^ Kege5flächen p*. 



y Google 



Der tetriiedrale oder Eeye'sche Comjjles, 377 

In den Punktraum bilden sieh diese p*, weil sie durch jede der 4 
Tetraederecken 2 Erzeugende schicken , in umeursale Raunicurven 
6. Ordnung ab, welche durch die Ecken zweimal gehen. 

Berührt \ eine der Tetraederebenen, so entspricht ihm nur eine 
cubische Regelfläche p^, die ihre Doppelgerade durch die Gegenecke 
sendet, durch die 3 andern nur einfach geht; wir erhalten, bei jeder 
Ebene und Gegenecke von 7', ac'' solche Flächen g^, welche in den 
Punktraum sieh als Eaumcurven 4. Ordnung abbilden, die durch eine 
Ecke zweimal, durch die andern einmal gehen. 

Das zweite System von p* ergiebt sich dual; sie berühren die 
Tetraederebenen doppelt und liegen in den Äsen-Congruenzen [r^] des 
Complexes; bei der Abbildung in den Punktraum haben sie die Kegel- 
schnitte desselben zu Bildern. Geht aber einer von diesen durch eine 
Ecke des Tetraeders, so entspricht ihm in T eine cubische Hegel- 
flache, welche nur die Gegenebene doppelt, die andern Ebenen von T 
einfach berührt. 

Es sei wieder h^ ein Kegel 2. Grades des Ebenenranma S, p* die 
ihm entsprechende Uegelfläehe; zwei Erzeugende derselben begegnen 
sich, wenn ihre entsprechenden Ebenen sich in einem Strahle von T 
schneiden (Nr. 280). Ist aber f der Kegel von T aus der Spitze von 
7%, so führt jede Kante von t^ zu zwei sich achueidenden Erzeugenden 
von p* und also zu einer doppelten Berührungsebene dieser Fläche. 

Wenn t^ und ]ig die Lage haben, dass es ein und infolge dessen 
oo' Trieder giebt, welche ^ um- und i^ eingeschrieben sind, so er- 
halten wir oo^ Tripel von Erzeugenden der p* welche sich gegenseitig 
schneiden, und zwar in drei verschiedenen Punkten, den Punkten X' 
nämlich der 3 auf t^ gelegenen Kanten des Trieders, welche durch 
diese Kanten mit ihren entsprechenden Punkten X von 2^ verbunden 
werden (Nr. 280) ; also fallen die 3 Erzeugenden je in eine Ebene 
und die Fläche p* hat eine einfache Leitgerade, welche zugleich Axe 
eines Büschels dreifacher Berilhrungsebenen ist, ist also von der 
Art IV (Nr. 41). Aus jedem Punkte kommen co* so zu seinem Com- 
plexkegel t^ gelegene Kegel /Cjj d. h. im achtshißgen Systeme von p* 
von der ersten Art giebt es oo' Flächen, welche, ausser der doppelten 
cubischen Leitcurve, noch eine einfache Leitgerade haben, und ebenso, dual, 
im Systeme von der zweiten Art oo'' mit eitier dreifachen Leitgeraden, 
also von der Art IS (Nr. 44). Diese haben, bei der Abbildung in den 
Punktraum, diejenigen Kegelschnitte P zu ihren Bildern, welche je 
zu dem Complex-Kegelsehnitte ^ in ihrer Ebene so gelegen sind, dass 
es oo^ Dreiecke giebt, welche Jc^ ein- und ig umgeschrieben sind. 
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286 Wir wenden uns nun zur Untersuchung der linearen Transfor- 

mationen, welche einen tetraedralen Complex in sich selbst iiberßhren. 

Eine ColUneation, die das thufc, musa ersichtlich das Grundtetraeder 
in sich selbst überführen. Sie transformire also die Permutation 
AB CD der Ecken in die Permutation A,£,CiD^ derselben; es gehe 
ferner der Strahl g von T über in den ebenfalls zu T gehörigen 
Strahl ^j, so ist wegen der Collineation : 

j (A B, c, -B) A «, (A, B„ c„ A)l 
aber weil (/ und g^ beide zu T geboren, ist: 

(/(Ä^, B„ C^, D.) A g^{A^, B„ C\, A); 

(j{A,B, C,2))7\g{A„B„ C„ D,). 

Folglich kann die Permutation AyB^C^D^ nur eine der folgen- 
den vier sein: 

ÄBCD, BA'DC, CDAB, DCBA. 

Jede Collineation, welche die 4 Ecken A, B, 0, D des Tetraeders 
eines tetraedralen Complexes in eine dieser 4 Permutatiouen über- 
führt, transformirt den Coroplex in sich selbst, so wie alle, welche 
mit ihm das Tetraeder gemein haben. 

Im ersten Falle gebt jede der Ecken in sieb selbst über. Also: 

Jede der oo^ ColUneationen, welche das Gnmätetraeder des Complexes 
T äwn Haitpüetraeder habe», fökrt ihn in sich selbst über. 

tionen befinden sich die oo^, welche den 
denen einmal und dann durchweg zwei 
einem Strahle von T schneiden, zwei homo- 
loge Punkte auf einem solchen Strahle liegen und durch welche jeder 
Strahl von T in einen ihn schneidenden übergeführt wird. 

Jede Collineation transformirt alle tetraedralen Complexe in sich 
selbst, die sa ihrem HaupUekaeder gehören. 

Die 3 andern Fälle sind nicht wesentlich verschieden; es genügt, 
den ersten zu betrachten, in ihm entsprechen sich A und B, C und D 
involutorisch. 

Jede Collineation, welche mveimal zwei Ecken (oder swei Ebenen) 
des Tetraeders von T involutorisch vertauscht, transformirt T in sich selbst. 

Die Kanten AB und OD entsprechen sich selbst, sind also Gegen- 
kanten des Haupttetraeders der Collineation, und diese ist dadurch 
ebarakterisirt, dass die conjectiven Punktreihen auf den genannten 
Kanten (und die conjectiven Büschel um sie) involutorisch sind. 



Unter diesen Collineati 
Complex erzeugen und bei 
homologe Ebenen sich in ei 
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Da die Ecken '^1', H', auf AB, C, D', auf GH, des Haupttetraeders 
Ä S'C K der CoUineatioii die Doppelpunkte dieser Involutionen sind, 
so sind die beiden Invarianten Xo^g' und X^^- gleich — 1. Mithin ist, 
wenn X, X.^ zwei entsprechende Punkte und Sl', 33', ©', %' die Schnitte 
von XXi mit den Ebenen von ÄSC'D' sind, sowohl: 

(XXiSl'SS') = {XX^%'^'), 
als auch: 

(XX^^'i&) = {XX^^'%-). 

Hieraus folgt (Nr. 261), dass sowohl alle Flächen 2"=° Grades 
durch das Kanten vi er seit A'^CIf des Haupttetvaeders der Coili- 
neation, als auch alle durch A! B' jy C in sich selbst transformirt 
werden, und zwar so, dass je die Geradensehaaren dieser Flächen in 
sich seihst übergehen 

Auch umEfekehrt, wenn eine CöllineaUon in swei Weisen eine Her- 
mite'sche tst d h die Flächen 2. Grades durch zwei Kantenvierseite 
A'B'C'D, ABDC ihres Haupttetraeders in sich transformirt, so 
bestehen die obigen Beziehungen; bei einem beliebigen Strahle XX, 
erfordert dies, dass (XX.WW) und (XXj©'®') gleich —1 sind. 
Also haben wir auf den Kanten A'B', CI/ Involutionen, und wenn 
nun AB irgend ein Paar der einen, CD irgend ein Paar der audern 
Involution ist, so werden alle oo^ tetraedralen Complexe, weiche zu 
ABCD gehören, also im Ganzen oo^ tetraedrale Complexe in sich selbst 
iWergefOhrt. 

Wenn wieder der Complex T mit den Tetraeder ABCD gegeben 
ist so sind es füi die Collineation 4 dreifache Bedingungen, dass A 
und B t und D sub involutorisch entsprechen; es giebt daher oc^ 
C olhneationen die faie eifullen 

Wir haben also ? Systeme 3 Stufe von — im allgamiimi nicht 
mvolutoi ischen — Colhneafionen I, II, III, tveldie den gegebetien Com- 
plex T tn dei jetetgen Weise m steh iransformiren. Jedes von ihnen 
enthalt oo' wmdb^itefe Imolutionen, einen „Bündel von windschiefen 
Involutionen", wii erhalten im ersten eine solche, wenn man zwei 
Geraden w, v zu Axen wählt, welche AB und CD sehneiden und zwar 
harmonisch zu A, B, bezw. C, D, 

Die drei dreifach unendlichen Systeme I, II, III von Collineatiouen 
stehen ersichtlich in der gegenseitigen Beziehung, dass das Product 
zweier aus verschiedenen Systemen stets eine Collineation aus deui 
dritten Systeme ist. 

Wenn !(^, iJ; die Axen einer windschiefen Involution aus I sind, 
ao gehören %, v^, AC, BD au einer Regelschaar, weil sie AB, CD 
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liarmonisch schneiden; in der Leitsehaar seien tt^j v^ harmonisch au 
AB, CD gewählt, wir nehmen sie als Axen einer windschiefen In- 
volution ans 11; verv oll stand Igen wir clas aus «,, z^j, u^, v.2 gebildete 
Vierseit zum Tetraeder, so sind die letzten Gegenkanten ii^, v^ Axcn 
emei Involution die dts Pioduct der Veiden ersteren ist (Nr. 182) 
und also dem Systeme III an^eboit 

Somit Jann man jedet dm oc" uii^dschiefen Involutionen ans I oo' 
ti/indbchtefe Im lut oj en ai s II so j Inen , dass ihr Prodtict eine 
wmd^chefp Involution m s III ist Die d ei Axenpaare hilden ein Tc- 
tiaeäe) und da& Produit aller drei Transfoi mationen ist die Identität, 

287 ^oU eine Coiteltfon den tetrie Irilen Complex T in sich selbst 

tran&foimnen so muss sie die 4 Ecken -I, B, C, D des Grundtetra- 
eders in eme solche Peim t\ti n c ß fy 5, der 4 Ebenen über- 
fühlen, das». 

,j(A, B, C, D) -</,(«.. ft. C, «,)-!/(«■, ft, )■■, «,)-»(», ß, 7, i). 

Also muss wiederum <^ißi'y,^i eine der 4 Permutatioiien: 

ttßyÖ, ßady, ydaß, dyßa 
seit). 

Und umgekehrt, jede Correlation, die eine solche Ueberführung 
bewirkt, transformirt T und aUe andern tetraedralen Complese mit 
dem nämlichen Tetraeder in sich. 

Im ersten Falle ist, weil jede Ecke von T der Gegeiiebene ent- 
spricht, die Correlation ein Polarsystem.*) 

Jedes der oo' Polarsysteme, welche das Gnmdtetraeder von T mm 
Polartetraeder haben, transformirt T in sich selbst. 

Wenn aber durch die Correlation Ä, B, C, B in ß, a, d, y über- 
gehen, so entspricht jede der Geraden AC'^ßS, CB, BD, DA sich 
selbst, AB aber und CD entsprechen sieh gegenseitig in beiderlei 
Sinne. Mithin ist das Kantenvierseit ACBD das Hauptvierseit der 
Correlation. 

3ede von, den erwcHmten Bolarsystetnen verschiedeite Correlation, 
welcfie den Complex T in sie/* selbst überführt, lutt ein Kantenvierseit 
seines Gnindtetraeders zum Hauptvierseit; und umgekehrt. 

Denn wenn ACBD Hauptvierseit einer Correlation ist, so führt 
dieselbe die Punkte A, B, Ü, D in die Ebenen ß = CAD, f. = CBD, 
d, y über, also auch jeden tetraedralen Complex, der ÄDCD zum 
(irundtetraeder hat, in sich selbst. 

*j Heye, Geometrie der Lage, TI S, 66. 
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Indem jeder Ecke des Vieradts die zugehörige Winlsel-Ebeiie als 
Polarebene zugeordnet wiri), werden der Correlation 4 dreifache Be- 
dingungen aufeilcj^t 

^s etffchm iich dahp) 3 by>,ti.me 3 bhifc I', IT, 111' von Corre- 
lahonen, die auf die jctstge Weise den tdiaedtalen Coniplex T in sich 
transfomitren 

Wahmd abe? die Colhneatwnen I, II, III durch das Vorhandensein 
von 3 Faaien ton sich miolufoiisch entsprechenden Funkten {iinä Eimen) 
liatiicidarisirt smd, sind diese Oon elatroften 1 , 11', IIT allgemein. 

Es erhellt sofoit, diss die einen aus den andern sich ergeben, 
wenn in Bezug auf eins der obigen Polarajsteme polarisirt wird. 

Bas Froduct zweier Correlationen aus verschiedenen St/stmnen, etwa 
aus r und 11', ist eine Collineation 111, dasjenige eiuer Cotiineation 
I und einer Correlation 11' eine Correlation III'. 

Unter den oo^ Correlationen I', 11', III' befinden sich aber auch 
noch Polarsysteme, sowie Nullsyst«me. 

Dos Polarsysteni jeder Fläche 3. Grades, welche durch eins der drei 
Kantenvierseite des Tetraeders T geht, transformirt T in sich. Solcher, 
von den obigen Polar Systemen wesentlich verschiedener, Folarsyskme haben 
wir in jedem der 3 Systeme oo'. 

Wenn ferner die 4 Seiten eines Eautenvierseita in einem Null- 28S 
Systeme sich selbst entsprechen, so sind sie Leitstrahleu desselben oder 
im zugehörigen Strahlengewinde enthalten. Das Vierseit bestimmt ein 
Strahlennetz, dessen Leitgerade die beiden übrigen Kanten von T sind. 
Jedes der 3 Kantenvierseite des Tetraeders mn T führt eu einem 
Büschel von Nidlsystemen, ivekhe den T in sich selbst transformircn. 

Durch die Verbindung zweier NuUsysteme ergiebt sich, wie wir 
wissen, eine Collineation mit Axen, in welcher zwei Punkte einander 
entsprechen, welche in den beiden Nullsystemen Nullpunkte der näm- 
lichen Ebene sind, und deren Äsen die Leitgeraden des Strahlen netze« 
sind, welches den beiden zugehörigen Gewinden gemeinsam ist (Nr. 102). 
Wir verbinden zwei NuUsysteme 9?^, Jt^ aus den Büscheln I' und 
ir, denen die Gewinde f,, F^ zugehÖren. 

Weil den Ebenen cc, ß, y, S in % die Punkte B, A, I), C, in 9J, 
die Punkte C, D, A, B entsprechen, so correspondiren in der Colli- 
neation mit Axen, welche das Product der beiden Nullsysteme ist, den 
Punkten A, B, C, B die Punkte D, C, B, A; folglich gehört sie zum 
Systeme III, in dessen ColUneationen sich A, B und B, C iuvolutorisch 
entsprechen. In einer Collineation mit Axen aber giebt es entweder 
kein Paar sich involutorisch entsprechender Punkte, oder alle Paare 
sind involutorisch und es liegt eine windschiefe Involution vor. 
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